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EINLEITUNG. 


Begriff  der  Constanten,  der  Variablen  und  der  Function. 

1.  Eine  Größe,  welche  im  Verlaufe  einer  UnterBuchTing  stets  den- 
selben Wert  beibehält,  heißt  constante  Größe,  oder  kurz  Constante; 
eine  Größe  dagegen,  welche  be&higt  ist,  im  Verlaufe  derselben  Unter- 
suchung mehrere  bestimmte  Werte  anzunehmen,  wird  variable  (ver- 
änderliche) Größe,  oder  kurz  Variable  (Veränderliche)  genannt. 

Je  nach  dem  Zwecke  der  analytischen  Untersuchung  kann  dieselbe 
Größe  einmal  den  Charakter  einer  Constanten,  ein  andermal  jenen 
einer  Variablen  annehmen. 

Wie  allgemein  üblich,  werden  die  Constanten  mit  den  ersten 
Buchstaben,  die  Variablen  mit  den  letzten  Buchstaben  des  Alphabets 
bezeichnet. 

2.  Ist  eine  Variable  y  von  einer  anderen  Variablen  x 
derart  abhängig,  dass  zu  jedem  bestimmten  Werte  des  x  ein 
oder  mehrere  bestimmte  Werte  des  y  gehören,  so  nennt  man  y 
eine  Function  von  x,  und  deutet  dies,  wenn  die  Abhängigkeit  nicht 
näher  ausgedrückt  wird,  symbolisch  durch: 

y=/(x),  y  =  ^(x)  oder  y  =  (|)(x)  etc. 
an. 

Das  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Variablen  von  einander  kann 
auf  verschiedene  Art  gegeben  sein,  lässt  sich  aber  zumeist  durch  eine 
Gleichung  zwischen  diesen  Variablen  ausdrücken. 

So  ist  beispielsweise  der  Flächeninhalt  eines  Kreises  eine  Function 
seines  Radius.  Bezeichnet  man  den  Flächeninhalt  mit  u,  den  Radius 
mit  X,  so  kann  die  Abhängigkeit  dieser  zwei  Größen  durch  eine 
(rleißhung  ausgedrückt  werden,  nämlich: 

BodiiATlJeTid  u.  Miknta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  1 


2  Einleitung. 

Die  Geschwindigkeit  v  eines  fallenden  Körpers  ist  eine  Function 
der  Fallzeit  t  Die  Abhängigkeit  dieser  beiden  Größen  wird  durch  die 
bekannte  Gleichung: 

v  =  gt 

ausgedrückt  etc. 

3.  Einer  Gleichung  zwischen  zwei  Variablen  genügen  im  all- 
gemeinen unendlich  viele  zusammengehörige  Wertesysteme  der  letzteren. 
Man  erhält  diese  Wertesysteme  bekanntlich  in  der  Weise,  dass  man 
einer  dieser  Variablen  nach  und  nach  alle  Werte  beilegt,  derer  sie 
fähig  ist,  und  zu  jedem  dieser  Werte  die  zugehörigen  Werte  der 
anderen  Variablen  aus  der  Gleichung  ermittelt. 

Dieser  Vorgang  charakterisiert  deutlich  das  verschiedene  Ver- 
halten der  beiden  Variablen. 

Während  nämlich  die  eine,  ganz  unabhängig  von  einer  anderen, 
alle  Werte,  derer  sie  fähig  ist,  nacheinander  durchläuft,  nimmt  die 
andere  Variable  nur  solche  Werte  an,  welche  zufolge  der  gegebenen 
Bedingung  (Gleichung)  den  Werten  der  ersteren  entsprechen. 

Die  Variable,  welche  ihre  Werte  unabhängig  von  einer  anderen 
durchläuft  (deren  Werte  man  beliebig  annimmt),  nennt  man  die  unab- 
hängige oder  absolute  Variable,  die  andere  dagegen  abhängige 
oder  relative  Variable  oder  Function  der  ersteren. 

Betrachtet  man  beispielsweise  in  der  Gleichung 

y  — 2x  +  l=0 

X  als  die  unabhängige  Variable  und  lässt  dieselbe  nacheinander  die 
Werte  x  =  1,  2,  3,  4,  . . .  annehmen,  so  ninmit  hiebei  die  abhängige 
Variable  y  die  Werte  y  =  1,  3,  5,  7, . . .  an. 

Mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  x  zur  unabhängigen  Variablen 
gewählt  wurde,  kann  auch  y  als  unabhängig  variabel  angesehen  werden, 
in  welchem  Falle  x  zur  abhängigen  Variablen,  d.  h.  zur  Function 
von  y  wird. 

Durch  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Variablen  wird  also  jede 
derselben  als  Function  der  anderen  dargestellt,  d.  h.  ist  y  eine  Function 
von  X,  so  ist  auch  x  eine  Function  von  y. 

4.  Ist  eine  Gleichung  zwischen  den  n  Variablen  u,  x,  y,  z, . .  . 
gegeben,  welche  in  der  auf  Null  gebrachten  Form  symbolisch  durch: 

F(u,  X,  y,  z,...)  =  0 (1 

zeichnet  werden  soll,   so  kann  jede   dieser  Variablen   als  Function 
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der   übrigen   dargestellt   werden.    Denn   man    erhält    durcli   Auflösen 
nach  u  beispielsweise 

u  =/(x,  y,  z-  . .). (2 

also  u  als  Function  der  Variablen  x,  y,  z, .  .  . 

In  ganz  analoger  Weise  könnte  man  durch  Auflösen  der 
Gleichung  1  nach  x,  y  oder  z  (natürlich  wird  von  der  Ausführbar- 
keit der  Auflösung  abgesehen)  x,  y  oder  z  als  Functionen  der  anderen 
Variablen  darstellen. 

Nachdem  die  Gleichung  2  eine  Folge  der  Gleichung  1  ist,  so 
drücken  beide  Gleichungen  dieselbe  Abhängigkeit  der  n  Variablen 
u,  X,  y,  z. .  . .  aus,  stellen  also  beide  u  als  Function  der  n  —  1  Variablen 
X,  V,  z.  . . .  dar,  nur  in  verschiedener  Form. 

Die  zwei  verschiedenen  Formen  1  und  2  geben  Veranlassung 
zur  Unterscheidung  der  Functionen  in  entwickelte  (explicite)  und 
unentwickelte  (implicite)  Functionen. 

Erscheint   nämlich  die  Gleichung,   welche  die  Abhängigkeit  der 

Variablen  ausdrückt,    in  Bezug   auf  die  abhängige  Variable   aufgelöst 

wie  2),  so  sagt  man,    die  abhängige  Variable  u  ist  als  Function  der 

Variablen  x,  y,  z, .  . .  entwickelt  (explicit)  gegeben,    oder   kurz,  u  sei 

eine  entwickelte  (explicite)  Function  der  Variablen  x,  y,  z,  .  .  . 

Ist  hingegen  die,  die  Abhängigkeit  der  Variablen  darstellende 
Gleichung  nicht  aufgelöst  (wie  1),  so  stellt  sie  wohl  auch  u  als 
Function  der  Variablen  x,  y,  z,  . . .  dar,  aber  in  unentwickelter  (impli- 
citer)  Form,  und  man  nennt  schlechtweg  u  eine  unentwickelte  (impli- 
cite) Function  der  Variablen  x,  y,  z, . . . . 

Sind  speciell  die  Variablen  x,  y,  z, .  .  .  von  einander  ganz  unab- 
hängig und  n  an  der  Zahl,  so  sagt  man,  u  sei  eine  Function  von  n 
unabhängigen  Variablen. 

Häufig  sind  die  n  Variablen  x,  y,  z, . .  .  nicht  von  einander 
unabhängig,  sondern  Functionen  einer  Variablen  t,  so  dass: 

x  =  ?i(t),  y  =  ?2W,  z  =  ?p3(t)... 

ist.  In  diesem  Falle  ist 

^  =/(x,  y,  z, . . .) 

eine  Function  der  n  Functionen 

cpi(t);       i  =  l,  2,  3....  n, 
also  Bchheßlich  eine  Function  der  unabhängigen  Variablen  t. 

Anmerkang*:  Besüglich  der  Functionszeichen  F, /,  4>,  (p,  ^,  ^  etc.  sei  bemerk' 
Erhalten  zwei  Functionen,   welche  von    denselben  Variablen   abhängen,  verschiedr 

1* 


4  Einleitung'. 

Functionszeichen,  oder  bei  gleichem  Functionszeichen  verachiedene  Indices,  bo  deutet 
das  darauf  hin,  das«  sie  verschieden  ^bant  sind  oder  verschiedene  Formen  haben. 
Man  pflegt  gewöhnlich  entwickelte  Functionen  mit  kleinen,  unentwickelte  mit  großen 
Buchstaben  als  Functionsseichen  anzudeuten. 

5.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass  es  möglich  ist,  einzelne  Gesetze 
und  Beziehungen  aufzustellen,  welche  für  ganze  Gruppen  von  Func- 
tionen Geltung  haben,  werden  in  der  Analysis  die  Functionen  von 
verschiedenen  Gesichtspunkten  in  Gruppen  eingetheilt. 

Am  wesentlichsten  ist  die  Eintheilung  nach  der  Art  der  Zu- 
sammensetzung der  Functionen  und  nach  der  Zahl  der  Variablen, 
welche  sie  enthalten. 

Nach  der  Art  der  Zusammensetzung  theilt  man  die  Functionen 
ein,  in  algebraische  und  transcendente  Functionen. 

Ist  die  Abhängigkeit  der  Variablen  derart,  dass  die  dieselbe  aus- 
drückende Gleichung  algebraisch  ist,  d.  h.  die  in  derselben  enthaltenen 
Variablen  nur  den  gewöhnlichen  algebraischen  Operationen  unterworfen 
sind,  zu  welchen  das  Addieren,  Multiplicieren,  Subtrahieren,  Dividieren 
und  Potenzieren  mit  Constanten  (ganzen  oder  gebrochenen)  Exponenten 
gehört,  so  nennt  man  die  Function  algebraisch. 

Functionen  welche  nicht  algebraisch  sind,  also  Logarithmen,  tri- 
gonometrische Functionen  der  Variablen  oder  Potenzen  mit  variablen 
Potenzexponenten  enthalten,  werden  transcendent  genannt. 

So  wird  beispielsweise  durch  jede  der  Gleichungen: 

3_ 

z  =  3x-^  — ölx  +  x^lV 

3x  —  2y  '        ^ 

x^y^z^  — 3xyz2  +  (x  — 2y)y^— 16  =  0 
z  als  algebraische  Function,  durch  jede  der  Gleichungen: 

z  =  tang  X  -j-  x"  —  1.x 

z  —  tang  X  =  c*  —  sin  X  -|-  3  [  x 
z*  +  2  (^os  X  —  sin  y)  -j-  y^  x^  —  xl .  y  -|-  a  =  0, 

dagegen  als  eine  transcendente   Function   von  x,  beziehungsweise  x  und  y  deBniert. 

Die  algebraischen  Functionen  theilt  man  wieder  ein  in 
rationale  und  irrationale  und  die  rationalen  wieder  in  rationale 
ganze  und  in  rationale  gebrochene  Functionen. 

Eine  Function  ist  rational,  wenn  in  der.  die  Abhängigkeit  der 
Variablen  ausdrückenden  Gleichung  die  Variablen  keine  gebrochenen 
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Potenzexponenten  aufweisen,  d.  h.  keine  der  Variablen  nnter  einem 
Wurzelzeichen  steht  und  selbst  dann  unter  kein  Wurzelzeichen  gelangt, 
wenn  die  Gleichung  nach  der  abhängigen  Variablen  aufgelöst  wird. 

Treten  hingegen  in  einer  Function  die  Variablen  in  Potenzen 
mit  gebrochenen  Potenzexponenten  auf,  d.  h.  stehen  einzelne  Variable 
unter  Wurzelzeichen,  so  nennt  man  die  Function  irrational. 

Erhält  eine  rationale  Function  in  den  Nennern  von  Brüchen 
keine  Variablen,  so  wird  sie  rational  ganz,  sonst  rational  ge- 
brochen genannt. 

So  wird  beispielsweise  darch  die  Gleichungen: 

4  12 

y  =  3x^-3x3  +  -x-^ 

—  ax    -|-a|X         -f-a^x         -[-...-|-an  —  iX-f-an      sam«  zahi) 

ax^  —  bx-|-c 


y= 


mx'^ 


a       bx'^— cx  +  d 
•^       x  mx-f-n 

y  als  rationale  Function  von  z,  und  zwar  durch  die  zwei  ersten  ab  rationale  ganze, 
darch  die  zwei  letzten  als  rational  ßrebrochene  Function  definiert;  die  Gleichungen 
hingegen : 

3 1 

y=  l'ax^-f-  bx^  +  cx4-  d=(ax^-|-bx2-}"^^  +  ^)'* 

8 «  1 

y=fa=*x2+|/Vx  =  ax^^  +bx« 

deBnieren  y  als  irrationale  Function  von  x. 

Besonders  ausgezeichnet  sind  die  homogenen  Functionen,  näm- 
lich solche,  deren  Glieder  nur  Ausdrücke  derselben  Dimension  enthalten. 

Die  Dimension  eines  Ausdruckes  wird  durch  die  Summe  der 
Potenzexponenten  aller  in  demselben  enthaltenen  Variablen  bestimmt. 
Das  Glied  von  der  höchsten  Dimension  bestimmt  durch  diese  den  Grad 
der  Function. 

So  ist  beispielsweise  durch  die  Gleichung: 

z  =  y4  4-Ax3y  +  Bx--2y2-f  Cxy-*-f  Dy» 
z  als  homogene  Function  des  4.  Grades  von  x  und  j  gegeben;  die  Gleichung: 

z  =  y^-f  Axy-^-fBx2y+Cxy4-D 

tlefiniert  wohl  auch  z  als  Function   des  4.  Grades  von  x   und  y,   diese  Function  ist 
aber  nicht  homogen. 


Q  Einleitung. 

Die  Bedeutung  der  charakteristischen  Eigenschaft  der  homogenen 
Functionen  werden  die  folgenden  Untersuchungen  zeigen,  weshalb  auf 
eine  nähere  Erörterung  an  dieser  Stelle  nicht  eingegangen  wird. 

Beachtenswert  erscheinen  auch  die  symmetrischen  und  perio- 
dischen Functionen. 

Eine  Function  einer  Variablen  ist  symmetrisch,  wenn  sie  so  gebaut 
ist,  dass  sie  ihren  Functionswert  nicht  verändert,  wenn  man  der 
Variablen  den  entgegengesetzt  gleichen  Wert  ertheilt;  eine  symmetrische 
Function  mehrerer  Variablen  ändert  den  Wert  nicht,  wenn  man  die 
Variablen  derselben  vertauscht. 

Die  Gleichungen: 

y  =  c-»' 
steilen  y  als  8jmmetrische  Function  von  x,  beziehungsweise  x  und  z  vor. 

Periodische  Functionen  nennt  man  solche,  welche  mit  regelmäßiger 
Wiederholung  denselben  Wert  annehmen,  während  die  unabhängige 
Variable  ihre  Werte  nacheinander  durchläuft. 

In  diese  Gruppe  gehören  alle  trigonometrischen  Functionen,  denn 
es  ist  bekanntlich: 

sin  X  =  sin  (2  n  Ä  -f-  x),  cos  x  =  cos  (2  n  ä  -f-  x)  etc. 

Bezüglich  der  Eintheilung  der  Functionen  nach  der  Zahl  der 
Variablen  ist  kaum  eine  Bemerkung  nothwendig.  Man  unterscheidet 
Functionen  von  ein,  zwei,  drei, . . .  n  Variablen. 

6.  Die  Analysis  hat  zum  Gegenstande  die  Untersuchung  der 
Beziehungen  variabler  Größen  zu  einander,  also  die  Theorie  der  Func- 
tionen. 

Man  spricht  von  niederer  oder  höherer  Analysis,  je  nachdem 
man  nur  die  algebraischen  und  elementaren  Functionen  mit  Zuhilfe- 
nahme der  Algebra  untersucht,  oder  aber  alle  Functionen  bei  Anwen- 
dung der  Lehre  von  den  Grenzen  und  der  sogenannten  Infinitesimal- 
rechnung in  den  Kreis  der  Betrachtungen  zieht. 


Begriff  der  Grenze. 

7.  Wenn  eine  Variable  x  alle  Werte,  derer  sie  fähig  ist. 
nacheinander  durchläuft,  hiebei  die  Differenz  zwischen  der- 
selben und  einer  bestimmten  Constanten  a  —  absolut  genommen 
—  kleiner  wird   als   eine   beliebig   klein   festgesetzte   Zahl  o 
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und  aach  fortan  kleiner  bleibt,  ohne  jemals  Null  zu  werden, 
so  bezeichnet  man  diese  Constante  a  als  den  Grenzwert  der 
Variablen  x. 

Diese  Definition  schreibt  man  symbolisch  wie  folgt: 

wird  |x — a|<8,  so  ist  limx  =  a;*) 

sie  drückt  aus,  dass  sich  die  Variable  x  mit  ihrem  Werte  der  Con- 
stanten a  immer  mehr  und  mehr  nähert,  so  dass  schließlich  der  Unter- 
schied zwischen  x  und  a  beliebig  klein  wird. 

Eine  Variable  kann  sich  ihrer  Grenze  auf  verschiedene  Weise 
nähern,  und  zwar  durch  beständiges  Wachsen,  durch  beständiges  Ab- 
nehmen oder  durch  Osculieren.  Im  ersten  Falle  bleibt  sie  immer  kleiner, 
im  zweiten  bleibt  sie  größer  als  ihr  Grenzwert,  und  im  dritten  Falle 
wird  sie  bald  größer  bald  kleiner  als  die  Grenze,  der  sie  sich  nähert. 

So  z.  B.  nähert  sich  eine  Variable  x,  welche  der  Werte: 

i_i    i_l    i_l    i_A 

2'  3'  4'  5" 

fähig  ist,    der  Grenze  1   durch  Wachsen;   die  Variable  x,    welche  die 
Werte : 

1+2'     ^"'"S'     ^"^4'     ^"^'5"* 

annehmen  kann,  derselben  Grenze  durch  Abnehmen  und  schließlich 
die  der  Werte: 

'2'  3'         '4'  5    •  * 

fähige  Variable  osculiert  um  ihren  Grenzwert  1. 

In  allen  drei  Fällen  ist  lim  x  =  1,  nur  wird  dieser  Grenzwert 
auf  verschiedene  Weise  erreicht. 

Diese  Beispiele  lassen  deutlich  erkennen,  dass  unter 
dem  Grenzwerte  einer  Variablen  eine  bestimmte  feste  Größe 
verstanden  wird,  welcher  sich  der  Wert  der  Variablen  con- 
tinuirlich    nähert,   ohne   sie  eigentlich   jemals   zu   erreichen. 

Häufig  spricht  man  auch  von  einer  Grenze  dann,  wenn  die 
Variable  beim  Durchlaufen  ihrer  Werte  größer  wird  und  bleibt,  als 
eine  beliebig  groß  gedachte  Zahl  k.  Man  sagt  dann  schlechtweg,  ihr 
Grenzwert  sei  unendlich  und  schreibt  symbolisch: 

I X 1  >  k     lim  X  =  oc . 

*)  Die  Bezeichnung  lim  ist  eine  Abkürzung  von  limes  =  Grenze. 


g  Einleitung. 

Dies  ist  keine  Grenze  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes,  denn  die 
Variable  wächst  eben  ins  Unbegrenzte. 

Bleibt  eine  derartige,  unbeschränkt  wachsende  Größe  von  einer 
Stelle  an  constant  positiv,  so  sagt  man  ihr  Grenzwert  sei  positiv  un- 
endlich (lim  x  =  -j-^)?  bleibt  sie  von  einer  Stelle  an  beständig  negativ, 
dann  bezeichnet  man  ihre  Grenze  als  Negativ  unendlich  (lim  x  =  —  oo), 
und  wechselt  sie  beständig  ihr  Vorzeichen,  so  ist  auch  das  Vorzeichen 
des  Grenzwertes  unentschieden,  was  durch  lim  x  =  +  cc  angedeutet  wird. 

Selbstverständlich  kann  es  vorkommen,  dass  sich  eine  Variable 
beim  Durchlaufen  aller  ihrer  Werte  weder  einer  eigentlichen  Grenze 
nähert,  noch  unendlich  wird,  dann  hat  sie  einen  unbestimmten  Grenzwert. 

8.  Ist  y  eine  Function  der  Variablen  x,  und  nähert  sich  x  beim 
Durchlaufen  seiner  Werte  der  festen  Grenze  a,  so  nimmt  hiebei  auch 
y  alle  Werte  nacheinander  an,  welche  der  gegebenen  Bedingung  ent- 
sprechen und  nähert  sich  hiebei  im  allgemeinen  auch  einem  Grenz- 
werte b,  was  man  symbolisch  durch 

lim  y  =  b 
auszudrücken  pflegt,  statt  richtiger  zu  schreiben  lim  y  =  b. 

fQr  Hm  x  =  a 

Ist  z.  B.: 

y  =  (x  — a)8m^-— ^, 

80  ist 

lim  y  =  0, 

x  =  a 

weil  für  x  =  a  der   erste  Factor  verschwindet,    der  zweite   aber  als  Sinus  unbedingt 
endlich  bleibt. 
Für 

1 

y  =  -  -  1" 

(x  —  a)  sin 

x  —  a 

ist 

lim  y  =  +  CO . 

X  =  A 

Das  Vorzeichen  ist  unbestimmt,   weil  der  Sinus  periodisch  das  Vorzeichen  wechselt. 

sin  X         ,.             endliche  Größe      ^ 
y  =  -— ;       lm:iy= -  =  0. 

X  x  =  -|-oo  ^^ 

V  =  sin     :        lim  v  =  ? 

^  X  =  ü 

unbestimmt  und  liegt  zwischen  —  1  und  -|-  1. 
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Die  Flächen  und  UmfUnge  der  einem  Kreise  eingeschriebenen 
und  umschriebenen  Polygone  nähern  sich  mit  dem  Wachsen  der  Zahl 
der  Polygonseiten,  ihren  Grenzwerten:  der  Kreisfläche,  beziehungsweise 
dem  Kreisumfange,  und  zwar  bei  den  eingeschriebenen  Polygonen 
durch  Wachsen,  bei  den  umschriebenen  durch  Abnehmen. 

Der  Näherungsbruch  eines  Kettenbruches  osculiert  um  seide  Grenze. 

Einzelne  Functionen  zeigen  die  Eigenthtlmlichkeit,  dass  ihre 
Functionswerte  sich  verschiedenen  Grenzen  nähern,  wenn  die  unab- 
hängige Variable  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze  einmal  durch  Wachsen, 
das  anderemal  durch  Abnehmen  convergiert.  Bei  solchen  Functionen 
müssen  natürlich  die  beiden  Grenzwerte  speciell  unterschieden  werden, 
wiis  dadurch  zu  geschehen  pflegt,  dass  man  den  durch  Wachsen  der 
unabhängigen  Variablen  erhaltenen  als  linksgenommenen  Grenzwert 
der  Function  bezeichnet,  und  den  durch  Abnehmen  der  unabhängigen 
Variablen  erreichten  den  rechtsgenommenen  Grenzwert  nennt. 
In  der  symbolischen  Zeichensprache  unterscheidet  man  diese  beiden 
Grenzwerte  durch  Hinzufügen  von  — 0,  beziehungsweise  -|-0  an  die 
Grenzwerte  der  unabhängigen  Variablen. 

Demnach  drückt  das  Symbol 

lim  y  =  b 

X=A— 0 

aus,  dass  b  der  linksgenommene  Grenzwert  der  abhängigen  Variablen  y 
für  lim  X  =  a  ist,  oder,  dass  sich  der  Wert  von  y  der  Grösse  b  nähert, 
wenn  x  gegen  seinen  Grenzwert  a  wächst.  Das  Symbol 

lim  y  =  b' 

x  =  »  +  0 

bezeichnet  b'  als  rechtsgenommenen  Grenzwert  von  y  für  x  =  a,  oder 
als  den  Grenzwert  von  y,  wenn  x  gegen  seine  Grenze  a  abnimmt. 

Eine  derartige  Function  ist  z.  B.: 

y  =  C^        (Ol). 

Ihr  Grenzwert  wird,  wenn  x  vom  Positiven  gegen  0  abnimmt,  positiv  unendlich,  hin- 
gegen Null,  wenn  x  vom  Negativen  gegen  Null  wächst 

Der   früher  angeführten  Bezeichnung  entsprechend,    wird  man   also  schreiben: 

1 

lim  c  *  =  0 

x  =  0--0 
1 

limc*  =-|-  CSD. 

X=:0-f  0 

Die  Kichtigkeit  dieser  Behauptung  ist  leicht  einzusehen.  Nähert  sich  nämlich  x 
dem  Ghrenz werte  Null  durch  Abnehmen,  so  ist  es  wesentlich  positiv,  also 
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V  *.         +00 

limc*=c"=c        =-[-co; 

x  =  0-fO 

nähert  sich  hingegen  x  der  Grenze  Null  durch  Wachsen,  so  muss  es  wesentlich  negativ 
sein,  setzt  man  also  x  =  —  z,  so  ist  z  eine  wesentlich  positive  Größe,  welche  mit  x 
gleichzeitig  verschwindet,  und  man  findet 

-  -*  1  1 

lim  c  *  =  lim  c    ■  =  lim  — ^  =  —  =0. 

x  =  0— 0         x=0  +  0        xssO  +  O     —         CO 

Aus  den  beiden  letzten  Grenzwerten  folgt  unmittelbar 

lim—     ,-  =  0 

x=OH-o^ 

^  1  —  c* 
lim p  =  1. 

9.  Zur  Bestimmang  der  Grenzwerte  von  Functionen  in  complf- 
cierteren  Fällen  ist  es  häufig  noth  wendig,  die  Functionen  so  umzu- 
formen, dass  ihre  Grenzwerte  entweder  direct  erkannt,  oder  mittelst 
anderer  bereits  bekannter  Grenzwerte  bestimmt  werden  können. 

So  ist  beispielsweise  der  Grenzwert 

lim  ?-t>^ 
x=QoC  +  dx 


scheinbar  unbestimmt,  nämlich  — ;  die   einfache  Transformation   durch 


CO 

I 

Division   des  Zählers    und  Nenners   mit  x  zeigt  aber  sofort,   dass  der 
gesuchte  Grenzwert  ganz  bestimmt,   und  zwar  -.-  ist. 


lim 

a-f-bx 
c-j-dx 

lim 

X 

a 

oo 

+b 

b 
"d 

x  =  oo 

x  =  oo 

X 

C 

oo 

+  d 

ie  Function 

X3. 

—  a3 
a^ 

hat  für  x  =  a  scheinbar  den  Wert      ,  bringt  man  sie  jedoch  auf  die 

Form 

(x  —  a)  (x^  -["  *  X  4"  ^^) x^  -|-  a  X  -|-  a*^ 

(x  —  a)  (x  -)-  a)  X  +  a       ' 
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so   findet  man 

,.     x^  —  a^ ,.     x^-|-ax-|-a2 3a 

x=»x2  —  a^      x=a       x-f-a  2 

u.  8.  w. 

10.  Häufig  kann  der  Grenzwert  einer  Function  durch  Anwendung 
des  folgenden  einfachen  Satzes  gefunden  werden: 

Liegt  der  Wert  der  Function/(x)  für  alle  innerhalb  eines 
bestimmten  Bereiches  gelegenen  Werte  des  x,  beständig 
zwischen  den  Werten  zweier  anderer  Functionen  <p(x)  und 
«5*(x),  d.  h.  ist  für  alle,  innerhalb  eines  Wertbereiches  ge- 
legenen Werte  des  x 

cp(x)>/(x)>^(x), (a 

m^d  ist  für  einen  Wert  x=::a  aus  diesem  Wertbereich 

Um  9  (x)  =  lim  i|^  (x)  =  b, (ß 

x=a  X— a 

so  ist  auch 

lim/(x)  =  b. 


x  =  a 


Der  Nachweis  dieses  Satzes  bereitet  keine  Schwierigkeit.  Wegen 
der  Beziehung  (a  besteht  die  Gleichung 

/(X)  =  9  (X)  +  6  [<].  (x)  -  <p  (X)], 

in  welcher  e  einen  echten  Bruch  bedeutet  (1>8>0). 

Aus   dieser   Gleichung    folgt   durch    Übergang   auf   die   Grenze, 
für  x  =  a 


li 

X 


lim/(x)  =  lim  {  9  (x)  +  s  [<]>  (x)  —  ?  (x)]}  =  lim  ?  (x)  +  s  [1™  ^  (x) 

c  =  a  x=s»''  ^x  =  a  Lx  — » 

—  lim  cp  (x)l, 

x  =  a  J 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Annahme  (ß 

lim/(x)  =  b. 


x  =  a 


Anmerkung:  Bei  dieser  Beweisführung  wurde  die  häufig  unter  die  Sätze 
über  Grenzen  eingereihte  Thatsache  benützt,  dass  der  Grenzwert  einer  Summe  von 
Vunctionen  gleich  ist  der  Summe  ihrer  Grenzwerte.  Diesbezüglich  sei  also  bemerkt, 
das»,  nachdem  die  Grenzwerte  nur  specielle  Functionswerte  sind,  es  klar  ist,  d^ss  die 
mit  Functionen  auszuführenden  Operationen  den  Grenzwert  einer  einzelnen  einerseits 
nicht  alterieren  können,  anderseits  aber  an  den  Grenzwerten  selbst  auch  auszuführen  sind. 
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Als  Beispiel  für  eine  Anwendung  des  angeführten  Satzes  sei  die 
Bestimmung  der  Grenze  der  Function 

e 
sin  8 

für  lim  e  =  0,  also  für  einen  unendlich  klein  werdenden  Bogen  angeftihrt. 

Aus  Fig.  1  ist  zu  ersehen,  dass 

AD  +  DB  >  arcACB  >AB, 
d.  h. 

2  tang  e  >  2  s  >  2  sin  e. 

Aus  dieser  Ungleichheit  folgt  durch  Division 
mit  2 sine 


Fig.  1. 


cos  s       sm  s 


e«arcAC 


Nun  ist  aber  lim  —     ==1  und  lim  1  =  1, 

j_ocoss 

demnach   ist   auch   zufolge    des   angeführten 

Satzes 


lim  - —  =  1 

11.  Im  nachfolgenden  soll  noch  der  Grenzwert  der  Function 


(3 


/(m)  =  (l  +  i)" 

für  ein  ins  Unendliche  wachsendes  m  ermittelt  werden,  welcher  in  der 
Analysis  eine  eminent  wichtige  Rolle  spielt. 

Zunächst  sei  m  als  positive  ganze  Zahl  vorausgesetzt,  welche 
Voraussetzung  die  Entwicklung  der  Function  nach  dem  Binomialsatze 
zulässt: 

/<«"=i+(T)i+(")i+(s)i.+-+(:)i?+- 

■■■+(°')'.- 

...       ,    .        1    .  m(m  — 1)  1     .  ni(m— l)(m  — 2)  1     . 


m 


2! 


m' 


3! 


m' 


,  m(m  — l)(in— 2)...[m  — (k  — 1)]  1     , 
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/W=I  +  l+i(>-s)  +  3.(l-^)0-^)+- 

Bezeichnet  man  die  aufeinander  folgenden  Glieder  der  Reihe  der 
Kürze  wegen  mit  u^,  u^,  U2  . . .  u^,  Uk+i  .  . .  Um,  so  besteht  die  Gleichung: 

/(m)  =  Uo4-»ii  +U2  +  .--+^k  +  nk4.i4-  ...4-'U„i_i,     .     (a 
in  welcher  die  Ui  folgende  Bedeutungen  haben: 
0^  =  1,  Ui  =  1 


nk  +  i  = 


1.2.3...(k  +  l) 


\        m  /  \        m/  '  *    \  m    /  \        m/ * 


Mit  dem  Wachsen  von  m  werden  alle  GHeder  der  Reihe  vom  dritten 
angefangen  für  sich  numerisch  größer,  tlberdies  nimmt  auch  die  Zahl 
der  Glieder  zu,  mithin  wächst  auch  die  Function  /(m),  jedoch  nicht 
ins  Unendliche,  sondern  sie  nähert  sich  hiebei  einer  endlichen  Grenze, 
was  auf  einfache  Weise  gezeigt  werden  kann. 

Die  Klammerausdrücke  der  u  Werte  sind  positive,  echte  Brüche. 
Jeder  der  Werte  u  enthält  um  einen  solchen  eingeklammerten  Factor 
mehr  als  der  vorhergehende,  mithin  ist  das  Product  der  FaiJtoren  in 
den  Klammern  bei  jedem  der  Glieder  u  kleiner,  als  beim  vorangehenden; 
also  unbedingt 


nntencheiden  sich  die  Größen  .    ,**  -  und  Uk+i    nur   dadurch,   dass  die    letztere    den 
Factor  ^1  —     j,     welcher    ein    echter    Bruch    ist,     mehr    besitzt,     mithin    ist    die 
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Uk^-i   ^  Uk ^        Uk 

^^+*^k  +  2'^(k+l)(k  +  2)^(k  +  l)2' 

^    lIk  +  8   ^  ^k ^      Jlk 

Uk  +  S  <.  j^^3  <.  (k^  1)2(1^^-3)  <^  (k  + 1)3' 

analog  .     .• 

Uk 


Um< 


(k  + 1) 


m-k' 


Addiert  man  diese  Ungleichheiten,  so  findet  man,  dass: 

f  1 

Uk  +  Uk  +  l+Uk  +  2+  •  •  •  +Um-l  +  Unx<Uk|l  +  £3j^  + 

^(k  + 1)2^  •  •  •  ^(k+ ir-''+»  ^  (k+ 1)™-^ 

und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  in  der  geschlungenen  Klaminer 
rechts  eine  geometrische  Progression  von  der  Form  1  -|-  x  -[-  x^  -j- 
-[-x'4"  •  •  •  (wobei  X  ein  echter  Bruch)  steht,  welche  die  Summe: 

^«_---i 1 k+i_     1 


1  — X 1       MiL:::!       t  '  k 

k+i        k+l" 

hat,  so  findet  man: 

Uk  +  ^k  +  l  +  ^k  +  Ä  +  •  •  •  +  ^m  -  l  +  Um  <  (  1  +  ^}  Uk- 

Demzufolge  besteht  die  Gleichung 

Uk  +  Uk  +  l  +  Uk  +  «+  •  •  •  +Um-l4-Uni  =  (l  +  T^Uk, 

worin  9  einen  echten  Bruch  bedeutet;   durch   die  Substitution  t-  =  a> 

k 

(ö)  bedeutet  ebenfalls  einen   echten  Bruch)  kann  derselben  die    Form 

Uk  +  Uk 4-1  +  ^^  +  2+  .  .  .  +Um__i4-Um  =  (l  +  «ü)  Uk  *,      0  <  W  <[   1 

gegeben  werden. 

erste  angeschriebene  Ungleichheit  richtig.     Analog  ist  Uk-f2<ri7i   ^^^    i_  ^'^  '  <r 

k  -^  fi  K  — J—  21  ^^ 

^(k+l)k  +  2/   w«il  *"fol««  Uk+i<£^»    k'^l-^""'^^*    schlieülich  ist    aber 

Uk  Uk  Uk 

*""''  (k+l)(k  +  2)  <  (k4:  IT'  =  (k  +lÜk +r)'    ""^   (k  4-  2)  >(k  +  1),    mithin 

»ach  der  Nenner  (k  4- 1)  (k  -|-  2)  grtsaer  als  (k  +  1)^ 
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Führt  man  nun  in  der  Gleichung  (a  für  /  (m)  den  soeben  ge- 
fundenen Wert  aller,  auf  das  k*®  folgenden  Glieder  ein,  so  übergeht 
sie  in: 

/(m)  =  Uo  +  Ui  +  U2  +  U3  4-  ..  .  +  Uk_i-f  (l+a))uk, 
t)der.  wenn  man  für  die  u  die  entsprechenden  Werte  setzt,  in: 

• +.x..'c.^iO-i-)('=»)-0-'-^-)+ 

+o^O-J.)0-^-('-'';z-i)i'+-i. 

Geht  man  nun  auf  die  Grenze  für  m  =  co  über,  so  verschwinden 
alle  in  den  Klamnierfactoren  enthaltenen  Brüche,  weil  ihre  Nenner  un- 
endlich werden,  während  die  Zähler  endliche  Größen  bleiben.  Mithin  ist: 

jim/(m)  =  l+  14-^^2  + j--^-3  +  . . .  172— V^^)  + 


Je  größer  k  genommen  wird,  desto  kleiner  wird  o),  und  desto 
genauer  wird  der  Grenzwert  dieser  Function  y*(m)  erhalten,  welcher  in 
der  Mathematik  eine  bedeutende  Rolle  spielt,  und  allgemein  mit  e  be- 
zeichnet wird. 

Für  k=16  erhält  man,  e  auf  zehn  Decimalstellen,  genau: 

e  =  2-7182818284. 

DasB  e  größer  sein  muss  wie  2,  ist  direct  einzusehen,  es  muss 
aber  auch  kleiner  sein  wie  3,  denn  es  ist  offenbar 

lim /(m)<  1  +  1  +  1  +  ^+ -4^+..,*) 

also,  weil  die  Summe  der  Reihe  rechts  vom  Ungleichheitszeichen 
^  ~i~  9  "f"  92  "i'  93  "i"  •  •  •  (geometrische  Progression), =2  ist: 


*)  Die  Glieder  der  Reihe  rechts  sind  nämlich    vom  4.  angefaxigen,  alle  groß 
all  jene  in  der  Reihe  für  /(m),  weU  sie  kleinere  Nenner  haben. 
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lim/(m)<l  +  2, 

m  soo 

demnach 

lim/(m)<3. 

in  =  QO 

Die  ausgeftlhrte  Grenzuntersuchung  hatte  zur  Voraussetzung, 
dass  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist;  und  es  soll  nun  gezeigt  werden, 
dass  /(m)  denselben  Grenzwert  hat,  wenn  m  ein  unechter  Bruch,  oder 
eine  wesentlich  negative  oder  irrationale  Zahl  ist. 

Ist  m  ein  unechter  Bruch  oder  eine  irrationale  Größe,  so  muss  der 
Wert  von  m  zwischen  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgenden  ganzen 
Zahlen,  beispielsweise  k  und  k  -f-  1  liegen. 

Da  nun  in  diesem  Falle 

k4-l>m>k, 
so  ist: 

0+D'->0  +  i)'>('+ir|Ty- 

Nun  ist  aber: 


=  y=e, 


und 


,'i"('+ir'=.ii'iO+E)'(i+k)= 


=.'5.  (' + e)'  •  J'i  (' + k) = ' ' = "■ 

demnach  mit  Rücksicht  auf  den  unter  Pkt.  10  angeführten  Satz  auch 

/  1\™ 

lim  1  1  -| 1    ^  e. 

,=qd\     '    m/ 


m  =00 


Ist   m    wesentlich    negativ,    dann    kann   m  =  —  (p  -|-  1)    gesetzt 
werden,  wobei  dann  p  eine  wesentlich  positive  Größe  bedeutet. 

Durch  diese  Substitution  erhält  man: 


Das  unendlich  Kleine  und  das  unendlich  Große.  17 

(^ + •)-=(-piir"'=(p-i:ir"'=M-r  ■= 


also 


('+D"=('+D'('+'> 


p/  \    p. 

Weil  p  wesentlich  positiv  ist,  so  ist 

,'™('+i)'0+i)=''' 

mithin  auch 


lim('l+l)"  =  e (4 

Dieser  Grenzwert  e  wurde  zur  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
gewählt,  welche  bei  allen  rein  wissenschaftlichen  Untersuchungen 
ausschließlich  angewendet  werden. 

Anmerkung:  Aus  der  Gleichung 

Y  =  &y  =  e^ 

folgt,   wenn  man  den  Logarithmus  auf  die  Basis  e  mit  1  Y,  jenen  auf  die  Basis  a  mit 
.  Y  bezeichnet, 

lY  =  yla  =  'f]le, 
loga  Y  =  y  log»  a  =  7)  log»  e. 

Diridiert  man   und  berücksichtigt,  dass  le  =  l,  logaa  =  l  ist,  so  erhält  man: 

log»  Y  "  log»  e ' 

oder 

lY  =  lalog.Y  =  j^^^^log.Y. 

Diese  Gleichungen  ermöglichen  den  Obergang  von  Logarithmen  auf  die  Basis  a, 
zu  Logarithmen  auf  die  Basis  e  und  umgekehrt. 

Die  Constante  z wird  Modul  des  Logarithmensystems  genannt. 

log.  e 


Das  unendlich  Kleine  und  das  unendlich  Große. 

Nähert  sich   eine  variable  Größe  der  Grenze  Null,   d.  h. 
wird  ihr  Wert  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  und  bleibt 
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auch  fortan  kleiner  als  eine  beliebig  klein  festgesetzte  posi- 
tive Zahl  8 

I X I  <  8.  lim  X  =  0, 

so  sagt  man,  sie  wird  unendlich  klein. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Definition  wird  eine  Variable  x,  welche 

der  Reihe  nach  die  Werte  1?  95  b?  7  ^^c.   annehmen  kann   (weil  sie 

Null  zur  Grenze  hat),  unendlich  klein,  ungeachtet  dessen,  dass  sie,  wie 
das  Beispiel  deutlich  zeigt,  auch  endlicher  Werte  fähig  ist. 

Ist  A  der  Grenzwert  der  Variablen  x,  so  ist  mit  Bezug  auf  die 
Definition  der  Grenze  die  Differenz  (x  —  A)  eine  unendlich  kleine  Grüüe. 

Wächst  der  Wert  einer  Variablen  x  derart,  dass  er  dem 
absoluten  Betrage  nach  größer  wird  und  bleibt  als  eine  be- 
liebig groß  festgesetzte  positive  Zahl  k 

x  i  >  k,  lim  X  =  +  OD, 

so  nennt  man  sie  eine  unendlich  große  Größe. 

Das  über  den  Begriff  einer  unendlich  kleinen,  beziehungsweise 
unendlich  großen  Größe  Gesagte  zeigt  deutlich,  dass  unter  diesen  zwei 
Bezeichnungen  keinesfalls  bestimmte  Größen  zu  verstehen  sind,  sondern, 
dass  durch  dieselben  Processe  charakterisiert  werden,  welchen  die 
betreffenden  Variablen  unterworfen  sind.  Die  Bezeichnungen  unbe- 
schränkt klein,  beziehungsweise  unbeschränkt  groß  werdende 
Größen  würden  bedeutend  klarer  diesen  Process  charakterisieren. 

Wenn  man  also  von  unendlich  kleinen  oder  unendlich 
großen  Größen  spricht,  muss  man  sich  stets  dessen  bewusst 
bleiben,  dass  man  es  eigentlich  mit  Größen  zu  thun  hat. 
welche  an  der  Grenze  unbeschränkt  klein,  beziehungsweise 
unbeschränkt  groß  werden. 

13.  Nachdem  bei  den  meisten  Problemen  der  Analysis  mehrere 
unendlich  kleine  Größen  gleichzeitig  auftreten,  so  wird  es  nothwendig. 
dieselben  miteinander  zu  vergleichen.  Um  sich  eine  Basis  für  den  Ver- 
gleich zu  schaffen,  wählt  man  eine  beliebige  dieser  Größen  zur  P'un- 
damentalgröße,  bezeichnet  diese  als  unendlich  klein  der  1.  Ordnung,  und 
kann  dann  ihr  gegenüber  die  Ordnung  der  übrigen  zumeist  in  Zahlen- 
werten angeben. 

Zwei  unendlich  kleine  Größen  sind  von  derselben  Ord- 
ung,  wenn  ihr  Quotient  einen  von  0  verschiedenen  endlichen 
renzwert  hat. 
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Ist  beispielsweise  e  eine  unendlich  kleine  Gröfie  also  lim  s  =:  0,  dann  ist 
auch  Kl  -|-  s  —  Kl  —  6  eine  unendlich  kleine  Größe,  weil  jede  der  Wurzeln  geg>en  1, 
mithin  ihre  Differenz  ^gen  0  convergiert. 

e    sei     unendlich    klein     von    der     1.    Ordnung;    von     welcher   Ordnung    ist 

Der  Quotient  dieser  unendlich  kleinen  Größen  ist: 


l/l  +  s  — )/l  — e_     2e 


e  e[|^l_|-s_^[V— e]       ^^i+s  +  fl— e' 

also  der  Grenzwert  dieses  Quotienten : 


lim  n±U=n:=I  =  H^  ,,  ___2..  __  ^  2  ^  1. 

e=o  s  g^oVl  +  e  +  j/I  — s       2 

Der  Grenzwert  des  Quotienten  ist  eine  endliche  von  Null  verschiedene  Größe, 
mithin  sind  beide  angeführten  Größen  unendlich  klein  derselben  Ordnung,  d.  h. 
K-|-e  —  Yl  —  6  ist  unendlich  klein  von  der  1.  Ordnung. 

Ebenso  sind  t  und  sin  e  unendlich  kleine  Größen  derselben  Ordnung,  wenn 
unter  s  ein  unbeschränkt  abnehmender  Bogen  verstanden  wird,  denn  es  ist  zufolge 
der  Gleichung  (3 

lim-; —  =  1. 
c=o8in8 

Convergiert  der  Qaotient  zweier  unendlich  kleinen  Größen  gegen 
die  Grenze  0,  so  ist  die  Größe  im  Zähler  von  höherer  Ordnung  als 
jene  im  Nenner;  convergiert  er  gegen  die  Grenze  <v),  so  ist  die  Größe 
im  Nenner  von  höherer  Ordnung  als  jene  im  Zähler. 

Dies  kann  auch  in  folgender  Weise  ausgesprochen  werden:  Eine 
unendlich  kleine  Größe  höherer  Ordnung  ist  verschwindend  klein 
gegenüber  einer  niederer  Ordnung. 

Sind  X  und  y  zwei  unendlich  kleine  Größen  und  wird  x 

als  anendlich   klein   von   der   1.  Ordnung  angesehen,   so   ist 

y  unendlich   klein    von    der    Ordnung   n,    wenn    der    Grenz- 

v 
wert  des  Quotienten  ~  gegen   eine  von  0  verschiedene   end- 

liehe  Größe  k  convergiert. 
Ist 

lim  y  =  k, 

x  =  0X'>  ' 

so  ist 

X  =  k  +  e. 

wobei  s  mit  x  gleichzeitig  verschwindet. 

2* 
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Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

y  ^  X"  (k  -j-  S)  =  k  X"  -}-  X°  6, 

und  man  nennt  kx"  den  Hauptwert  von  y.  und  x"e  den  secundfiren  Theil. 
Der  secundäre  Theil  ist  dem  Hauptwerte  gegenüber  verschwindend 
klein,  obwohl  der  Hauptwert  selbst  unendlich  klein  ist.  denn  es  ist: 

y    11^ 

kx°~    ^k' 

also,  weil  s  mit  x  gleichzeitig  verschwindet, 

lim    "     =  1. 

x=okx'> 

d.  h.  an  der  Grenze  y  =  kx°. 

Demzufolge  sagt  man  von  zwei  unendlich  kleinen  Größen 
(auch  endlichen  Größen),  dass  sie  sich  unendlich  wenig  von- 
einander unterscheiden,  wenn  ihr  Quotient  gegen  1  conver- 
giert  oder  umgekehrt. 


Fig.  2. 


In  einem  bei  C  (Fig'.  2)  rechtwinke- 
ligen Dreiecke  sei  der  Winkel  a  eine  un- 
endlich kleine  Größe.  Ist  dies  der  Fall, 
so  sind  auch  die  Größen  sin  o,  jj ,  y,,  j^ 
unendlich  klein. 

Betrachtet  man  a  als  unendlich 
klein  von  der  1.  Ordnung,  so  ist  anch 
sin  a  =  X  unendlich  klein  von  der  1.  Ord- 
nung,   was    bereits  nachgewiesen    wurde. 


Es  sei 


als  Kathete,  also 


CD±  AB,  DE±BC, 
AB  =  k,  CB  =  y,,  DB  =  72,  DE  =  y, 

U.    8.    W. 

yj  =  k  sin  a  =  k  X 


demnach  ist  y  ebenso  eine  unendlich  kleine  Größe  der  1.  Ordnung  wie  x. 
Aus  dem  Dreiecke  D  B  C  folgt : 


also 


7*2  =  y,  sin  a  =  y,  X  =  k  x'-^, 


y-^-k 
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mithin    ist    y«    unendlich    klein    von    der    2.    Ordnung;    aus     dem    Dreiecke   DB£ 
erhält  man: 

EB  =  y3  =  72  8ina  =  y2X=kx», 

<ider 

3^ t 

worau»  zu  erkennen  ist,  dass  jj  unendlich  klein  der  3.  Ordnung  etc.  ist. 

Das  Reciproke  einer  unendlich  kleinen  Größe  ist  eine  unend- 
lich große  Größe,  man  kann  also  auch  bei  den  unendlich  großen 
Größen  eine  Unterscheidung  nach  Ordnungen  vornehmen. 

Ist   X    unendlich  klein   von   der    1.    Ordnung,   so   ist   -   unend- 


X 


lieh 


groß    der    1.    Ordnung    und    I      I    unendlich     groß     von     der 

Ordnung  n,  was  auch  durch  x~°  ausgedrückt  wird. 

Man  kann  also  die  unendlich  großen  Größen  als  unendlich  kleine 
Größen  von  negativen  Ordnungszahlen  bezeichnen.  Die  endlichen  Größen 
wären  dann  unendlich  klein,  von  der  (Jrdnung  Null. 

Die  Ordnungszahl  kann  auch  eine  gebrochene  Zahl  sein.  Ist 
nämlich    beispielsweise   x    unendlich   klein  der  1.  Ordnung,   dann   ist 

1  X   von  der  Ordnung  ^   und   1/  —   unendlich   groß   von    der   Ordnung 

1 

^   etc. 

2 

14.  Der  Grenzwert  des  Quotienten  zweier  unendlich 
kleinen  Größen  (auch  endlichen  Größen)  ändert  sich  nicht, 
wenn  man  an  ihre  Stelle  andere  Größen  setzt,  welche  mit 
ihnen  Quotienten  vom  Grenzwerte  1  bilden. 

Sind  X,  y,  i  und  tj  vier  unendlich  kleine  Größen,  welche  die 
Bedingungen 

lim  -.-  =  1.  lim  -  =  1, 


•»  'i 


'C 


oder  was  dasselbe  ist  die  Bedingungen 


X 


erfüllen,   in  welchen  s  und  0  gegen  Null   couvergierende  Größen  be- 
deuten, so  bestehen  die  Gleichungen: 

x=c(l-l-eX 
y  =  71(1  +  9). 
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Durch  Division  erhält  man: 

und  nach  Übergang  auf  die  Grenzen 

hm  —  =  lim  -  :; — r-Fi  =  um  — .  Jim  :r-  r-^c. 

y  Tll  +  Ö  t]        1+e' 

also  weil  hiebei  s  und  S  verschwinden, 


X 


t 


lim     =  lim  — , 

y         ^ 

wodurch  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist. 

Der  Grenzwert  einer  Summe  unendlich  kleiner  Größen 
(auch  endlicher  Größen)  ändert  sich  nicht,  wenn  man  statt 
dieser,  solche  Größen  setzt,  welche  mit  ihnen  gegen  1  conver- 
gierende  Quotienten  bilden. 

Es  seien  Xj,  X2,  X3, . . .  Xi, . . .,  yi,  jjj  Ya?  •  •  •  Jt?  •  •  •  unendlich  kleine 
Größen,  welche  wie  früher  den  Bedingungen 

-*  =  1  +  S,,    —  =  1  +  So  .  .  ..     —  =  1  +  81  .  .  . 

yi  ^   "  ya  ^   2       .   y^         -r 

unterworfen  sind,  wobei  die  Si  gegen  Null  convergierende  Größen  be- 
deuten, so  bestehen  zwischen  den  Größen  xi,  yi  die  Gleichungen: 

Xi  =yi  +yi  8„  X2  =  y2  +  y2  82, . . .  xi  =  yi  +  yiei .  . . 
Durch  Summier ung  erhält  man: 

Xi+X2  +  X3  +  .  +  Xi  +  ...  =  yi+y2  +  y3...  +  yi  +  ...+     • 

+  y  1 8,+  y2  82  + . . .  +  yi  81  + 

oder  in  abgekürzter  Schreibweise: 

Sxi  =  2yi  +  £yi£i       (2 

Setzt  man  nun  zunächst  voraus,  dass  alle  xi  und  yi  dasselbe 
Vorzeichen  haben,  so  kann  man  den  ausgesprochenen  Satz  auf  folgende 
Art  einfach  beweisen. 

Unter  den  verschiedenen  Größen  Si  muss  es  eine  algebraisch 
kleinste  Sm  und  eine  algebraisch  größte  Sm  geben,  so  dass  jeder  der 
Werte  Si  zwischen  diesen  zwei  ausgezeichneten  Werten  liegt,  also  die 
Ungleichheiten  bestehen : 


\ 
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Sm  <  ßi  <  Sm 


Sm  <  8«  <  Sm 


S«n  <  Sl  <  Sm 


MuUipliciert  man  die  1.  dieser  Ungleichheiten  mit  y^,  die 
2.  mit  72  etc.,  die  i^*  mit  yi  etc.,  und  addiert  sodann,  so  er- 
hillt  man: 

Soi2yi<Syi8i<eMSyi5 

weshalb   es   nothwendig   einen  zwischen  8^  und  sm  liegenden  Wert  e 
geben  mnss,  für  welchen  die  Gleichung  besteht: 

S  yi  Si  =  e  E  yi. 

Durch  Berücksichtigung  dieser  Gleichung  übergeht  (a  in 

Sxi  =  Eyi-|-e2yi. 
woraus 

folgt 

Geht  man  zur  Grenze  über,  so  erhält  man,  weil  hiebei  e  ver- 
schwindet, 

lim  «— *  =  1, 

Syi 

d.h. 

lim  2  X|  =  lim  £  yi, 

was  behauptet  wurde. 

Der  ausgesprochene  Satz  ist  aber  auch  dann  richtig,  wenn  die 
Xi  verschiedene  Vorzeichen  haben,  denn  trennt  man  sie  in  zwei  Gruppen 
Gleichbezeichneter,  so  gilt  der  Satz  für  die  Summe  jeder  der  Gruppen, 
mithin  auch  für  die  Gesammtsumme. 

Die  beiden  angeführten  Sätze  geben  mit  dem  in  Pkt.  13  aus- 
gesprochenen Begriff  des  Hauptwertes  und  des  secundären  Theiles  fol- 
genden richtigen  Grundsatz  für  das  Rechnen  mit  unendlich  kleinen 
Größen: 

Der  Grenzwert  eines  Quotienten  oder  einer  Summe  un- 
endlich   kleiner    Größen     ändert    seinen    Wert   nicht,   wen^ 
diese  Größen  durch  ihre  Hauptwerte  ersetzt  werden. 
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Begriff  der  Stetigkeit 

15.  Eine  Variable  x  ist  in  der  Umgebung  des  Wertes  a* 
den  sie  anter  anderen  annimmt,  oder,  wie  man  kurz  zu  sagen 
pflegt,  an  der  Stelle  a  stetig  oder  continnierlich,  wenn  der 
absolute  Betrag  der  Differenz  x  —  a  kleiner  gemacht  werden 
kann  als  eine  beliebig  klein  festgesetzte  positive  Zahl  8. 

I X  —  a  '  <  8, 

oder  die  Variable  x  ist  an  der  Stelle  a  stetig,  wenn  sie  nebst 
dem  Werte  a  auch  Werte  annehmen  kann,  welche  unendlich 
wenig  kleiner  und  größer  sind  wie  a. 

Sind  die  dem  Werte  a  zunächst  gelegenen  Werte  der  Variablen, 
welche  sie  annehmen  kann,  um  eine  endliche  Größe  von  a  verschieden, 
so  ist  die  Variable  an  dieser  Stelle  a  unstetig. 

So  ist  beispielsweise  x  als  Abstand  der  Punkte  einer  Greraden 
von  einem  angenommenen  fixen  Punkt  in  derselben  eine  durchaus 
stetige   Variable;   eine   Variable  dagegen,   welche   nur   die   Werte   L 

9  ?  ~Q'  7  '  •  •  ÄDi^öhmen  kann,  ist  an  keiner  Stelle  stetig. 

Das  Intervall,  in  welchem  die  Werte  a  —  8  bis  a  ~|-  8  der  Variablen 
liegen,  pflegt  man  die  Umgebung  8  der  Stelle  a  zu  nennen;  diese  hat 
die  Ausdehnung  2  8. 

Eine  auf  dem  Gebiete  x  =  a  bis  x  =  ß  gegebene,  durch- 
aus einwertige  Function  der  Variablen  x 

ist  an  der  Stelle  x  =  a  dieses  Gebietes  a<a<ß|  stetig,  wenn 
die  Differenz 

/(x)  -/(a) 

gleichzeitig  mit  der  Differenz  x  —  a  gegen  0  convergiert; 
d.  h.  wenn  eine  unendlich  kleine  Änderung  des  Wertes  der 
unabhängigen  Variablen  nur  eine  unendlich  kleine  Änderun^r 
des  Funetionswertes  hervorruft. 

Diese  Definition  wird  auch  durch  die  Gleichung 

lim[/(a±h)-/(a)]  =  0 

h  =  0 

deutlich  und  vortheilhaft  ausgedrückt,  welche  sagt,  dass  der  Functions- 
'ert  den  Grenzwert  /(a)  erreicht,  wenn  sich  die  unabhängige  Variable. 
=5ichgiltig  auf  welche  Art,  dem  Werte  a  continnierlich  nähert. 
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Verhält  sich  eine  Function  /(x)  an  der  Stelle  a  der- 
art.  dass  eine  unendlich  kleine  Änderung  des  Wertes  von  x 
eine  endliche  oder  gar  unendliche  Änderung  des  Functions- 
wertes  hervorruft,  so  ist  die  Function  an  dieser  Stelle  unstetig. 

Die  am  häufigsten  vorkommenden  Arten  der  Unstetigkeit  sind 
die,  dass  die  Function  bei  der  Annäherung  der  unabhängigen  Variablen 
an  eine  bestimmte  Stelle  unendlich  groß  wird  und  bleibt,  oder  den 
Sinn  ganz  verliert,  weil  sie  für  diese  Stelle  gar  nicht  definiert  erscheint. 

Wird  eine  Function  an  einer  Stelle  unendlich  groß,  so  nennt 
man  diese  Stelle  einen  Unendlichkeitspunkt  der  Function.  Wird 
die  Function  nur  bei  der  Annäherung  an  diese  Stelle  von  einer  Seite 
unendlich,  und  erlangt  bei  der  Annäherung  an  dieselbe  Stelle  von  der 
anderen  Seite  einen  endlichen  Wert,  so  nennt  man  diese  Stelle  einen 
einseitigen  Unendlichkeitspunkt. 

So  ist  beispielsweise  die  Function: 

_       1_ 

^      X  —  a 

stetig  und  negativ,  so  lange  x  kleiner  ist  wie  a,  sie  wird  aber,  wenn  sich  x  der 
Stelle  a  nfthert  —  cc  und  Überspringt  von  —  ex?  auf  -|-  oc,  wenn  x  die  Stelle  a 
paniert  Die  Function  ist  also  an  der  Stelle  a  unstetig  und  hat  hier  einen  Unend- 
lichkeitspunkt. 

Genau  dasselbe  Verhalten  zeigt  die  Function  y  =  tg  x  an  der  Stelle  x  =  - . 

Die  Function  j  =  sin  —  ist  als  Sinus   im  allgemeinen  stetig,    ist  aber  an  der 

Stelle  z  =  0  gar  nicht  definiert,  sie  verliert  »n  dieser  Stelle  ihren  Sinn. 

_j 

Die  Function  y  =  a*~*,  wobei  a>l,  ist  an  der  Stelle  x  =  c  unstetig,   denn 

1  j 

setzt  man  x,  =  c  —  h  und  Xj  =  c  4-  l^i  «o  "*  Ji  =  a— *•,  yj  =  a  " ,    also     lim  y,  =  0 

und  lim  y^  =  -[-  ex:. 


x  =  « 


Es  ist  also  c  ein  einseitiger  Unendlichkeitspunkt,  die  Function  wird  -f~  ^^ 
bei  der  Annäherung  an  die  Stelle  c  von  rechts,  convergiert  aber  bei  der  Annähening 
▼on  links  an  dieselbe  Stelle  gegen  0. 

Ist  die  Function  y  =/(x)  an  jeder  Stelle  des  Intervalles  x  =  a 
bis  x  =  ß,  für  welches  sie  definiert  ist,  stetig,  so  sagt  man,  sie  sei 
im  ganzen  Intervall  aß  stetig. 

Ist  eine  Function  /(x)  im  ganzen  Intervall  aß  stetig 
and  ist 

/(a)  <  0;      /-(ß)  >  0   oder    /  (a)  >  0 ;      /(ß)  <  0, 
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SO  gibt  es  im  Intervall  aß  mindestens  einen  Wert  von  x,  für 
welchen*/(x)  =  0  wird. 

Dieser  Satz  folgt  aus  dem  Begriff  der  Stetigkeit,  denn  jede  stetige 
Function  kann  aus  dem  Negativen  ins  Positive  nur  durch  die  Null 
übergehen. 

Ist  eine  Function /(x)  im  ganzen  Intervall  aß  stetig,  so 
muss  sie  jeden  Wert  zwischen /(a)  und/(ß)  mindestens  einmal 
annehmen,  wenn  x  alle  Werte  des  Intervalls  aß  annimmt. 

Dieser  Satz  bedarf  als  unmittelbare  Folge  des  Begriffes  der  Stetig- 
keit keines  Beweises. 


Differeutial-  und  Integralrechnung. 

1.  Abssclinitt. 

Differentialrechnang. 

§  1.  Begriff  des  Differentialquotienten  und  des  Differentials. 

Die  Differential-  und  die  Integralrechnung  verdanken  ihre  Entstehung 
einzehien  Problemen  der  Geometrie,  und  zwar  insbesonders  dem  Tan- 
gentenproblem  und  der  Quadratur. 

In  welcher  Weise  das  Tangentenproblem  zum  Begriffe  des 
Differentialquotienten  führt,  soll  folgende  Betrachtung  zeigen,  durch 
welche  dieser  Begriff  deutlich  zum  Ausdrucke  kommt. 

Jede  stetige  Function /(x)  einer  unabhängigen  Variablen 
lässt  sich  geometrisch  durch  eine  ebene  Curve  darstellen, 
und  man  nennt  die  Gleichung 

y  =/(x) 

Gleichung  dieser  Curve.  Umgekehrt  kann  jede  gesetzmäßig  ver- 
laufende Curve  analytisch  durch  eine  Gleichung  zwischen 
zwei  Variablen  F(x,y)  =  0  dargestellt  werden,  aus  welcher 
wieder  y=/(x)  abgeleitet  werden  kann.  (Siehe  I.  Band,  3.  Theil.) 
Es  sei 

y=/W (1 

die  Gleichung  der  in  Fig.  3  gezeichneten  Curve.  Ein  Punkt  P  dieser 
Curve  habe  die  Abscisse  x  =  0  Q,  also  die  Ordinate  QP  =/(x):  ein 
anderer  Punkt  P'  die  Abscisse  OQ'  =  OQ-fQQ'  =  x  +  h,  mithin 
die  Ordinate  Q'P'  =/(x  -]-  h). 

Die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  P  und  P'  ist  eine 
Secante  (S)  der  Curve,  deren  Richtung  durch  den  Winkel  (xs)  den 
sie  mit  der  x-Axe  einschließt,  bestimmt  wird. 
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Wie  aus  der  Figur  entnommen  werden  kann,  ist 

^        .     .       NP'       Q'P'-QP       f(x  +  h)-f(x) 
tang  (X  8)  =  pjj-  =  -  -  Q  Q-        = 1  -   "      • 


Fig.  8. 


Rückt  der  Punkt  P'  immer 
näher  und  näher  an  P. 
d.  h.  wird  h  immer  kleinen 
so  nähert  sich  die  Lage 
der  Secante  (S)  immer 
mehr  der  Lage  der  Tau- 
gente (T)  im  Punkte  P  der 
Curve.  und  es  wird  schließ- 
lich die  Secante  zur  Tan- 
gente, wenn  P'  mit  P  zusam- 
menfällt, d.  h.  h  =  0  wird. 
Hiebei  geht  der  Winkel 
(xs)  in  (xt);  tang  (xs- 
in  tang  (xt)  über.  Mit- 
hin ist  tang(xt)  der  Grenz- 
wert von  tang  (xs),   als(< 

des  Quotienten  ~ -^-r    .  ^^   -l  für   ein  gegen  0  con vergierendes  h: 

.        ,    ,,       ,.      Ax  +  h)— /(x) 
tang  (x  t)  =  hm  "^ — -- ,  -    -^     \ 

Je  größer  die  Änderung  ist,  welche  der  Functionswert  durch 
einen  bestimmten  Zuwachs  der  unabhängigen  Variablen  erleidet,  desto 
steiler  ist  die  Curve,  desto  größer  also  der  Winkel  (xt)  den  die  Tan- 
gente an  die  Curve  mit  der  Abscissenaxe  einschließt. 

Da  nun  die  trigonometrische  Tangente  gleichzeitig  mit  dem 
Winkel  zunimmt,  so  repräsentiert  tang  (xt),  somit 


lim  /i^)  -J-^ 
n 


h  =  0 


das  natürliche  Maß  des  Wachsthums  der  Function. 

Mit  Ausnahme  des  Falles,  in  welchem  die  Änderung  des  Fune- 
tionswertes  proportional  ist  der  Änderung  des  W^ertes  der  unabhängigen 
Variablen  (Gerade),  ändert  sich  auch  das  Maß  des  Wachsthums  von 
Stelle  zu  Stelle,  so  dass  also  im  allgemeinen 
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tang(xt)  =  lim-^(^  +  ^2-/i^ 

auch  eine  Function  der  Variablen  x  ist,  welche  man  die  abgeleitete 
oder  derivierte  Function  oder  kurz  Ableitung  von/(x)  nennt 
und  mit/'(x),  D/(x)  oder  y*  bezeichnet. 

tang(xt)  =  lim^^^''-"t-^^/W=/.(x)  =  y'      ...     (2 

h=o  n 

Eine  andere  Bezeichnung,  welche  große  Vortheile  bietet,  und  all- 
gemein angewendet  wird,  ergibt  sich,  wenn  die  Tangente  an  die 
Curve  als  Verbindungslinie  zweier  unmittelbar  benachbarter  Curven- 
pnnkte  definiert  wird,  deren  Abstand  unendlich  klein  ist. 

Man  gelangt  vom  Punkte  P,  zu  seinem  Nachbarpunkte  P',  wenn 
man  x  um  eine  unendlich  kleine  Größe  zunehmen  lässt. 

Eine  unendlich  kleine  Änderung  einer  Variablen  nennt  man  ein 
Differential  derselben,  und  bezeichnet  es  durch  Voransetzen  des  Buch- 
stabens d  vor  das  Zeichen  dieser  Variablen. 

Im  vorliegenden  Falle  ändert  man  also  x  um  d  x  (Differentiale  x). 

Dieser  Bezeichnung  entsprechend  ist  nun 

mithin  ist  der  Bruch 

/(x  4-  d  X)  -fix) 
dx 

gleichbedeutend  mit  dem  Grenzwerte,  welcher  abgeleitete  Function 
genannt  wurde. 

Die  Änderung,  welche  in 

y  =/(x) 

y  erleidet,  wenn  x  eine  Änderung  um  d  x  erfährt,  ist  auch  unendlich 
klein,  weil  /(x)  stetig  vorausgesetzt  wurde.  Bezeichnet  man  dieselbe 
mit  dy  (Differentiale  y),  so  erhält  man 

y  +  dy=/,x  +  dx). 
oder 

dy  =/(x  +  dx)  -  y  =/(x  +  dx)  -f(x); 
demnach 

tang(xt)  =  ^^(^±M_-/L-)  =  Jy    .     ...     - 

dx  dx 
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d  y 

Das    Verhältnis  -—-   der    nnendlich    kleinen   Anderuno: 

dx 

des  Functionswertes  zu  der  dieselbe  hervorrufenden  unend- 
lich kleinen  Änderung  der  unabhängigen  Variablen  wird 
Differentialquotient  (Differentialverhältnis)  genannt 

Der  DifFerentialquotient  kann  in  der  Rechnung  wie  ein  gewöhn- 
licher Bruch  behandelt  werden,  doch  ist  stets  im  Gedächtnis  zu  behalten, 
dass  Zähler  und  Nenner  Größen  sind,  die  unbeschränkt  nahe  der  Null 
gedacht  werden. 

Nach  dem  Vorigen  hat  der  DifFerentialquotient  denselben  Wert 
wie  die  abgeleitete  Function: 

^yz=/'(x) (3 

dx      -^    ^  ^ 

und  daraus  folgt 

dy=/'(x)dx, (4 

eine  Gleichung,  die  jedoch  nur  als  annähernd  richtig  bezeichnet  werden 
kann. 

Aus  der  streng  richtigen  Gleichung  (2  folgt  nämlich 

wobei  s  gleichzeitig  mit  h  gegen  0  convergiert;  demnach  ist 

/(x  +  h) -/(x)  =  h/' (X)  +  h  s (5 

Bezeichnet  man  nun  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  h  des  x. 
wie  bereits  durchgeführt  mit  d  x,  so  erhält  man  die  correcte  Gleichung 

/(x  +  d  X)  -fix)  =/'  (x)  d  X  +  e  d  X, 
oder 

und  erst  durch  Vernachlässigung  des  secundären  Theiles  e  d  x,  welcher 
als  Product  zweier  unendlich  kleiner  Größen  gegenüber  dem  Haupt- 
werte verschwindend  klein  ist.  gelangt  man  zur  Gleichung  (4.  welche 
in  der  Anwendung  vollkommen  genaue  Resultate  liefert. 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  man  das  Differential  der 
Function  (abhängigen  Variablen)  erhält,  wenn  man  ihren 
Differentialquotienten  mit  dem  Differential  der  unabhän- 
gigen Variablen  multipliciert. 
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Setzt  man  voraus,  dass  f*  (x)  einen  endlichen  Wert  hat,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  (5,  weil  in  derselben  mit  h  beide  Theile  auf  der 
rechten  Seite  gegen  0  convergieren, 

lim  [/(x  +  h)  -/(x)]  =  0. 

h=0 

eine  Beziehung,  welche  das  Kriterium  für  die  Stetigkeit  der  Function 
an  der  Stelle  x  ist.  Mithin  ist  die  Function  an  jeder  Stelle,  an 
welcher  sie  einen  endlichen  Differentialquotienten  hat,  stetig. 
Die  Umkehrung  des  Satzes  gilt  nicht. 

Das  Differential  der  unabhängigen  Veränderlichen  dx 
ist  unendlich  klein,  sonst  ganz  willkürlich  zu  denken,  aber 
als  constant  anzusehen.  Das  Differential  der  abhängigen 
Variablen  y  hingegen  ist  wohl  auch  unendlich  klein,  aber 
nicht  mehr  willkürlich,  sondern  von  der  unabhängigen 
Variablen  x  abhängig,  es  ist  eine  Function  von  x. 

Nachdem  viele  andere  Aufgaben  auf  die  durch  Betrachtung  des 
Tangentenproblems  entwickelten  Begriffe  führen,  wird  man  darauf 
gelenkt,  die  Differentialquotienten  verschiedener  Functionen  an  sich,  ohne 
Zusammenhang  mit  speciellen  Problemeu,  zu  studieren,  um  sich  auf 
diese  Art  ein  mächtiges  Werkzeug  für  die  Analysis  zu  schaffen. 

§  2.  Differentialqnotienten  der  einfarchen  Functionen. 

1.  Die  ConstarUe, 

Ist  y  =  c,  so  ist  /(x)  =  c  zu  denken  für  jeden  Wert  von  x. 
Demzufolge  ist   auch  /(x  -[-  h)  =  c,   also  /(x  -\-  h)  — /(x)  =:  0   und 

'_>iJir_^^ — ^^V:  =0,  welche  Gleichung  bestehen  bleibt,  wenn  man 
dem  h  noch  so  kleine  Werte  beilegt. 

Demnach  ist  auch  lim  — — ——J — -    ■    =  0,  also: 

h=o  h 

dx       dx         ' 

Der  Differentialquotient  einer  Constanten  ist  Null. 

2.  Die  Potenz. 

Ist 

y  =  X"», 

wo  m  jede  beliebige,  ganze,  gebrochene,  positive  oder  negative  Zahl 
sem  kann,  so  findet  man: 
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.  O+t-)"-' 


V    =  x"  -  ^  lim  ,     . 

dx  h=so  h 

X 

Setzt  man  jetzt    ;  =  S.     wo    S    eine     unendlich    kleine    Größe 

bedeutet,    welche    mit    h    gleichzeitig    gegen    Q,    convergiert,     ferner 

(1 -p8)™  =  l-{-8,  wobei  s  eine  Größe  ist,  die  mit  8   gleichzeitig  ver- 

dv 
schwindet,   so  geht  die  Gleichung  für  ,  "^   über  in: 

y  =  x"-Uim  ^. 
dx  3^0  8 

g 
Der  Grenzwert  von   v  für  8  =  0  kann  in  folgender  Weise  be- 
stimmt werden: 

Aus  der  Beziehung  (1  -|-  8)"  =  1  -|-  ^  folgt: 

m.l(l  +  8)  =  l(l+e), 
also 

1_      l(l_+8) 
m      1(1+6)' 
mithin 

1_„   1(1  +  8) 

l-'°T(l+^- 

g 

Multipliciert  man  auf  beiden  Seiten  mit  -^,  so  erhält  man: 


8^1  +  5)  1(1  +  8)^ 


8 

m =  m 


^  -M(l  +  s)  l(l  +  e)J- 


und 


i:„8_              1(1+ 8)8  _         -, 
Um  --:  =  m .  Um r  =  m 

8=0^  8=0 


1  flim  (l  +  8)"8l 
1-8=0  J 


l(14-s)V  iflim  (l  +  syH 

Lj=o  J 
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Nach  Pkt  11,  Gleichung  (4  ist 

lim    (l  +  ^)"'  =  e, 

demnach  wegen  der  ReciprocitAt  des  unendlich  Kleinen  zum  unendlich 
Großen  (Pkt.  13)  auch 

lim  (1  +  ß)  P  =  e. 

e 
Demzufolge  geht  die  letzte  Gleichung  für  lim     üher  in: 


=  o8 


,.       e  le 

lim  -^  =  m  ,     =  m. 

3=0 S  le 

Nach  Berücksichtigung  dieses  Grenzwertes  erhält  man  also: 

d  y d  x" 


dx       dx 
Specielle  Fälle: 


mx»-^ (6 


1  m  ^y  ml  ™ 

•^       x"  dx  x"  +  ^ 

« 

_i  iy__i    -«__i 

y~x'  dx~  ~      x^- 


m  1 


y  =  Kx  =  x»; 


,/-  '-         dy       1    .A 


dv       1     1-1  1 

T^"   =        X  m      ^=  

d  X      m  " 

m^^x"^-» 

dy_l    .A_     1 


5.  Der  Logarithmus. 


dx      2  2Kx  ■ 


y  =  log,  X, 

,       x  +  h 
log. 


cix      h=o  h  h=o  h 


'»«•  ('  + 1)  : 


~  =  lim  , 

dx      h=o  h  X 


•     • 


X 


Setzt  man  wieder  -=8,  wobei  8   eine  Größe   bedeutet,   welche 

X  ' 

mit  h  gleichzeitig  gegen  0  con vergiert,  so  erhält  man: 

BadisATlJeviö  a.  Miknta,  Leltf.  d.  hfiher.  Mathemat.  II.  Bd.  3 
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also 


^  y  =  lim  ^-Hi!^Ji^-tU  1  lim  flog.  (1  +  8) "« 1 

dx  dx  X 

Ist  speciell  y  ==  1  x,  dann  hat  man,  weil  1  e  :=  1, 

dy^d(lx)^l 
dx         dx         X 

4,  Die  Exponentialgröße, 

y  =  a^ 


(7 


dy      ..     a*+»»  — a*        ,.       ,    a^  —  1        , ,.     a»»  —  1 

j-''  =  lim , =  Imi  a*  .  — ^ —  =  a*  hm  — ^ — • 

dx      h=o  li  h=o  n  h=o       n 

Setzt   man   hier   a^  —  1  =  5,   d.  h.  a**  =  1  +  8,   wobei  8  mit  h 
gleichzeitig  unendlich  klein  wird,  so  erhält  man: 

-T--  =  a*  lim  ,  . 
dx  h=o  h 

Da   mit   RtLcksicht   auf   die   Substitution  die   Gleichung  besteht 

h  .  1  a  =  1  (1  4"  8),  aus  welcher  h  =  — -i— ^ — -  folgt?  so  ist  auch 

^y  —  «X    lo    i,\v. — «xi«   i;^ ^ 


=  a*  .  1  a .  lim  ;— - — . — ^^,  =a*  1  a .  lim 


also 


dx  '      *8^oUl  +  8)  '8=olwi   I    8)' 


— i-  =  a*  .  1  a  .  lim ~  =  a*  1  a ,— , 

dx  »_o  -  Iß 

'"  l(l  +  8jö 

d  V      d  a*  , 

^^  =  :,— =a*.la (8 

dx       dx  . 

Ist  speciell  y  =  e*,  dann  ist,  weil  1  e  ^  1, 

d  y de* 


dx       dx 


^e'' (9 
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Die  Exponentialfanction  e^  ist  die  einzige  Function,   welche  mit 
ihrer  abgeleiteten  Function  übereinstimmt. 

o.  Der  Sinus^ 

j  =  sin  X. 

d  y ,.     sin  (x  -|-  h)  —  sin  x 

dx      i4=:0  h  ' 

oder,  weil  sin  A  —  sin  B  =  2  sin  — ^ —  cos — ^ — ,  auch: 

2  sinj  cos  (x  +  I)  8m|co8(x  +  |) 

dx      b=o  n  h=o  n 

2 

Setzt-  man  nun  «  =  ^j   wobei  8  eine  Größe  bedeutet,  welche  mit 

h  gleichzeitig  gegen  0  con vergiert,  so  erhält  man: 

dy       T     sin  8  cos  (x  4- 8)       ,.     sin  8   ,.  ,      ,    ^x 

^  =  lim s ' — -  =  lim  — -.^ .  hm  cos  (x  +  o). 

Zufolge  Pkt.  10,  Gleichung  (6  ist  aber 

lim  —. — r  =  1,  also  auch  lim— ^-  =  1, 
8=0  sin  5  8=0     8  ' 

überdies  ist  lim  cos  (x  -f-  8)  =  cos  x,  weil  x  -[-  8  gegen  x  convergiert, 

8  =  0 

wenn  8  gegen  0  abnimmt,  demnach  folgt  schließlich: 

d  y       d  (sin  x) 

j^  =  -^ — ^  =  cosx (10 

dx  dx 

ff.  Der  Cosinus. 

j  =  cos  X. 

d  y       -.     cos  (x  4-  h)  —  cos  x 

7—  =  lim r , 

dx       h=o  h  ' 

und  weil   cos  A  —  cos  B  =  —  2  sin  — - —  sin  -    T^ — ,  so  ist  auch: 


2Bm28m(x  +  |)  sin|8in(x  +  |) 


— ^  =  —  lim ^ ^^  =  —  lim r- 

dx  h=o  n  ii=o  h 


3* 
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Setzt  man  analog  wie  früher  —  =  8,  so  erhält  man: 


dy  ,.     sinS  •    /      i    sx 

,   -  =  —  hm  — ^—  .  hm  sin  (x  +  o), 


schließlich: 

8=0     o  8=0 


1%  III     \m 

und  wegen  lim  -   -  =  1  und  lim  sin  (x  4-  8)  =  sin  x, 


dy      d(cosx)  .  ,. 

v-  =  — i — -  =  —  smx ill 

dx  dx 

7.  Der  Arcussinua, 

y  =  arc  sin  x. 
Durch  Umkehren  dieser  Gleichung  erhält  man: 

X  =  sin  y 
und  durch  Differentiation  der  letzteren: 

^—  =  cos  y  =  1^1  —  öin^y  =  |/l  —  x^, 

demnach  ist 

d  y d  (arc  sin  x) 1 


2 


dx  dx  l/i X 

8,  Der  Ärctiscosinus, 

y  =  arc  cos  x, 

demzufolge  ist 

X  =  cos  y, 

also 

,  =  —  sin  y  =  —  1/^1  —  cos'^  y  =  —  f  1  —  x^, 

d  y d  (arc  cos  x) 1 


mithin: 


dx  dx  l'!  — x' 


(12 


.     .     (13 


§  3.  Differentiation  von  Summen,  Producten  und  Quotienten. 

Sind  u  und  v  stetige  Functionen  von  x,  so  ändern  sich  ihre  Function?*- 
werte  um  du,  beziehungsweise  dv,  wenn  sich  x  um  dx  ändert: 

u  =  cp(x);       v==^j>(x), 
u  -f-  d  u  =  9  (x  -f-  d  x);       V  -|-  d  V  =  t|)  (x  -f-  d  x). 


g 
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Die  DifFerentialquotienten  der  Functionen  u  und  v  werden,  der  ein- 
eftthrten  Symbolik  entsprechend,  mit  ,     =  u'  und  =v'  bezeichnet. 

1,  Die  Summe. 
Es  sei 

y  =  U  +  V, 

wobei  u  und  v  Function  von  x  bedeuten. 

Setzt  man  für  x  seinen  Nachbarwert  x  -|-  d  x,  so  geht  diese 
Gleichung  zufolge  des  im  Eingang  dieses  Paragraphen  Angeführten 
über  in: 

* 

y-|-dy  =  u-}-  du  +  v-l-dv. 
Subtrahiert  man  y  =  u  -|-  v?  so  erhält  man: 

dy  =  du-|-<iv5 
woraus  durch  Division  mit  d  x 


oder 


folgt.  Z.B.: 


d  V       d  u   .   d  V 

^-1  =  ^^  +  ^       (U 

dx      dx      dx 

y'  =  U'  +  V' 

y  =  x°»  +  a% 

dy 

^-•^=  m  x"-  ^  4-  a*  1  a. 
dx 

Ist  insbesondere  y  ^  c  4-  u  (c  constant),  dann  ist  -^-^  =  -,-—  =  u', 

•^  '  '  dx      dx  ' 

weil  der  Differentialquotient  einer  Constanten  Null  ist.  Eine  addi- 
tionelle  Constante  verschwindet  also  bei  der  Differen- 
tiation. 

Die  Gleichung  (14  enthält  den  Satz: 

Der  Differentialquotient  einer  Summe  von  Func- 
tionen ist  gleich  der  Summe  der  Differentialquotienten 
der  einzelnen  Summanden;  was  auch  für  eine  Summe  von  mehr 
als  zwei  Gliedern  gilt. 

Beispiele: 

1-  y  ^  1  X  -|-  sin  x  -|-  arc  cos  x  —  a*, 

,--  =  -  +  cos  X 7 -  —  a*  1  a. 

dx     X.'  yi  —  x^ 
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2.  y  =  e*  -j-  X™  —  a  -f  arc  sin  x 


3. 


dx  1       •  '    J/i— x2' 

y  =  COS  X  4"  a  b  —  Vx  +  c 

dy  .  1 

,  •'=  —  sin  X 7^. 

dx  2  J/x 

2.  Das  Product, 
Es  sei: 

y  =  u  .  V, 

wobei  n  und  v  stetige  Functionen  von  x  bedeuten. 

Wird   in   dieser  Gleichung   x  -j-  d  x  statt  x  gesetzt,   so  geht  sie 
über  in: 

y  -f  d  y  =  (u  +  d  u)  (v  +  d  v), 

woraus  nach  Subtraction  von  y  =ii  u  .  v, 

d  y  =  (u  -f-  d  u)  (v  -j-  d  v)  —  u  v, 

und  nach  Division  mit  dx: 

d  y (u  -{-  d  u)  (v  -|-  d  v)  —  u  v 

dx  dx 

folgt  Nach  Entwicklung  und  Reduction  des  Zählers  erhält  man: 

dy (vdu-[-udv-|-dudv) 

dx  dx 

oder 

dy      du,   dv.du,      du,   dv.dudv, 

j  =v.j-  +U-3 ^-— -dv  =  v-j ^Uj ^j— j-dx. 

dx      dx  '   dx  '  dx       dx  '   dx  '  dxdx 

Der   letzte   Summand  ist   als   Product   zweier  endlicher  Größen 

1 —  und  rr—  und  einer  unendlich  kleinen  d  x  unendlich  klein  und  kann, 
dx  dx 

mit  Bücksicht  auf  Pkt  14  der  Einleitung,  gegenüber  den  zwei  ersten 

endlichen  Summanden  vernachlässigt  werden. 

Mithin  ist  schließlich: 


d  y  du,       d  V 

dx  dx  dx 

dy  ,1 

r^  =  vu  4-  uv' 
dx 


(15 
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Der  Differentialquotient  eines  Productes  zweier 
Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  Produete, 
welche  entstehen,  indem  jede  Function  mit  dem  Differen- 
tialquotienten  der  anderen  multipliciert  wird.  Z.B.: 

y  =  a*  cos  X. 

dy 

—^  =  a*  .  1  a  .  cos  X  -|-  a*  (—  sin  x)  =  a*  (1  a  .  cos  x  —  sin  x). 
dx 

Wird  speciell  eine  der  Functionen,  z.  B.  v,  durch  eine  Con- 
stante  a  ersetzt,   so  dass  y  =  a  u,  so  ist,   weil  der  Differentialquotient 

einer  Constanten  0  ist,   ^  =  a  t—  =  a  u*. 

dx  dx 

Jede  alsFactor  auftretende  Constante  erscheint  auch 

als  Factor  imDifferentialquotienten,  ohne  denselben  im  übrigen 

zu  beeinflussen. 

Beispiele: 

-  a  b  X"  .       a  b        «    1 

1.  y=     ---;       y'  =  — mx»-^ 

2.  y  =  a  x°  cos  X  -["  1  X  .  sin  x; 

y '  =  a  m  X™  ""  ^  cos  x  —  a  x"  sin  x  -|-        — [-Ix.  cos  x. 


m 


3.  y  =  a*  ^x  .  arc sin  x  -j-  c; 

a*  Kx         I  "-       a*  x~iir"  I 

y '  =  —=r-L=^  -f-  \a*  1  a  l/x  -I-        f  arc  sin  x. 

yi  —  x*      ^  m     >^ 

4-  y  =  e*  arc  cos  x  -j-  x  sin  x  -f-  a; 

e* 
y '  =  e*  arc  cos  x f-  sin  x  +  x  cos  x. 

^  Ki-x«  ^ 

sin  X 
o.   y  =  sinx  .  1 X  -|-  a  cos  x;  y'  =  Ix  .  cos  x  -| —    '  —  a  sin  x. 

5.  Der  Quotient, 

u 

Setzt  man  in  der  Gleichung  x  -|-  d  x  statt  x,  so  geht  sie  über  in : 

,    ,  u  +  du 

y  -|-  dy  =  ,     . 

^    ^       ^        v  +  dv 


dy 

d 
^d 

u 

X 

— 

u 

d 
d 

V 
X 

dx 

v^ 
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Es  ist  somit 

,     u  +  du      u 

woraus  durch  Division  mit  dx 

dy^p  +  du      u1    ^^ 
dx       Lv  +  dv      vJ  " 

folgt.  Nach  Ausführung  der  angezeigten  Operationen  erhält  man: 

du  dv 

dy dx  dx, 

d  X         v^  -|-  V  d  V 

und  nach  Vernachlässigung  des  secundären  Theiles  des  Nenners  v  d  y 
als  unendlich  kleine  Größe  gegenüber  der  endlichen  v^: 


V  U    UV 

^  •     •     •     •     •     v,-^^ 


Der  Differentialquotient  einesBruches  isteinBruch. 
dessen  Zähler  dasProduct  des  Nenners  und  des  Differential- 
quotienten  des  Zählers  vermindert  um  das  Product  des 
Zählers  und  des  Differentialquotienten  des  Nenners  und 
dessen  Nenner  das  Quadrat  des  ursprünglichen  Nenners  ist 

Als  Beispiele  sollen  hier  die  Differentialquotienten  fttr  tang  x  und 
cotang  X  bestimmt  werden: 

sin  X 

y  =  tanff  x  = , 

•^  "  cosx' 

d  y cos  x  .  cos  x  —  sin  x  ( —  sin  x) cos*  x  -|-  sin*  x 

d  X  cos*  X  cos*  X 

dy^d(tgx)^      1  .     .  (17 

d  X  d  X         cos*  X 

cos  X- 

y  =  cotg  X  =    .  -  , 
-^  ^  sm  X 

d  y sin  X  ( —  sin  x)  —  cos  x  .  cos  x sin*  +  cos*  x 

d  X  sin*  X  sin*  x 

d  y d  (cotg  x) 1 


d  X  d  X  sin*  x 


(18 


i 
l 
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Auf  Q-rond  der  beiden  letzten  Grundformeln  der  Diflferential- 
rechnung  kann  man  auch  die  Differentialquotienten  von  arc  tang  x 
und  arc  cots:  x  ermitteln.  Ist 


dann  ist 


demnach 


also 


y  =  arc  tang  x, 

x  =  tangy; 

dx^     1 
dy      cos*  y' 


-^  =  cos'  y. 
dx  -^ 


Nun  ist  aber 


iS 


cos-  y  = —  =  -— p- -—  =  :r— — - 

•^        sec^y       l-[-tang^y       1 -f- x* 
demnach  für 

y  :=  arc  tang  x 

d  y d  (arc  tang  x) 1 


d  X  d  X  1  -|-  X*  ' 

Analog  folgt  aus 

y  =  arc  cotg  X,       x  :=  cotg  y ; 


(19 


demnach 


dx 


d  y  sin*  y ' 


also 


dy_ 


2 


dx 


:=  —  sm-  y; 


? 


—  sin*  y  =  — 


cosec*  y  1  -{-  cotg*  y  1  -j-  x*' 

Somit  ist  fUr 

y  =  arc  cotg  X 

d  y  _  d  (arc  cotg  x)  _  1 

dx""  dx  ~       l'-f  X* ^^ 

Ist  speciell  der  Nenner   eines  Quotienten   constant,   hat  also  die 
Function  die  Form  y  =  -,  dann  kann  das  complieierte  Verfahren  bei 

Bildung  des  Differentialquotienten  entfallen,  da  -  als  constanter  Factor 

a 
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angesehen   und   die  Diflferentiation  wie   beim  Produet  mit  constantem 

dv       1 
Factor  ausgeführt  werden  kann :  -=-^  =  -  u\  Für  den  Fall  eines  con- 
"  dx       a 

stauten  Zählers  des  Braches  reduciert  sich  der  Differentialquotient  des- 
selben auf  einen  Bruch,  dessen  Zähler  das  negative  Produet  des  con- 
stauten  Zählers  und  des  Differentialquotienten  des  Nenners  und  dessen 
Nenner  das  Quadrat  des  ursprünglichen  Nenners  ist: 

a         dy a  v' 

^""v'      d^~""^' 

Beispiele: 
^.  a*        d  y a*  1  a 

^'  y~  b'  di~  "  b~"' 

b    ^      d  y b  cos  x 

•^        sm  X        d  X  sin'*  x 

a*  cos  x^     , x"  [a*  1  a  cos  x  —  a*  sin  x]  —  m  x™~^  a*  cos  x. 


e*  l^^x tang  x  .  I  e*  j/^x  -| --=  1 

tangx^         , cos*  X  *-  2|/xJ 

——  - ;      y         -  -      -  2  -^  -  • 

e*  ['  X  ^  ® 


x^  4"  Ä^c  8^^  X . 

5.  y  —       ""3  1 

'    fs  X»  +  ,.-i "I  -  [x»  +  arc  sinx]  — ^- 

y     =_ . _ _ 


X« 


§  4.  Differentiatioii  der  Functionen  von  Functionen. 

Es  sei  durch  die  Gleichung 

y  =/(!!), 

y  als  Function  von  u  gegeben,  wobei  aber  durch 

u  =  cp  (x) 

u  als  Function  der  unabhängigen  Variablen  x  gegeben  erscheint. 

In  diesem  Falle  ist  offenbar  y  auch  eine  Function  der  unabhängigen 
Variablen  x  und  es  entsteht  die  Frage:  Wie  ist  der  Differentialquotient 

r^  zu  bilden? 

X 


w 
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Betrachtet  man  in  der  Gleichung  y=y(u)  u  als  unabhängige 
Veränderliche,   dann   bereitet    die   Bildung    der   Differentialquotienten 

3-^  und  5 — ,  weil  es  sich  hiebei  um  einfache  Functionen  handelt, 
d  u  d  x'  ' 

keinerlei  Schwierigkeiten. 

Die   hier  gestellte  Frage   findet  aber  bereits  ihre  Beantwortung 

in  der  Identität 

dy        dydu 

T^=T^:5-, 21 

dx       du  dx 

welche,  wenn  man  rechts  vom  Gleichheitszeichen  für  die  Differential- 
quotienten  die  Bezeichnungen  für  die  abgeleiteten  Functionen  ein- 
führt, in 

^=/'(u).?'(x) {21a 

übergeht. 

DerDifferentialquotient  derFunction  von  einerFunction 
ist  gleich  dem  Producte  der  Differentialquotienten  beider 
Functionen. 

Dieser  Satz  wird  noch  leichter  verständlich,  wenn  man  durch 
Multiplication  mit  d  x  auf  das  Differential  übergeht.  Man  erhält  nämlich : 

d  y  =/•  (n)  <p'  (X)  d  X, 

was  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichnngen  u  =  (p  (x)  nnd  (4  in  der  Form : 

dy=/'(u)du (22 

geschrieben  werden  kann,  d.  h.: 

Man  bildet  das  Differential  von  y  wie  bei  einer  einfachen 
Function,  nur  ist  hiebei  u  als  die  unabhängige  Variable  an- 
zusehen. 

Beispiel : 

y  ist  eine  Exponentialgröße,  deren  Exponent  aber  eine  trigonometrische 
Function  der  unabhängigen  Variablen  x,  nämlich  sin  x  ist,  es  liegt  hier 
also  eine  Function  von  einer  Function  vor: 


j       hiebei 


a^ 


u  =  sm  X. 
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Durch  Differentiation  erhält  man: 

du 

du 

-—  =  cos  X, 

dx  ' 

demnach  mit  Rücksicht  auf  die  ausgesprochene  Regel  (21: 

dy       , 

T^  =  la  .  a**°*  cosx. 

dx 

Durch  Anwendung  der  Gleichung  (22  erhält  man: 
dy  =  la  .  a'*°*  .  d  sin  x  =  la  .  a'*°*  cosx  dx. 

-=-^  =  1  a  .  a**°*  cos  X. 
dx 

Analog  ist  das  Verfahren  in  dem  complicierteren  Falle,  in 
welchem  y  eine  Function  von  u,  u  eine  Function  von  v  und  v  eine 
Function  von  x  ist: 

y=/(^)i     u  =  ?(v),     v  =  ^l^(x). 

dy 
Der  Differentialquotient  -^  ergibt  sich  durch  die  Identität 

dy_dydudv 
dx       du  dv  dx' 

welche   mit   Rücksicht   auf  die   eingeführten  Bezeichnungen   auch  in 
der  Form: 

^  =/'  (u) .  <p'  (V) .  <P'  (x) (23a 

geschrieben  werden  kann. 

Die  Anwendung  von  (22  gibt: 

dy=/'  (u)du,     du  =  cp'(v)dv.      dv  =  f  (x)dx| 
mithin:  l      .     (24 

d  y  =/'  (ur.  <p'  (V) .  f  (x)  d  X,  1 

aus  welcher  Gleichung  nach  Division  mit  d  x  die  Beziehung  (23a  er- 
halten wird. 

In  dieser  Weise  kann  das  Differential,  also  auch  der  Differen- 
tialquotient auch  dann  gefunden  werden,  wenn  die  Reihe  der  Variablen, 
von  denen  jede  eine  Function  der  folgenden  ist,  noch  länger  wird. 
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Beispiele: 

1.  y  =  1  sin  (x™ -["  ®*X 

y  =  1 II,     u  =  sin  V,     v  =  x°*  -["  ^^^ 

also 

dy       1        du  dv  ,    , 

j-^  =  -,       j—  =  cos  V.       5—  ^  m  x°*"-^  +  e*, 
du       u'       dv  dx  ' 

mithin  zufolge  (23: 

d  y  _  (m  x"-^  -|-  6*)  cos  (x™  +  e*)^ 
d  X  sin  (x™  4"  ®*)  ^ 

oder  mit  Anwendung  von  (24: 

d  y  =  -.-  -     ^  -  — -  d  .  sin  (x"  +  e*)  = 

^       sm  (x°^  +  e*)  V       I      y 

=  ---/    i  7-rrC0s(x°»  +  e*)d(x'°  +  e'^)  =  -r^^^^^ 


y  =  arc  tang  ^  \ ? 

"^  1  +  X 


-  ^ i__  ri  /i  - x\-ii  [-(1 +x)-(i-x)]  ^ _  -^1  _ 

,  ,  ij3_x  La  Vi  —  x>'    J        (1  +  X)«  2  7i  -  ^• 

3.  y  =  tang'  (6  m  x*) ; 

y'  =  3  tang«(6  mx«)       ,j       ,^  12  mx  =  36  m  x  sin^  (6m  x^) 

•^  °  COS*  (6  m  x^)  cos*  (6  m  x^) 

6 

4.  y  =  (a  x'  -f  bx«  +  cx  +  d)* ; 

;;  i 

y'  =  ^  (ax»  +  bx«  +  ex  +  d)*  (3  ax^  -f  2bx  -f-  c). 

5.  y  =  Kl  +  <5os  (a  X™) ; 

y '  =  — --,  --  i^-,  - .  ( —  sin  a  x")  a  m  x"""  ^. 

2fl  +cos(ax°^) 

Als  weitere  Beispiele  sollen  die  DifiFerentialquotienten  zweier 
Functionen  ermittelt  werden,  welche  durch  entsprechende  Umformung 
als  Functionen  einer  Function  dargestellt  werden  können. 

6.  y  =  x*. 


46  Erster  Theil.     1.  Abschnitt. 


Durch  Substitution  der  Identität  x  =  e'*  erhält  man: 

y  =  e^  •  ^\ 


d.  h. 


wobei 


demnach 


U  =  X  .  1  X, 


dy^dydu^^    /^l  j    \ 

dx       dudx  \x'  /' 


also 


dv      dx*  ,^    I    1    N  ex- 

dx       dx 


7.  y  =  logx  a, 

d.  h.  y  ist  der  Logarithmus  der  Zfthl  a  auf  die  Basis  x. 

Nimmt  man  in  der  gleichbedeutenden  Gleichung  x^  =  a  beider- 
seits des  Gleichheitszeichens  die  natürlichen  Logarithmen,  so  erhält 
man: 

y  .  1 X  =  1  a, 


also 


d.  h. 


nun  ist 


_la 
y~lx' 


la  , 

y  =  — ;    u  =  ix, 


dy__        l  ^       du_  1 
du  u*'       dx       x' 


mithin 


(26 


d  y d  logx  a 1  a 

dx  dx  X  (1  x)* 

§  5.  Differentiation  entwickelter  Functionen  von  zwei  und 
mehreren  unabhängigen  Variablen. 

1,  Function  zweier  unabhängigen  Variablen, 
Ist  durch  die  Gleichung 

z  =/  (x,  y), 

z  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y  ge- 
geben,  so  kann  eine  Änderung  des  Functionswertes  z  auf  drei  Arten 
hervorgerufen  werden,  und  zwar: 


Differentialrecbnung.  47 

1.  durct  Änderung  von  x  allein, 

2.  durcli  Änderung  von  y  allein, 

3.  durcli  gleichzeitige  Änderung  von  x  und  von  y. 
Nachdem  die  Function  als  stetig  vorausgesetzt  wird,  so  rufen  in  allen 

drei  Fällen  unendlich  kleine  Änderungen  der  Werte  der  unabhängigen 
Variablen  auch  nur  unendlich  kleine  Änderungen  des  Functionswertes 
(der  abhängigen  Variablen)  z  hervor. 

Eine  unendlich  kleine  Änderung  einer  Variablen  wird  als  Diffe- 
rential derselben  bezeichnet,  es  sind  also  hier,  entsprechend  der  Ent- 
stehungsart, drei  verschiedene  Differentiale  der  abhängigen  Variablen  z 
zu  unterscheiden,  und  zwar: 

1-  das  partielle  Differential  von  z  nach  x  (in  Bezug  auf  x), 
man  bezeichnet  es  mit  dx  z, 

2.  das  partielle  Differential  von  z  nachy  (in  Bezug  auf  y), 
man  bezeichnet  es  mit  dy  z, 

3.  das  totale  Differential  von  z,  welches  d  z  bezeichnet  wird. 

Der  Differentialquotient  (Differentialverhältnis)  ist  das  Verhältnis 
der  unendlich  kleinen  Änderung  des  Functionswertes  zu  der  dieselbe 
hervorrufenden  unendlich  kleinen  Änderung  der  unabhängigen  Variablen; 
es  kann   also   hier   nur  von  zwei  partiellen  Differentialquotienten  die 

dz  Q    z 

Rede   sein,   welche  durch  die  Verhältnisse  -^—  und  -f—  sesehen  sind 
'  dx  d  y  °  ^ 

und  mit  (;i—  )  ^nd  i;r-  i  oder  f'x  (x,  y)  und  /'y  (x,  y),  am  häufigsten 

9  z  9  z  9'f  9_f 

aber  mit  7^—  und  -ts—  oder   tt^  und  ^  bezeichnet  werden. 

ex  oy  dx  (yy 

(Cl  Z  \       C'  Z        3  T 
-5—  I ;  y- ;  7f^ ,   etc.   sind  nur   als  Symbole 

und   nicht   etwa   als    Brüche   aufzufassen,   deren  Nenner   durch    Auf- 

muhiplicieren   weggeschafft  werden   können,   weil  dadurch  die  Zähler 

dx  z 
jeden    Sinn  verlieren.   In   der  Aussprache   sind  diese  Quotienten  -^ — 

d   z 

und  •— —  und  die  ihnen  gleichbedeutenden  Symbole  partieller  Diffe- 
rentialquotient von  z  nach  (in  Bezug  auf)  x  und  partieller 
Differentialquotient  von  z  nach  (in  Bezug  auf)  y  zu  benennen. 

Aus    der   Definition    eines    Differentialquotienten,    Gleichung 
und  (2a5  und  dem  Begriffe  eines  partiellen  Differentialquotienten  fc 
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ÜxZ 

dx 


/dz\        .,   ,       -       5z        df 


-  Mm  /(^  +  h.  y)  -f(^.  y)  _  /(x  +  dx,y)-/(x,y) 
~  h  •"  dx 


h  =  0 


dyZ 


H(^)=*^'^^^'y^=lv=l^  = 


(27 


dy        ^ay/       cy        cy 

=  li,„  /(x,y  +  k)~/(x,y)  ^  /(x,y  +  dy)-/(x,Y)^ 
k=o  k  dy 

Man  erhält  also  den  partiellen  Differentialquotienten  der 
Function  in  Bezug  auf  eine  der  unabhängigen  Variablen,  wenn 
man  die  andere  Variable  als  Constante  betrachtet  und  den 
Differentialquotienten  wie  bei  einer  Function  einer  unab- 
hängigen Variablen  bildet,  z.  B. 

z  =  x^. 


9z 


Bei  der  Bildung  von  i^—  ist  y  eine  Constante,  mithin  ist 


2x 


9z 


=  yxy-' 


Bei  der  Bildung  von  .      ist  x   constant   und   y  variabel,    dem- 


nach  zufolge  der  Gleichung  (8 

9z 


=  xy  1 X. 


Aus  (27  folgen   für  die  partiellen  Differentiale  die  Gleichungen: 


9  z 
dx  z  =  X—  d  X 


9f 
—  .•^dx=/',(x,y)dx 


o'X 


^y^  =  ^^  **y  =  ^  ^y  =-^'y  (x,y)  dy 


m^4 


(27a 


für  welche  die  Bemerkung  zu  Gleichung  (4  auch  volle  Geltung  hat 
Das  totale  Differential  dz  steht  zu  den  beiden  partiellen  Diffe- 
rentialen dx  z  und  d  z  in  einer  sehr  einfachen  Beziehung,  welche  leicht 
gefunden  werden  kann.  Die  Definitionsgleichung  für  das  totale  Diffe- 
rential lautet: 

dz  =/(x  +  dx,  y  +  dy)  — /(x,  y), 

subtrahiert  und  addiert  man  rechts  vom  Gleichheitszeichen /(x  -|-  dx,  y). 
so  erhält  man : 
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d  z  =/(x  +  dx,  y  +  d  y)  -/(x  +  d  x,  y)  +/(x  +  d  x,  y)  -/(x,  y), 

oder,  was  dasselbe  ist, 

d  z  =  /(x  +  dx,y  +  dy)— /(x  +  dx,y)^ 

dy  ^  ^ 


j-.A^^+i'^'  y)  r-/(3  y)  i  X. 


dx 

Setzt  man  nun  im  ersten  Quotienten  x  -|~  dx  :^  x,,  so  geht  die 
Gleichang  über  in 

d  z  =  '^^  y+dy)— /(x„y) ^      .    /(x  +  dx,y)— /(x,y)^ ^ 

d  y  ^  d  X  " ' 

and  zufolge  der  Gleichungen  (27  in 

dz  =  ^,^'-l)dy+^'-^$^y)dx. 

Mit  Rücksicht  auf  das  im  Punkte  (14  Gesagte,  kann  statt  x^ 
wieder  x,  weiches  sich  von  Xj  nur  unendlich  wenig  unterscheidet, 
geschrieben  werden,  so  dass  man  schließlich  erhält: 

d,  =  ^/(fLy)dx-^^^^3X)dy  =  ^/dx  +  -^dy  =  ' 

ex  '         dy^  <yx  dy    '^ 

=  5x^^+|-y'^y ^28 

oder 

d  z  =  dx  z  -[-  dy  z (28a 

d.  h.  das  totale  Differential   ist   gleich    der  Summe   der   par- 
tiellen Differentiale. 

In  dem  angeführten  Beispiele: 

z  =  x>* 

ist  demzufolge 

dz  =  yx^"*^  dx  -\-  x^lx  dy. 

Ist 

y 
z  =  arc  tg  - , 

so  erhält  man: 


ex"";  V  /vv'V  xv~ 


1  +  (y )'  *  ^  ^'^  ~    ^'+y''  ^'  y    i  +  (y )' '  ^    ^' + y'' 

Badi«ar]jevic  q.  Mikata,  Leltf.  d.  höher.  Mathemat.  IT.  Bd.  4 
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also 

,     xdy  —  ydx 

CIZ      \y  j  -,  . 

x^  +  y^ 

Beispiele: 

1.  z  =  x^  siiiy;       dz  =  3x^  siny  dx  -\-  x^cosy  dy. 

2.  z  =  cosx  —  xcosy;       dz  =  —  (sin x -|- cos y)  d x -[- x sin y d v. 

3.  z  =  x  sin  (x  —  y)  —  (x  +  y); 

dz  =  [8in(x  —  y)  -h  xcos  (x  —  y)  —  l]dx  —  [xco8(x  —  y)  +  l]dy. 

4.  z  =  a*-y— xy;  dz  =  [a*-3rla  — yxy-^]dx  — [a»-yla-|-xylx]dy 

5.  z  =  l8in^;  dz  =  -2[ydx  — xdy]eotg^. 

2.  Function  mehrerer  unabhängiaen   Variablen. 

Wie  bei  einer  Function  zweier  unabhängigen  Variablen  findet 
man  bei  einer  Function  von  n  unabhängigen  Variablen: 

U  =j(X|5    Xg,    X3,  .  .  .  Xn), 

durch  ganz   analogen  Vorgang   aus  der  Definitionsgleichung    für  das 
totale  Differential  die  Beziehung: 

9f  Sf  9f 

du  =  v,-^dxi  + -v^dx« +  .  ..  +  V^dxn  .     .     .     (29 

oder 

du  =  dx,u-|- dx,u-|-dx,u  +  •  •• +  dxnU5.     ...     (30 

wobei  V^?--'  0       ^^®    ^    ^^®^  auftretenden    partiellen   Diflferential- 

C"  X^  C  Xn 

quotienten  nach  den  n  Variablen,  und  d,,  u,  dx,  u, .  .  .  dxn  u  die  n  par- 
tiellen Differentiale  der  Function  u  bedeuten. 

Bei  der  Bildung  eines  partiellen  Differentialquotienten 
nach  einer  der  Variablen  sind  alle  übrigen  Variablen  als  Con- 
stante  anzusehen. 

Das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  aller  par- 
tiellen Differentiale.  Z.  B.: 

u  =  x°  y°  z**, 

CM  ^  .      5u  ^  c^  U 

—  —  mx™-^y°z^,  7,- =  nx^y^-^zP,  -^^  =  px"y"zP-"^ 


2x  ^'        '  5y 
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mithin 

du  =  x™~^y°~^zP~^  (inyxdx-|-nxzdy-|-pyxdz), 

oder 

,            „„„/dx,       dy,       dz\ 
du  =  x™y"  zP  I  m [-  n  —•'--(-  p  —  I. 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung: 

1  u  =  m  1 X -j- II 1  y -|"  p  1  z 

auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichen  die  Differentiale  genommen 
hätte: 

du  dx    ,       dy    ,       dz 

—  =  m      -  +  n  --''-+  p  — , 
u  X  y     '    '^    z  ' 

,  /dx,       dy,       dz\  „««/^dx,       dy,       dz\ 

du  =  u(^m  —  +  n  y  -}-  p  _-j  =  x°»  y«zP(^m  ^   +  n  -^^  4-p  —j. 

§  6.  Differentiation  einer  Function  mehrerer  Functionen 
einer  unabhängigen  Variablen. 

Es  sei  durch 

y  =/(^»  V,  w, . . .) 

y  als  Function  der  Variablen  u,  v,  w  etc.  gegeben,  welche  aber  Func- 
tionen einer  unabhängigen  Variablen  x  sind,  [u  =  cp  (x),  v  =  t]^  (x), 
w  =  )f  (x)  etc.] 

Werden  u.  v,  w, . . .  als  unabhängige  Variable  angesehen,  so  ist 
zufolge  (29 

dy=^du  +  ~^dv  +  ^dw4-... 

Nun  sind  aber  u,  v,  w  . .  .  nicht  unabhängige  Variable,   sondern 
Functionen  von  x,  mithin  bestehen  die  Gleichungen: 

j  ^^  j  j  dv  ,  ,  dw  - 

(lu=j— dx,        dv=,—  dx,        dw=  -, —  d  x  . .  . 
dx       '  dx       '  dx 

oder 

d  u  =  u'  dx,       dv  =  v'dx,       dw  =  w'dx 

und  erhält  man  nach  Berücksichtigung  derselben: 

,  c»/  d  u  ,       ,    ^/  d  V  ,       ,    cV  d  w  , 

d  y  =  /-  j-  d  X  +  -/-  j—  dx  +  ^  j—  d  X  +  .  . . 

c^u  dx  '    c  V  dx  '    c^w  dx  ' 


A 


52  Erster  Theil.     1.  Abschnitt. 

Da   nun  v  ebenfalls  eine  Function  von  x  ist.   so  existiert   auch 

dy 
ein  Differentialquotient  ^  j,  welcher   durch  Division    mit  dx  aus  der 

letzten  Gleichung  erhalten  wird. 

dv        3fdu    ,    ?/dv    ,    c^/  dw    , 
X       c'udx        cvdx       cw  dx 

Der  Differentialquotient  einer  Function  mehrerer 
Functionen  u,  v,  w .  . .  von  x  wird  gebildet,  indem  die  par- 
tiellen Dif  ferentialquotienten  derFunctionnachu,  v,  w... 
mit  den  Dif  ferentialquotienten  dieser  Functionen  u,  v,  w... 
nach  X  multiplieiert  und  alle  solchen  Producte  addiert 
werden. 

Als  Beispiele  hiezu  sollen  die  bereits  aufgestellten  Formeln  für 
die  Differentiation  von  Summen,  Producten  und  Quotienten  auf  andere 
Art  wie  früher  abgeleitet  werden. 

a)  y  =  u  -}-  V  -}"  w?  hiebei  u,  v  und  w  Functionen  von  x,  dann 
ist  zufolge  (30 

dy c^ydU|^?ydV|^3y  dw 


dx       cudx       cvdx       5w  ds 


X 


nun  ist  aber 


'^  ">  '^ 

i_y  _  1     iy  _  1     ^  y  —  1 

?u~    '       ^y~    '       ?w~    ' 


also 


dy       du    ,    dv    ,    dw         ,    ,      ,    , 
dx       dx       dx        dx 

b)  y  =  u  .  v,  wobei  u  und  v  Functionen  von  x  sind. 

dy 9y  du    .    <?y  dv 

^  I^       OTT  Ä~Z    I    0 ^  Ä\^'> 


nun  ist  aber 


mithin 


dx       <?u  dx       CT  dx 


-•'  =  V  und  %c-  =  u, 

cu  cy 


dv  du    ,       dv  ,    ,         , 

^—  =  V  -z r  ^  1  =  V  u  +  u  V  . 

dx  dx  dx 


u 


c)  y  =  -,  hiebei  sind  u  und  v  Functionen  von  x,  also 


V 


dy cyduj^c^ydv^ 

dx        c^udx^vdx' 
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du  dv 

dy 1  du        u  dv dx  dx vu' — uv* 

dx       V  dx       v^  dx  v*^  v*^ 

Bei  manchen  Anlässen  ist  der  Unterschied  zwischen  dem  gewöhn- 
liehen  Differentialquotienten  und  dem  partiellen  DifferentialquotieDten 
besonders  zu  beachten,  damit  nicht  durch  Verwechslung  ganz  sinnlose 
Kesnltate  erhalten  werden. 

Ist  2.  B.  in  der  Function  y  =/(u5  v,  w),  wobei  u,  v,  w  Functionen 
von  X  sind,  u  =  x,  so  dass  also 

*  y=/(x,v,  w), 

so  ist 

dy «?ydx^^(?ydv^^  c^y  dw 

dx       5xdx2vdx<?wdx' 
also 


iy  _  ^  I  ^  il  I  f  Z  ^ 

dx       ?x       c^vdx        2wdx' 


dy 
Während  der  linksstehende  Quotient  -~^,  der  Differentialquotient 

von  y  nach  x,  das  Verhältnis  der  Änderung  von  y  zur  Änderung  von 
X  um  dx  bedeutet,  wobei  gleichzeitig  v  in  v  -|-  dv  und  w  in  w  -|-  dw 

übergeht,  wird  ^  -  dadurch  erhalten,  dass  man  v  und  w  als  Constante 

betrachtet,  also  ungeändert  lässt  und  y  partiell  nach  x  differenziert. 
Wäre  speciell 

v  =  vx''. 
so  hätte  man 


c  '•  — 


aLso 


^  =  vwx^-^       ^-^  =  x^,       v-  =  vx^lx. 

ex  c  V  '         c  w 

dy  wii    w^^i      wi^w 

~  =  V  WX"^""*  +  X''  ^; [-  VX^  Ix-Ti — . 

dx  '         dx    '  dx 

§  7.  Differentiation  der  unentwickelten  Functionen. 

1.  Die  unentwickelte  Function  einer  unabhängigen    Variablen, 
Nimmt  man  in  der  Gleichung; 

F  (X,  y)  =  0 
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X  als  die  unabhängige  Variable  an.  so  ist  durch  dieselbe  y  als  Func- 
tion von  X  in  unentwickelter  Form  gegeben.  Löst  man  die  Gleichung 
nach  y  auf,   so  dass  man  dadurch  etwa  y  =/(x)  erhält  dann  ist  die 

dy 
Berechnung  des  Differentialquotienten  v  -    auf   das    schon    Bekannte 

zurückgeführt. 

Nun  ist  aber  die  Auflösung  einer  Gleichung  in  vielen  Fällen 
recht  compliciert,  oft  sogar  ganz  unmöglich,  welcher  Umstand  dazu 
führte,  einen  Modus  zur  Bildung  des  Differentialquotienten  ganz  unab- 
hängig von  der  Auflösung  der  Gleichung  zu  schaffen. 

Die  Gleichung  F  (x,  y)  =  0  kann  nämlich  von 

z  =  F  (u,  v) 

hergeleitet  gedacht  werden,  indem  man  z  =  0,  u  =  x  und  v  =  y  setzt. 
Zufolge  (30  ist  aber,  da  u  und  v  Functionen  von  x  sind, 

dz       c^Fdu       2Fdv 

1    0" 


dx       c^u  dx    '    ?vdx' 

Entsprechend  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  ferner: 

dz du .         dv dy 

dx         '        dx         '        dx       dx' 


also 


und  hieraus  folgt: 


^V    ,    ?Fdy 

c'x       c^ydx  ^ 


dy_ 


5x 


dx  5F 


(31a 


C 


y 


Ist  y  als  Function  von  x  in  unentwickelter  P^orm  gegeben,  so 
ist  der  Differentialquotient  von  y  nach  x  gleich  dem  negativen"  Quo- 
tienten aus  dem  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  nach  x 
durch  den  partiellen  Differentialquotienten  derselben  nach  y. 

Durch  Multiplication  mit  dx  erhält  man  aus  (31  die  Gleichuno-: 


9F  ,       .    9F 


,'>x^x  +  >>-dy  =  0. (31b 

welche  den  Differentialquotienten  -,  -  bestimmt   und  leicht  in   Worten 
gegeben  werden  kann. 
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Ist  durch  F(x,y)  =  0  y^  als  Function  von  x  unentwickelt 

gegeben,  so  ist  die  Summe  der   partiellen  Differentiale  von 

F(x,y)  gleich  Null. 

dy 
Bei   dieser  Art   der   Bestimmung   des   DiiFerentialquotienten   -j-*^ 

der  Function  F(x,y)  =  05   muss  der  Fall   ausgeschlossen  werden,  in 

welchem   ^  und  '^  Null  werden,  denn  es  ergibt  sich  dann  p-  in 

der  unbestimmten  Form  ^.  Z.  B.: 

a)  x'  —  3axy-[-y^  =  0? 

5F  5F 

^-£  =  3(x^-ay);       ^  =  3(y^-ax). 

somit 

3(x2_ay)  +  3(y^-ax)J^  =  0 {a 

dy x^  —  ay 

dx  y^  —  ax' 

5F  5F 

Für   X  =  0   ist  auch  y  =  0,   mithin  ^^—  =  0   und   ^  -  ^  0,   also 

J  '  c/x  oy  ^ 

%^l  innhesümmt). 

dv 
In  diesem  Falle  sind  eigentlich  zwei  oder  mehrere  Werte  von  ~ 

vorhanden,  die  aber  aus  rationalen  Functionen  nicht  bestimmt  werden 

0 
0 

zeigt  wird. 


können,    was   durch    das  Auftreten   der   unbestimmten  Form  -^  ange- 


Beispiele: 

j    1       o       1     •  rt    dy  cosx 

1.  4y»-3y  +  smx  =  0;   -^  =  -^^_-. 

dv        ^-y^'-'-\-^y^' 

2.  I(xy)-xy  +  aye«  =  0;  j^"^  =  —    ^ 

—  x'  1 X  4-  a  e* 

y 

3.  X tang  — ;;-  -f-  1  cos  (x  y)  =  0; 
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X 


m 


tang-    + 


mx*" 


rin 


dy 

dx 


y  cos 


2  _ 


ysmxy 
cosxy 


m+i 


v^  cos^- 

V 


,in 


X  sm  X  y 
cosxy 


2.  Die  unerUvykkeUe  Function  zweier  unabhängigen   Variablen. 

Ist  z  als  P^unction  der  unabhängigen  Variablen  x  und  y  unent- 
wickelt durch  die  Gleichung: 

F{x,y,z)  =  0 
gegeben,   so  müssen,    um   nach  (28  das   totale  DiflFerential  der  Func- 


c  z 


tion  d  z  anzugeben,   die  beiden  partiellen  Differentialquotienten  i^  und 


5x 


9z 

9y 


bestimmt  werden.  Diese  Bestimmung  muss  auch  in  solchen  Fällen 


möglich  gemacht  werden,  wo  die  Auflösung  der  Gleichung  nach  z,  um 
sie  auf  die  schon  besprochene  Form  z=/(x,y)  zubringen,  mit  großen 
Schwierigkeiten  verbunden  oder  ganz  unmöglich  ist 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  aber  eigentlich  schon  in  (31a 
vollständig  gegeben,  denn  betrachtet  man  in  der  Gleichung  F  (x,  y,  z)  =  0 
y  zunächst  als  constant,  dann  liegt  nur  eine  implicite  Function  einer 
unabhängigen  Variablen  x  vor,  und  es  ist  die  Bildung  des  Differential- 
quotienten, der  allerdings  hier  nur  ein  partieller  ist,  weil  eben  die 
zweite  Variable  y  als  constant  angesehen  wurde,  nach  Gleichung  (31a 
zulässig.  Es  ist  also: 


und  analog 


9F 

Sz 

?K 

c\x 

c'F 

3  z 

SF 

9z 

^F 

c  z 

? 


(32 


wenn  man  x  als  constant  betrachtet. 

Das  totale  DiflEerentiale  ist,  wie  bereits  angeführt,   durch  (28  in 
Verbindung  mit  (32  bestimmt. 


Sz 


5z 


dz  =  ^-dx+  .,-dy. 


c'v 


Differentialrechnung.  57 


c  z         ,    c  z 


Setzt  man  die  Werte  für  ^      und  y-  (Glchgn.  32)  ein,  so  erhält 

man  eine  mit  (31b  conforme  Gleichung: 

9F  9F  ?F 

.^dx-f  ^     dy+  ^— dz  =  0 (32a 


Beispiele: 

L  4.  y!  _L  ^' 

a2  ^  b2  ^  c 


T+£+!.-i=o. 


demnach 


5F  _  2x       ^^F  _  2  y       ?F  _  2^ 
Px  ~  a^  '      Sy~  V  '      c-^z  ""  c2  ' 

cz  c^x        c^z  c^y 

?x  "~  "~ ä»^'      -^ y  ~  ~  b*z' 


(X 


cF_2_(x-pz),  c-'F_2(y-qz).  cF__    r(x-pz)p      (y-qz)ql 
.^x~        a-i       '  c^y"~    "  b2       '  ?z"~        L    "a^        "•"       b^      J' 

?z b"^(x  —  pz)  2z a^(y  —  qz) 


k 


X        b2p(x— pz)4-a2q(y  — qz)'     <?y       b^p  (x  — pz)  +  a2q(y  —  pz)* 

3.  -  —  tang     =0. 

X  c 

?F  y         c-^F        1         ?F  1 


c  X  x^       .  c  y        X  c^z  .,  z 

•^  c  cos-'  — 


.,  z  „z 

-.  c  y  cos^  -         ^         c  cos^  - 

CZ  "^  C  cZ  C 


c  X  X^  c  V  x 


5.  Unentwickelte  Functionen  einer  unabhängigen  Variablen,  gegeben 
durch  simultane  Gleichwigen. 

Es  kommt  häufig  vor,  dass  y  und  z  als  Function  einer  unab- 
bilngigen  Variablen  x  unentwickelt  durch  zwei  gleichzeitig  bestehende 
(simultane)  Gleichungen 

*  (x,  y,  2)  =  0;  «r(x,y,z)  =  0 

gegeben  sind.  (Theorie  der  Rauracurven.) 
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Dass  durch  solche  Gleichungen  zwei  der  Variablen  als  Func- 
tionen der  dritten  dargestellt  werden  können,  ist  leicht  einzusehen. 
Eliminiert  man  nämlich  aus  denselben  z,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
F,  (x,  y)  =  0,  aus  welcher  durch  Auflösung  y  =  ^^  (x)  folgt;  durch 
Elimination  von  y  wtlrde  man  F2  (x,  z)  =  0  erhalten,  woraus  durch 
Auflösen  z  =  cp2  (x)  erhalten  werden  könnte. 

dv 

Demzufolge   existieren  die  beiden  Differentialquotienten  ^  und 

dz 

^;,  deren  directe  Bestimmung  auch  keine  Schwierigkeiten  bereitet. 

Betrachtet  man  in  den  Gleichungen  die  Variablen  als  von  ein- 
ander unabhängig  und  bildet  unter  dieser  Voraussetzung  die  Differen- 
tiale, so  erhält  man: 


?0 


c^ 


c^ 


^  -dx-}-^— dy -|-  ^     dz  =  0, 

CK  cy      "^     '      o'z 


«• 


^W 


$ 


«• 


2k 


d  X  4-  -V  -  d  y  -1 — =i —  d  z  =  0. 

'     5y      -^     '      c*z 


zwei   nach  dx,   dy   und   dz   lineare   und    homogene  Gleichungen,   es 
besteht  also  die  Beziehung  (siehe  I.  Band,  1.  Theil): 


dx : dy : dz  = 


5^ 

S^ 

Sj 

3% 

\3W 

3W 

3 


3z. 


3<b  3^ 


3z 


W 


3  z 


3x 
3V 

Tx" 


3^  9^ 

3x    3y 

• 

5^  3«r 

3x    3y 

woraus: 


dx~ 


3^  3^ 

3z    3x 

ay  3V 

cz    ex 

dz 

3^ 

c"* 

I3y 

c^z" 

3^' 

3^' 

3y 


dx 


3  z 


3^ 


^ 


I  5x 


-'y 


3'¥  3W 


3x 


^J 


3^  3^ 

5y     3z 

5«r  3^ 


3y 


3  z 


(33 


folgt.    Z.  B.: 


^-y2  +  2^  =  r^ 


ax2  +  by"^  +  cz''  =  0. 
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xd 

X  +  y  dy 

+  » 

dz  = 

^0, 

axd: 

x  +  byd; 

)-  +  »zdz 

=  0. 

y:d.= 

1    1 
=  ,bo  7 

z  :  ■ 

i:            1 
zx  : 

1  a,             a 

dy_ 
dx~ 

(»-b)y' 

dz 
dx° 

(b- 

-b)y- 

nnd  daraai 


Mithin  ist: 


%  8.   Höher«   Differentialqnotienten   und  Differsntiale    der 
entwickelten  Function  einer  unabhängigen  Variablen. 

Durch  Differentiation  der  Function  y  einer  unabhängigen  Variablen  x 

)•  =/w 

erhält  man   die   abgeleitete  Function  y'=^f'i-s.).    welche    dasselbe  wie 

dy 
der  Differentialqaotient  %—  und  im   allgemeinen  wieder   eine  Function 

von  X  ist.  Differenziert  man  nun  diese  abgeleitete  Function 

5-=/'(x). 

SO  erhalt  man  die  Ableitung  der  abgeleiteten  Function,  oder,  was  das- 
selbe ist.  den  Differentialquotienten  vom  ersten  Differentialquotienten 
und  nennt  dieses  Resultat  die  zweite  abgeleitete  Function,  oder 
•den  zweiten  Differentialquotienten«   von  y. 

Durch  Fortsetzen  dieses  Verfahrens  gelangt  man  zur  dritten. 
vierten, . . .  n""  abgeleiteten  Function  oder  zum  dritten,  vierten. 
, .  n""  Differentialquotienten  von  y. 

Ist  man  von  y  ^/(x)  ausgegangen,   so    bezeichnet    man  die  1., 

2,  3.,  4 n"  Ableitung  (abgeleitete  Function)  mit  y',  y".  y"'.  y'*> . . . 

y'-)  oder  /'  {x\  /"  (x).  /■"  (x),  /W  (x) . . ./'-)  (x). 

Das  Differential  der  abhängigen  Variablen  ist  gegeben  durch 


Ay=fiK)dx. 


wobei  dx  willkürlich,   aber   conslant,   hingegen  dy    von  x    abliflufrig. 
also  eine  Function  von  x  ist. 

Bildet  man  nun  das  Differential  auf  beiden  Seiten  des  GlKichh 
Zeichens  in  (4,  so  erhält  man 


d(dy]  =  d|d/(x)], 


/ 
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oder,  wenn  man  bedenkt  dass: 

dy  =  d/(x)=/(x)dx 
auch 

d  [d  y]  =  d  [/'  (X)  d  X] 

und  weil  dx  als  Constante  zu  behandeln  ist, 

d  [d  y]  =  d  X  .  d/'  (x) 

Durch  DiflFerentiation  der  Gleichung 

y  =/'  (x) 


erhält  man 


also 


demnach  ist 


dv' 


d  y'  =  d/'  (x)  =/"  (x)  d  X, 


d  [d  y]  =/"  (x)  d  xl 

Man  bezeichnet  das  Differential  d[dy]    des  Differentials  dy  mit 
d^v  und  nennt  es  das  zweite  Differential  von  y. 
Für  dasselbe  besteht  also  die  Gleichung 

d2y=/'(x)dx2 (34 

die  auch  in  der  Form  gegeben  werden  kann: 

d'^v 

-d-^.=/'(x), (35 

welche  den  zweiten  Differentialquotienten  von  y  charakterisiert. 

Analog   bildet   man    das    3.,   4.,  ...  n**   DiflFerential,    beziehungs- 
weise den  3..  4.,  ...  n*®°  Differentialquotienten,  und  erhält: 

d^v 

dx3      -^    ^^^' 

dH' 


?"-J'  =  /»(x) (35a 

dx°       -^     ^   ^ 

Nachdem/' (x),/"(x),/'"(x).  . .  ./<°>x  im  allgemeinen  endliche,  von 
Null  verschiedene  Werte  haben,  sind  zufolge  Pkt.  13  der  Einleitung. 
d°  y  und  d  x"  unendlich  kleine  Größen   derselben  Ordnung.  Betrachtet 
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man  dx  als  unendlict  klein  von  der  1.  Ordnung,  so  ist  dx°  unend- 
lich klein  der  n**°  Ordnung,  also  auch  d°y  unendlich  klein  von  der 
Ordnung  n. 

Beispiele: 

1.  y  =  x"  (m  eine  positive  glänze  Zahl) 

dx       -^ 

d*^v 

j^=y"  =m(m  — l)x»-« 

^  =  y'"=  m (m—  1)  (m—  2) x™-» 

f  y  =  y(k)=m(m— l)(m  — 2)...(m  — k  +  l)x'**-»^ 

d"  V 

1—^  =  m  (m  —  1)  (m  —  2)  . .  .  3.  2.  1.  =  m !  constant,  deshalb 


d'^+iy  _ 


0. 


dx™+i 
2.     y  =  lx  .      3.    y     =sinx  4.    y     =cosx 

y'    =cosx  y'    =  —  sinx 


dx       X 

d^y_       1 
x' 


ä^=--2  y"  =  — 8inx  y"  =— cosx 


diä  =  +  -^a-  y    =  —  cos  X  y'"  =  sin  X 

i*j_      1.2.3 


IV  —  „;„  »-  „iv 


d^4  = ~i-~  y     =  sin  X  y-  =  cos  x 


(-1)"-^^-^!^    yC")  =  sm(x+ii|)  yC)  =  co8(x+n^). 


5.  Gegeben  sei  7  =  u .  v,  wobei  u  und  v  Functionen  yon  x  sind,  dann  ist 


,      =  y'  =  U  v'  -[-  V u', 


dx 

webei  wieder  v'  und  u'  Functionen  von  x,  demzufolge  ist 

Y^^=  y''  =  uv"  +  u' V  +  v'u'  4-  vu"  =  u  v''  +  2  u' v'  +  vu'', 
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analog 

y'-"  =  u  v"'  -f  n'y'*  +  2  (u'  v"  +  u"  v')  +  v'  u"  +  v  u"' 
y'-'  =  u  v"'  -f  3  u'  v'"  +  3  u"  v'  4-  V  u"', 

femer 

y (4)  _  u  ^(4)  _|_  u-  v"'  +  3  (u'  v'''  +  u"  V)  -  f -  3  (u'^  v"  +  u'"  vO  +  v'  u'"  +  V  u'  <  \ 

y(*^  =  u  v<<)  +  4  u'  v'"  +  6  u"  v"  +  4  ii'"  v'  +  u(*)  V, 

demnach  im  allgemeinen 

y(")  =  u  v;»)  +  (")  a'  v<»- ')  +  (2)11"  v<»-«)  +  . . . 
. . .  +  (^  ;^   )  u(»-i)  V  4-  aW  V. 

7.  y  =  a*;   y(°)  =  a»  (1  a)°. 

§  9.  Partielle  Differentialqnotienten   und  totale 
tiale  höherer  Ordnung  der  Functionen  mehrerer  w 
Variablen. 

1,  Function  zweier  unabhängigen   Variablen. 

Ist  z  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Variablen  x  und  y 
durch  die  Gleichung 

z=/(x,y) 

gegeben,  und  betrachtet  man  in  derselben  zunächst  nur  x  als  Variable, 
indem  man  dem  y  einen  constanten  Wert  beilegt,  so  kann  man  Tvie 
bei  einer  Function  einer  unabhängigen  Variablen  die  höheren  Diffe- 
rentialquotienten derselben  bilden,  welche  aber  hier  nur  partielle  Diffe- 
rentialquotienten höherer  Ordnung  nach  x  sind,  weil  bei  ihrer  Bildung 
die  2.  Variable  y  als  constant  angesehen  wird. 
Auf  diese  Art  erhält  man: 


'"  V  xJ  _  c  2  z  _  ^\f 


^2 


c  X  cx^  c  X-« 


c  X 


^3  2  S'^f 

C  X-*  CX^ 


u.  s.  w. 


Differentialreclmang.  63 

und  analog,  wenn  bei  der  Differentiation  stets  x  als  constant  und  nur 
y  als  variabel  betrachtet  wird: 


y 


Kl-^) 


:>i 


c 


^  _  ^""f- 


9j"  ~~Sy^~  ?y2  ~-^"''(^-y)' 


PS»        ;?s 


3y     ~  5j^  ~  9~y'^  =f"r  (x,  y) 

U.    8.    W., 


welche  Symbole  in  der  Aussprache: 

partieller  Differentialquotient 
zweiter  partieller  Differentialquotient 
dritter  partieller  Differentialquotient 

etc.  zn  benennen  sind. 


von  z  oder  von  / 
nach    x,   bezie- 
hungsweise nach  j 


Nun    sind   aber  die   partiellen   Differentialquotienten   von   z, 


9z 
'9x 


3z 


und  -^ — ,  beide  Functionen  von  x  und  y,  es  kann  also  auch  der  par- 

tielle  Differentialquotient  des  ersten  nach  y  und  des  zweiten  nach  x 
gebildet  werden,  welche  bezüglich  z  natürlich  auch  partielle  Diffe- 
rentialqaotienten  zweiter  Ordnung  sind. 

Dieselben  werden  durch  folgende  Symbole  bezeichnet: 


\3x)  3^z       ^\Sy) 


"" 52z 


cy  ex   c'y  c^x  cy   dx 


und  weil  sie,  wie  leicht  gezeigt  werden  kann,  gleichbedeutend  sind, 
zweiter  partieller  Differentialquotient  von  z  genommen  ein- 
mal nacli  x  und  einmal  nach  y  benannt. 

Geht  man  nämlich  von  den  Definitionsgleichungen  der  partiellen 
Differentialquotienten  (27  aus 

c/  ^  /  (X  +  d  X,  y)  -/(x,  y)^ 
c'x  d  X 

ll  =  /(x,y  +  dy)-/(x,y) 

dy  dy 

und   wendet  dieselben   bei   der  Bildung   der   beiden   in   Betracht   ge- 
zogenen zweiten  partiellen  Differentialquotienten  an,  so  erhält  man: 
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f  (X  +  d  X,  y  +  d  y)  -/(x,  y  +  d  y)       /(x  +  d  x,  y)  -/(x,  vi 


3 


bx) 


dx  dx 


3y  dy 

und 

.?  ('/)    /(^_+.^  ^'  7 + "^^  y)  -/(^ + d  '^'  y)  _  /(^'.y +i  y)  -f(^  y) 

''  \c  y/ dy  dy 

c^x  d  X 

demnach 

Sy  c'x 

^  y  (X  +  d  X,  y  +  d  y)  -f(K,  y  +  d  y)  -/(x  -f  d  x^ y)  -f /(x,  y) _ 

dx  .  dy 
also 

9^  z  c'^  z 

cxcy        cycx 

d.  h.  differenziert  man  eine  Function  zweier  unabhängigen 
Variablen  x  und  y  zuerst  partiell  nach  x  und  dann  partiell 
nach  y.  so  erhält  man  dasselbe  Resultat,  welches  man  erhalten 
würde,  wenn  man  zuerst  nach  y  und  dann  nach  x  partiell 
differenziert  hätte. 

Dieser  Satz  lässt  sich  natürlich  verallgemeinern,  nicht  nur  auf 
die  zweiten  partiellen  Diflferentialquotienten  der  Functionen  beliebig 
vieler  unabhängigen  Variablen,  sondern  auch  auf  höhere  partielle 
Differentialquotienten,  so  dass  er  allgemein  wie  folgt  ausgesprochen 
werden  kann: 

Die  Reihenfolge,  in  welcher  die  partiellen  Differentia- 
tionen ausgeführt  werden^  ist  ohne  Einfluss  auf  das  Resultat. 

So  ist  z.  B.  das  Resultat  immer  dasselbe,  wenn  eine  Function  zwei- 
mal nach  X  und  dann  einmal  nach  y,  oder  einmal  nach  y  und  dann 
zweimal  nach  x,  oder  einmal  nach  x,  dann  einmal  nach  y  und  wieder 
einmal  nach  x  partiell  differenziert  wird.  Man  erhält  immer  den  dritten 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function,  genommen  zweimal  nach  x 
und  einmal  nach  y: 

c'x.'^  cy       cj9x^       9x2y  2yi' 
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Das  totale  Differential  von  z  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 


dz 


(28 


es    ist   eine  Function   von  x  nnd  7,  \7eil   die  partiellen  Differential- 

3f  3f 

qnotienten  75  -  nnd  v,  -  Functionen  von  x  und  7  sind,  demnach  ist  sein 

J 

Differential  d[dz]  =  d2z  (zweites  Differential  von  z)  ganz  analog 
wie  dz  (§  5)  unter  Anwendung  der  Gleichung  (28  zu  bilden,  so  dass 
man  erhält: 

d^z  =  i(^)dx  +  i^)dy  = 


9 


dxH -5^^-^^ dy. 


?x 


^''y 


Bedenkt  man  nun  bei  der  Ausführung  der  angezeigten  Diffe- 
rentiationen, dass  die  Differentiale  dx  und  dy  der  unabhängigen  Va- 
riablen als  constant  anzusehen  sind,  so  erhält  man: 


d2z  = 


5 


G^) 


5 


?x 


dx  + 


-1.-  -  ^  y 


3 


dx  + 


(19.  .KIO 


^''y 


dx  +  --;^-dy 


dy, 


(ider  nach  Ausführung  der  angezeigten  Multiplicationen  und  Einführung 
der  üblichen  Symbole: 


d» 


52/ 


dx»4-2 


3tf 


:?-i 


3  X.  3j 


ixdj-\-'^^,dj'   ...    (36 


3yi 


In  derselben  Weise  erhält  man  aus  d^z 


d..  =  dia.„=^^i)d.+?-«!!!dy, 


c'X 


5'^ 


d«z  =  v4dx3  4-3^    , 

5x3  '        2x2o'y 


■ 


und    findet    durch    Fortsetzung    dieses    Verfahrens, 
Binomialcoefficienten  auftreten: 

BadiimTlJevio  u.  Mikata,  Leitf.  d.  hOher.  Mathemat.  II.  Bd. 


bei   welchem    ^^ 
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xcy 


Pn 


f 


+57  dy- 

Der  Bau  dieses  Aasdruckes  führt  zu  der  folgenden,  sehr  vortheil- 
haften  symbolischen  Bezeichnung: 


d-z=[i^dx  +  ;ldy]/ 


(37 


welche  selbsverständlich  nur  den  Sinn  hat,  dass  nach  ausgeführter 
Potenzierung  das  /  zu  den  Potenzen  des  9  in  den  Zählern  hinzu- 
zufügen ist,  wodurch  dann  der  richtige  Ausdruck  erhalten  wird. 

9^f 

Anmerkung:  Die  Größe  ^  ^^^^ry  ^  d  x"  —  ^  d  y^  kann  n**»  partielles   Differential 

von  tj  genommen  (n — k)mal  nach  x  und  k  mal  nach  y  genannt  und  dnrch  dz  q_|^  ^ 
bezeichnet  werden. 

Beispiele: 

1.  z  =  x"  y°, 

es  ist  d^z  und  d'^z  anzufireben. 


Die  Formel  (37  gibt  für  n  =  2  und  n  =  3 : 

^2f  $2f  S^f 

d2z=Xdx24-2v-  ;    dxdy-|-7r*^dy' 


d^z=.-^3dx3  +  3^    .Vdx2dy  +  3,— ^-.dxdy^+^.-^dy^ 


Sx' 


Im  vorliegenden  Falle  ist: 

^•J-  =  mx»-»y»;^=m(m-l)x"-''y»;'/3=m(m-l)(m-2)x'»-V; 
'/=nK-^y—';  ^-'^j=n(n— l)x-y-«;  ^;^=n(n— l)(n— 2)x-y»-»; 

^  J  J 

9'^f  53/ 

v--*;-  =mnx"-^y°-^;  v-^*'^- =  m (m  —  l)nx"»-*y'»-*: 

cxcy  ^^  cx-^c^y  ^  "'  ' 


"^ 


,  -<-.,  =  mn(n— l)x"-W»-2-, 
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mithin: 

d2z  =  in(m  — l)x"-2y°dx2-[-2mnx"-*y»-Mxdy-}- 
+Il(n— l)x™y»-2dy^ 

d3z  =  m(m  — l)(m— 2)x°»-»y»dx3  4-3m(m— l)nx™-2y»-*dx2dy-f 
-r3Inn(n— l)x«-iy°-«dxdy'24-n(n— l)(n— 2)x"y°-8dy«. 

Ohne  Anwendung  der  Formel  (37  kann  die  gestellte  Aufgabe  wie  folgt  gelöst 


werden 


mithin 


und  weil: 


dz=  ^-^dx^  v^  dy, 

c^X  '     dj      •" 

dz  =  mx""-^y°dx  -|-  nx^y«*-^  dy. 

J2         JFJ  1       ^(dz)  -       ,    5 (dz)  j 
d^z  =  d  dz]  =  ^— ^dx  +  -; — ^dy 

c'x  '       c/y        •' 

S(dz) 

-^— =  m(m  — l)x»-2y»dx  +  n.mx°-iy»-idy, 


ex 


?(dz) 


ist 


— i, — ^  =  mnx"-^y»-idx  -j-  n(n  — l)x"y"-2dy, 

^  y 

d2z  =  m(m  — l)x"»-*y'»dx2  4-2mnx«-*y»-idxdy + 

+  n(n  — l)x»y»-«dy2. 

u.  a  \v. 

2.  z  =  a*  +  ae^, 

es  ist  das  3.  Differential  von  z  zu  bilden: 

dz  =  a*ladx  -[-ae^dy 

d2z  =  d[dz]  =  aMla)^dx2  +  aeydy2 
d^z  =  d[d2z]  =  a*  (la)3dx3  +  aey  dy^. 

Dasselbe  Kesultat  gibt  die  Anwendung  der  Formel  (37. 

Anmerkung:  Es  sei  insbesondere  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  der  Satz: 
das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  der  partiellen  DifTercntiale  nicht  in  gleicher 
Weise  anf  die  höheren  Differentiale  übertragen  werden  kann.  Das  n**  totale  Diffe- 
rential ist  nicht  die  Summe  der  n'***  partiellen  Differentiale. 

2.  Function  mehrerer  utmhhängigen   Variablen. 

Ist  u  als  Fanction  der  n  unabhängigen  Variablen  x,,  x.^,  Xg  . .  Xn 
gegeben  durch 

U  =:/(x,5  X2,  X3.  .  .  .  Xn), 

5» 
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SO  besteht  für  du  die  Gleichung: 

du====4^dxi+  |^dx,  +  v^dx3+...+^dx„   .  .  (29 

C^X,  *     '     5X2  ^  ^a  5Xn 

Die  partiellen  Differentialquotienten  ^'      [i=  1,  2,  3,  .  .  .  n]   sind 

C   Xi 

wieder  Functionen  der  n  Variablen  xi,  mithin  ist  es  auch  d  u  and  mai^ 
hat  das  Differential  von  d  u  ganz  analog  unter  Anwendung  von  (29  zu 
bilden.  Es  ist  also: 

d[du]  =  d^u  =  -. --   dxi  +  -^— -- dx.,  +  . .  .  +  -p  —  dx„. 

Führt  man  die  angezeigten  Differentiationen  aus,  wobei  die  Diffe 
rentiale  d  xi  als  Constante  anzusehen  sind,  so  erhält  man  einen  Ausdruck, 
welcher  symbolisch  wie  folgt  geschrieben  werden  kann: 

[53  5  12 

Durch  Fortsetzen  des  Differenzierens  in  gleicher  Weise  erhält  man 
allgemein: 

[9  S  S  ?  "!»* 

C    X<  W'    X^  v^  Xo  C  Xq  _i 

§  10.  Höhere  Differentialqaoüenten  und  höhere  Differentiale 
der  unentwickelten  Functionen. 

1.  Die  unentvnckeüe  Function  einer  unabhängigen  Variablen, 

Ist  y  als   Function   von   x   in    unentwickelter   Form   durch   die 


Gleichung 


F(x,y)  =  0 


dy 

gegeben,  so  besteht  zur  Bestimmung  des  Differentialquotienten  3-^  die 

Gleichung: 

3V       3F  dv 

c'x   '   dj  dx 

Dieselbe   stellt  wieder  y  als  eine  unentwickelte  Function  von  x 
vor,  kann  also  aaf  sich  selbst  angewendet  werden  und  gibt  dann: 


9 


/5F    ■   ?F  dy\        '>/'f^    1    ^^  dy\ 
\5 X  "^  ^^  dx)       "  \$x'^  9y  dx)  dy  _ 
c  x  c  V  dx 
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Führt  man   die   angezeigten   partiellen  Differentiationen   aus   mit 

9F  5F 

Berücksichtigung,  dass  >p-  und  y~  Ausdrücke  sind,  die  x  und  y  ent- 

dy  .  ^"^  .  ^ 

halten.  ^-  aber  eine  Function  von  x  allein  ist,  so  erhält  man: 
"  dx  ' 

^F    .      a^F     dy       gF  d^y    ■      9^F     dy       g^F/dyy_ 

£>x2"*"Sy  5x  dx'^äy  dx2  +  '5x"5'y  dx"^5yndx/  ""    ' 
oder 

c"  x^    '       c'  y  c/  X  d  X       c/  y 2  Vd  x/      '    c^  y  d  x^ 

d2y 
eine  Gleichung,   aus   welcher   der   s^eite  Differentialquotient  -,  -^  be- 
stimmt werden   kann,   wenn   der   erste   aus  (31a   gerechnet   und  sub- 

2F 
stitniert   wird,  und  -^     nicht  verschwindet. 

Durch  weitere  Anwendung  von  (31  auf  (38  erhält  man: 

2^  9^F_  dy  3»F      {dj^         J^F_  d^y 

5x3"^     5y5x2  dx'T"     5x  5y2  Vdx/  "^     5x"3y  d  x^  "f" 

52F  dy  dV   ,    5^ /djV      5F  d*y  _ 
"•"     5y2  dx  d x2  "•"  c-^  y3  Vd x/  '^9y  dx»~^' 

d  V  d'*^  V 

eine   Gleichung,   aus   welcher  bei   bekannten   -^~  und  ,  -  ^   der   dritte 

d  X  d  x^ 

d^y  . 

Differentialquotient  -^-^  ermittelt  werden  kann.  Dieser  Vorgang  kann 

fortgesetzt  werden  und  liefert  Gleichungen  zur  Berechnung  noch  höherer 
Differentialqaotienten : 

Beispiele: 
1.  x8  +  y3  —  a^  =  0 

dx  dx  y^ 


u.  s.  yv. 


d* y  d  y 

Man    kann  auch        ^  direct  durch  Differentiation   von  —   als    Bruch,    bei  Be- 

d  X-  d  X  ' 

rucksichti^UDgr,  dass  j  eine  Function  von  x  ist,  ermitteln 
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•2  4_^*y 

._d^7__x»    d^y_      2x7»— 2x^yy'_      0""^   "^  y'  _ 
^  ~dx~       y2'  clx2  y4  ^         ^^  — 

--2-  -y.—    , 

und  durch  weitere  Differentiation  dieses  Bruches  kSnnen  auch  die  höheren  Differential- 
quotienten gefunden  werden,  welcher  Vorgang  bei  Lösung  von  Aufgaben  besonders 
zu  empfehlen  ist. 

r.      dy                 1         d2y  1 

2.  aey+ xe^  — a  =  0;    y  -  = j — ;   j    «=; — r — r«. 


3. 


4. 


dx 


.  .B  A      ^  y  2  y  cos  X 


ysin^x  —  a  =  0; 


dx 


sin  X 


d^y^    2y 
d  x^       sin^  X 


-2cotgx(^-y). 


a       Q  I      3       n      ^  y  2a*xy 

X»  —  3  a  X  y  +  y  3  ==  0:    3-=7j  =  7 -^r\ 

•^    '   "^  '    dx^       (ax  —  j^f 


1      .-„.  aü^(i)-r    1^,^,,]. 


5.    -  — y 

X        -^ 


0; 


dx2 


y       V^  —  X        /x       d^y  X 

6.        lang  ^-—\-     -  =  0;     —^  =  —  --:=r^^^- . 

^X  1+X  dx«  f(l— X2j-^ 

« 

2.  2)t(ß  unerUwickelte  Function  zweier  unabhängigen   Variablen. 

Es  sei  z  als  Function  der  unabhängigen  Variablen  x  und   y  ge- 
geben durch  die  Gleichung 

F  (X,  y,  z)  =  0, 

und    es   sind    die    3    zweiten   partiellen    DiflFerentialquotienten    von    z. 

c'^  z       32  z  _        52  z  - 

^—7,.  -^ — n  und  ^   — ^—  zu  bestimmen. 

dx^^dj*  c  X  c  y 

Geht   man   von   den   beiden  Gleichungen    zur   Bestimmung    von 

9  z       ,5z 
^-    und  ^     aus 

c'x  c'y 


3F  c>z 


9F 

c"  x         o-  Z  c^  X 


=  0 


3F    ,    SF  3z_^ 

dj        d  z  c/j 


•  • 


.     (32 
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5F  5F 

worin  ^—  und  -Ty  Ausdrücke,  welche  x,  y  und  z  enthalten,  femer  z, 

=i—  und  7>—  Functionen  von  x  und  y  sind,  und  differenziert  die  erste 

ex  9j  •'  ' 

partiell   nach  x,   dann  dieselbe  und   die   zweite  partiell  nach   y,  so 
erhält  man: 

9z  .     d^F    9z  .  c>2F/az\2^5F  P^z 

9  z  Sx^ 

?z9z   ,  5F 


S^F  ,     52  F 
^1 


9i 


+ 


5x  5z  5x 
52F    9  z 


z   I      c^i?     c  z^^c-'i?  /5  zV  , 


+ 


9x  9 z  9x 
92F    9 


9  z' 


=  0 


z  .  2»F  c''z52 


+ 


9^z 


9 y      dji  5 %  3y      9j  9  z  9x.      9  z^9x9  j      9 


9x9j 


=  0 


5*F 


5y 


1+ 


c»F 


Sz         S*F 

+ 


9j  9  z  9  j      9y  9  z  9j 


p2F/5zy_,  3F32z_ 


.(39 


Ans  diesen  drei  Gleicliaiigen  können  nun  die  zweiten  partiellen 

Differentialqaotienten  gerechnet  werden,  wenn  man  aas  (32  die  ersten 

9F 
bestimmt  hat  und 


9z 


9z 
x  +  z^  =  0 


0  ist. 

Beispiel: 

x^  +  y2  +  z-i=l 

9  Z 


9x 


5y 


X 

9x  z 

9z  _  _  y 
9y  z 


9z  9: 


+  z 


5« 


y 9x    '    "5x 


=  0 


,    ,    /5zY         52z       - 


52  z 

5x2 

52  z 


x2  4-z2_y2  — 1 


,» 


.s 


_    'fy 


ex 


.3 


52  z 


_       y2  4-z2_x2— 1 


y/      ■       c^y 

§  11.  Transformation  der  Variablen. 

Die  Einftlhrung  neuer  Variablen  an  Stelle  der  ursprünglich  in 
der  Untersuchung  auftretenden  ist  eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  der 
Analysis,  welches  bei  Lösung  von  Aufgaben  sehr  häufig  zur  Anwendung 
gelangt. 

Die  neu  einzuführenden  Variablen  müssen  mit  den  ursprüng- 
lichen in  einem  gegebenen  Zusammenhang  stehen,  welcher  auch  die 
Bestimmung  der  Differentialquotienten  der  ursprünglichen  Variablen 
nach  den  neu  eingeführten  ermöglicht.  Die  zwei  wichtigsten  Fälle  der 
Transformation  sind: 
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i.  Es  sei  y  eine  durch  die  Gleichung: 

« 

^(^'^'s!'  S'---)=ö " 

gegebene  Function  von  x,  und  es  soll  an  die  Stelle  von  x  eine  neue 
Variable  t  eingeführt  werden,   wenn  ihr  Zusammenhang  mit  x  durch 

x  =  ?(t) 
gegeben  ist. 

Führt  man  an    die  Stelle   von  x  die  Variable  t  ein,    so   wird  t 

zu  einer  Function  von  t,  und  es  müssen  auch  die  Differentialquotienten 

d  y    d^  y 
—^  -,    2  etc.  durch  die  Ableitungen  von  x  und  j  nach  t  ausgedrückt 

werden. 

Bezeichnet  man  die  Ableitungen  von  x  und  j  nach  t  mit  x', 
x'',  x"'  etc.,  y',  y",  y"'  etc.,  so  erhält  man  durch  Differentiation  der 
Gleichung  y  =/(x)  nach  t,  welche  dieselbe  Beziehung  der  Variablen 
x  und  y  zu  einander  ausdrücken  soll  wie  a),  weil  x  eine  Function 
von  t  ist, 

y'  =/'  (X)  .  X'  =  ll  X', 
daraus  folgt: 

J^=^ (40 

dx        x'  ^ 

Differenziert  man  nochmals  nach  t,  bei  Berücksichtigung  dessen, 

dy    .  . 

dass   -—  eine  Function  von  x,  und  x  eine  Function  von  t  ist  so  er- 
dx  ' 

hält  man: 

d^  y    , x'  y"  —  x'*  y' 

also 

d2  y  _  x'  y"  —  x"  y' 


d  x2  (xO^ 

Durch  nochmalige  Differentiation  nach  t  folgt: 

dx»^  ""  (x')ß 

mithin : 

d^y  _  x^  (x^  y^^^  —  x^'^  yO  —  3  x^^  (x^  y"  —  x^^  yQ 
dx3~  (x')s 

u.  s.  w. 


(41 
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Beispiel: 
In  der  Gleichung 

dx^       dx       X 

ist  die  Sabstitution  x  =  e*  durchzuführen. 
X  =  e',      x'  =  e',       x"  =  e' 

X       e«      ^       '      dx~x'~e«~dt 

d^y_x'y"  — x"y'_e*y"  — e«y'_    _i„fd2y_dy\ 
dx2  (X')»         — '       e»'   "     ~®       Idt^       dt)* 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  gegebene  Gleichung,  so  erhält  man: 

d*y      dy 

di^ ~  dt 

also  nach  Reduction  die  wesentlich  einfachere: 


e-' 


^  +  e-'||  +  e-y  =  0, 


(« 


d*v 

—  ^  4-  V  =  0 

2.  Es  sei  wieder  y  eine  durch  die  Gleichung 

gegebene  Function  von  x.  An  die  Stelle  der  Variablen  x  und  j  sind 
zwei  neue  Variable  u  und  t  mittelst  der  Gleichungen 

X  =  cp  (t,  u) 
7  =  iKt,  u)  J 

einzuführen,  aber  so,  dass  u  als  Function  der  unabhängigen  Variablen  t 

angesehen  wird. 

Bei  dieser  Substitution  müssen  wieder   die  Differentialquotienten 

h  d^y     ^      ^      ^  du    d^u  ^      i  :. 

i— j  3— \,  etc.  durch  -^—.    ,-ir  etc.  ausgedrückt  werden. 
"X   dx^  dt'    dt^  ^ 

d  X  d  V 

Bezeichnet  man  analog  wie  früher  -^  =  cp'  (t,  u)  mit  x',  -~-  =  f^*  (t,  u) 

mit  Y  und  die  weiteren  Ableitungen  dieser  Functionen  mit  x",  x''',  y'', 
y'etc.,  so  gelten,  weil  ja  schließlich  x  und  y  Functionen  von  t  sind, 
die  Gleichungen: 

^=?;     (40 

dx       X 

d^y_x'y"  — x"y' 

dx2~         (x')='  ^ 
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In  denselben  sind  nur  für  x',  x'',  j\  y",  die  durcluDifierentiation 
der  Gleichungen  (a  resultierenden  Werte 

5©  ,  Sm  du 
X  —  — -  —I—  -  --  — 
"^         9t  ^9u  dt' 

, 9^       9^  du 

^  ~  5t  "^5^  dt' 

^, ^^?    I    9    ^^?    du   ,    3^9 /duV   ,   Pcp  d^u 

^    ""ät^  +  '^St^^ü  dt+5^Vdt/   +5^112' 

' 4»    I    9    g^^    du   ,   52j,  /duy       gtp  d^u 
t^  +  '^^t^u  dt +5u2Vdt/   "^3u  dt^ 


v"  = ^i 


zu  setzen. 


In    der  Gleichung  p  = 


Beispiel: 

h + im . 


sind   an  die   Stelle    der 


Variablen  x   und  j  die  Variablen  r  und  cp  durch  die  Substitutions- 
gleichungen 

X  =  r  cos  9, 

y  =  r  sin  ff 

einzuführen,   r  sei  hiebei  als  Function  der   unabhängigen  Variablen  9 
zu  betrachten. 

Durch   Differentiation   der   Substitutionsgleichungen  erhält    man: 

i  .  ,    dr 

x=  —  r  sin  cp  +  ,     cos  cp 

^    '    dcp         ^ 

y'  =    r  cos  <p   +  j^  sin  ? 

dr  d^r 

x"  =  —  r  cos  cp  —  2  3—  sin  ^  + 

^  d^        ^    ' 

d  r  d'^  r  * 

y"  =  —  r  sin  cp  +  2  i~  cos  cp  -4-  3 — ^  sin  cp 
•'  ^    '       dcp        ^    '    dcp2 


d^''^«' 


(? 


Bei  Berücksichtigung  von  (40  und  (41  folgt: 


b+{i)T  [(-')^+H 


8 


C  =  'S, 


.1* 


x'y"  — x"y' 
— — . 


x'y" 


x''y'    ' 


(X') 
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zufolge  (ß  ist  aber: 
demnacli  schließlich: 


+^m- 


3.  Abschnitt. 

Integralrechnong. 

§  12.  Grundaufgabe  der  Integralrechnung,  Begriff  des  un- 
bestinunten  Integrals. 

Die  Grundanfgabe  der  Integralrechnung  besteht  darin, 
dass  eine  Function  F(x)  gesucht  wird,  deren  abgeleitete  Func- 
tion (Differentialquotient)/(x)  gegeben  ist. 

Weil,  zufolge  der  Annahme  F'  (x)  =  /(x),  und  d  F  (x)  =  P  (x)  d  x  = 
=/(x)  d  X  ist,  kann  die  gestellte  Aufgabe  auch  wie  folgt  ausgesprochen 
werden: 

Es  ist  jene  Function  aufzusuchen,  deren  Differential 
/*(x)dx  gegeben  ist. 

Die  Operation,  welche  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  führt,  nennt 
man  die  Integration  des  vorliegenden  Differentials,  und  den 
Tbeil  der  Mathematik,  welcher  die  Integration  der  verschiedenen  Diffe- 
rentiale behandelt,  die  Integralrechnung. 

Ist  d F  (x)  =/(x)  d  X,  so  nennt  man  die  Function  F(x)  das 
Integral  des  Differentials  /(x)dx  und  bezeichnet  dies  in  der 
Zeichensprache  der  Mathematik  durch  die  Gleichung: 

F(x)  =  J/(x)dx (42 

Das  Operationszeichen  i  der  Integration  ist  ein  langgezogenes  S,  weil,  wie 
dies  bei  Behandlung  des  bestimmten  Integrals  gezeigt  werden  wird,  das  Integral  eine 
•Sunime  nnendlich  vieler  unendlich  kleiner  Größen  ist. 

Aus  dem  Begriffe  des  Integrals  folgt,  dass  die  Inte- 
gration und  Differentiation  entgegengesetzte  Operationen 
sind,  die  sich  gegenseitig  aufheben. 
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Dies  ist  directe  einzasehen,  folgt  aber  auch  aus  (42,  wenn  man 
hierin    statt /(x)dx,  das  gleichbedentende  Differential  dF(x)  setzt: 

F(x)  =  JdF(x). 

Weil  /(x)  d  X  nicht  nur  das  Differential  von  F  (x)  ist,  sondern 
auch  von  F  (x)  -f-  C,  wobei  C  eine  beliebige  Constante  bedeutet  so 
muss  der  Allgemeinheit  wegen  beim  unbestimmten  Integral  zur  gefun- 
denen Function  F(x)  eine  willkürliche  additionelle  Constante  hinzu- 
gefügt werden,  welche  man  die  Integrationsconstante  nennt  und 
bei    speciellen  Aufgaben  aus   deren  Bedingungen  bestimmt. 

Ist  also 


F  (X)  =  /(x), 
so  ist 

J/(x)dx=F(x)-}-C 


(43 


Während  die  Aufgabe  der  Differentialrechnung,  nämlich  die  ab- 
geleitete Function  einer  gegebenen  Function  zu  finden,  immer  lösbar 
ist,  ist  dies  bei  der  Grundaufgabe  der  Integralrechnung  nicht  mehr 
der  Fall.  Es  lassen  sich  unzählige  Functionen  finden,  die  nicht  als 
Ableitungen  bekannter  Functionen  angesehen  werden  können,  und 
ihre  unbestimmten  Integrale  müssen  als  neue  Functionen  angesehen 
werden,  welche  nur  durch  ihre  abgeleiteten  Functionen  definiert  er- 
scheinen. Dementsprechend  gibt  es  auch  kein  allgemeines,  zum  Ziele 
führendes  Verfahren  zur  Berechnung  eines  unbestimmten  Integrals, 
vielmehr  setzt  sich  die  Integralrechnung  aus  einzelnen  Methoden  zu- 
sammen, deren  passende  Anwendung  in  den  einzelnen  Fällen  die 
Lösung  der  Aufgabe  ermöglicht,  wenn  diese  überhaupt  lösbar  ist. 

Die  Integrationsmethoden  bezwecken  die  Zurtickführung  der  vor- 
gelegten Integrale  auf  die  Grundformeln  oder  auf  schon  bekannte 
Integrale. 

§  13.  Grundformeln  der  Integralrechnung. 

Aus  dem  Begriffe  des  unbestimmten  Integrals  folgt  unmittelbar: 

Ja/(x)  d  x  =  a  ^/(x)  d  X,      ......      (44 

wenn  a  eine  Constante  bedeutet,  d.  h.: 

Der  Wert  eines  Integrals  wird  nicht  geändert,  wenn  ein 
unter   dein   Integralzeichen    befindlicher    constanter   Factor 
^selbe  gesetzt  wird,  oder  umgekehrt. 
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Denn,  setzt  man  voraoB,  dass 

J/(x)  d  X  =  F  (x)  -{-  C, 

SO  ist 

/(x)  d  X  =  d  F  (x), 

also 

a  .  /(x)dx  =  a  .  dF(x)  =  d[aF  (x)], 

demnach 

Ja/(x)dx  =  Jd[aF(x)]  =  a  .  F(x)  +  C  =  a J/(x)dx. 

Femer  ist 

J[/t  (X)  +/i(x)  +/,(X)  +  .  .  .  +/n(x)]dx  = 

=  J/,(x)dx  +  J/,(x)dx  +  ...  +  J/n(x)dx,     .     .     (45 

d.  h.  das  Integral  einer  Summe  von  Differentialen  ist  gleich 
der  Summe  der  Integrale  dieser  Differentiale. 
Wird  nämlich  wieder  angenommen: 

J/,(x)dx  =  Fi(x)  +  Ci  (i  =  1,  2,  3, . . .  n), 

so  ist 

[/.  (X)  +/i(x)  4-  •  •  •  +/n(x)]dx  = 

=  d[F,(x)+F2(x)  +  ...+F.(x)], 
also 

(/.  (x)+/,(x)  +  . .  .+/„(x)]dx  =  F,(x)  +  F,(x)  +  . .  .-|-F„(x)  +  C. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Annahme  ist  aber 

J/,(x)dx  +  J/,(x)dx  +  ...  +  J/„(x)dx  = 

=  F,(x)  +  F2(x)  +  ...-|-F„(x)    -hc,  +C2  +  ...  +  C., 

oder,  wenn  man 

Cl  +  ^2  +  ^3  +  .  •  .  +  Cn  =  C 

setzt: 

J/,  (x)dx  +  J/j(x)dx  +  . . .  +  J/„(x)dx  = 

=  F,(x)  +  Fj(x)  -f-  . . .  4-  F„(x)4-  C, 

demnach  thatsächlich: 

ff/.W+/2(x)  +  ...+/o(x)]dx  =  j/,(x)dx  +  J/,(x)dx  +  ...+ 

+  ^/„(x)dx 
oder  kurz  gesehrieben 

.JS/,(x)dx  =  Sj/,(x)dx. 

Nachdem  die  Integralrechnung  und  die  Differentialrechnung  ent- 
gegengesetzte Operationen  sind,  so  entsteht  durch  Umkehrung  jeder 
Formel   der   Differentialrechnung    eine   Formel  der   Integralrechnung, 
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welches  Verfahren  schon  als  eine  der  Methoden  der  Integration  ange- 
sehen werden  könnte. 

In  dieser  Weise  gelangt  man  zu  folgenden  Fundamentalformeln: 

Aus: 

dx"+i  =  (m-{-  1)  x°dx 
folgt  die  Formel 


r  x"+i 


(46 


welche  für  jeden  Wert  von  m  mit  Ausnahme  von  m  =  —  1  gilt. 

Aus: 

d  a*  =  a*  1  a  .  d  X 
folgt 


S 


a* 


a*dx  =  j— +  0 (47 

Je»dx=  e*   +C (48 

Aus: 

d  sin  x  =  cos  x  d  x 

f  cos  X  d  X  =  sin  X  -|-  C (49 

Aus: 

d  cos  X  =  —  sin  X  d  X 

f  sin  X  d  X  =  —  cos  x  -f-  C (50 

Aus: 


d  arc  sm  x  =  —  d  arc  cos  x  =    


J 


Kl  - 


X 


2 


Ki 


dx 

=  arc  sin  X  -f-  C  =  —  arc  cos  x  -|-  C  .  .  (51 


X 


2 


Aus: 

dtangx  =  ^^^^ 


\ 


COS'X 

dx 


C03^X 


^  =  tangx  +  C (52 

Aus: 

-  dx 

d  cotg  X  =  —  -7-2-^ 


sm-x 


l 


^  sm-  X 
Aufi: 


d  X  ,  ,    ^ 

7— 2- =  —  cotgx -j- C (53 


\ 


-  dx 

d  arc  tang  x  =  —  d  arc  cotg  x  =  — j- — ^ 

dx 

\—\ — 7,  =  arc  tang  x  4-  C  =  —  arc  cotg  x  4-  C    .     .     (54 
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Aus: 

d  1  X  =  - 

X 


J 


'^-  =  lx  +  C (55 

X  ' 


Jede  dieser  Grundformeln  lässt  eine  Verallgemeinerung  zu,  welche 
darin  besteht,  dass  statt  x  (mit  Rücksicht  auf  22)  eine  Function  u 
von  X,  z.  B.  u  =  ^  (x)  gedacht  werden  kann. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  aus  (46  die  allgemeine  Formel: 

► — — m  +  l 

9(xjV(x)dx  =  'P^-^,--  +  C (46a 


^ 


m-f  1 

wenn   man   bedenkt,   dass   wegen  u  =  9  (x)   und   d  u  =  tp'  (x)  d  x  das 
Integral  (46a  in 


J 


U™  d  U  = j— ;-  +  C 

m  -|-  1 


i 


übergeht. 

Analog  erhält  man  aus  den  mit   gleicher  Nammer  bezeichneten 
Grundformeln: 

a^(^)cp'(x)dx==-f— +  C (47a 

la 

Je?Wcp'(x)dx  =  e^W  +  C (48a 

fcos(p(x).cp'(x)dx  =  sin9(x)-|-C (49a 

u.  s.  w. 

§  14.  Die  einfachen  Integrationsmethoden. 

i  Substitution  neuer   Variablen, 
Bei  Integralen  von  der  Form: 

J/[x,  cp  (X)]  d  X (56 

kann  sehr  oft  die  Integration  ermöglicht  werden  durch  die  Substitution: 

u  =  ?(x) (a 

Durch  Auflösen  der  Gleichung  (a  nach  x  findet  man  z.  B. 

x  =  ({^(u) 
und  .daraus 

d  X  =  fp'  (u)  d  u, 

CS  geht  also  das  gegebene  Integral  über  in: 


80  Erster  TUil.     2.  Abschnitt. 

Bei  zweckmäßiger  Wahl  der  Substitution  gelangt  man  auf  dies** 
Art  häufig  zu  einer  Grundformel  der  Integralrechnung  oder  zu  einem 
einfacheren,  schon  bekannten  Integral. 

Beispiele: 

1.  J  =  J(a  +  bx)«»dx. 

Setzt  man  a  +  b  x  =  u,  also  b  d  x  =  d  u,  d  x  =  ^  d  u,  so  er- 
hält  man: 

J=  \u«^^du  =  -,  \u"du 

und  zufolge  (46: 

1    u™+* 

•^  =  b  m+I  +  ^' 
demnach  nach  Rückeinführuns:  des  x  für  u: 


J 


(a  +  bx)-dx=:(^i^|:^  +  C    ....     (57 


2.  J  =  C-^-^li.. 


Setzt  man    1  -  x=^  =  u,   also  -2xdx=du,    ^d^  =  -^.y 
SO  erhält  man: 

3C  -i 


J  = 


f      3du  3f   -|, 


und  mit  Rücksicht  auf  (46: 


demnach: 

3x  dx 


J, 


3Vl~x2  +  C (58 


Kl  —  x2 

3.  J  =  fe~**xdx. 

Setzt  man  — x'-^  =  u,   also  — 2xdx  =  du,xdx  =  — ^^       so 
erhält  man: 


J  = 


S-(-t)=-iJ-^« 


Integralrechnung.  ^\ 

und  mit  Rücksicht  auf  ^48 


.i  =  -ie"Tf  c, 


ileranaeli 


.1  2 


^59 


4.  .i  =  \  ^tr 

jax    j-  b 

du 
Setzt    man    ax  4-  b  =  u.    also    a  u  x  =  d  u,    d  x  =:=       .    so   or- 

a  '  • 

liiilt  roan: 

1  t'd  u 


,_ildu_lid, 
j  a    u  a  .1  u 


und  mit   Rücksicht  auf  (55 


.1  -^  ^  1  u  -f  C. 
a 


flcmnach 


;     dx  1 


o. 


\        ,    ,  =     l(ax  I  b.   f  C.     . 
Jax  -f  b        a    '         11 

^ 1         d  X         _^   1  i  d  X 


(60 


Setzt  man      x  =  u.  also   -  d  x  rzr  d  u.     d  x  =  .  d  u.     so     erhält 

a  a  b 


man: 


»  • 

•^1  %  I 


J1  + 
und  mit  Rücksicht  anf  (54 


1 

J  =     ,  arc  tang  u  -\-  C. 

demnach 

:=.        arc  tan«'"      x  -i-  v^ v«i 

a'  +  b-ix'^       ab  ^  a 

Btidiiia.rJjeTic  v.  IfikvtA,  Leiif.  d.  buher.  llathemat.  II.  IM.  ^> 
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dx  1  I*         dx 


6.  .1  = 


I        ax       II         a 


St'tzt   man   ,    =  u.  also  ,   d  x  =  d  u.  d  x  =  k  d  u.  so  ei4itdt  man: 
k  k 

l^r    kdu     _i'      du 

•  -k3yi.._u2-3|'i  ->- 

.und  mit  Rücksicht  auf  (51 

J  =  arc  sin  u  -!-  ( \ 
demnach 

V-i^^rr^-- =  arc  sin  1 — j- C i62 

In  derart  einfachen  Fällen,  wie  die  hier  angeführten,  kann  bei 
einiger  Übung  die  Integration  ohne  Substitution  neuer  Variablen,  bei 
Berücksichtigung     der     verallgemeinerten    Grundformeln,     ausgeführt 

werden. 

Zur  richtigen  Wahl  der  Substitution  ist  es  nothwendig  zu  erkenneiL 

auf  welche  der  Grundformeln   das  vorgelegte  Integral   wahrscheinlich 

•zurückgeführt  werden  kann.   Hat  man  diese  aber  einmal  erkannt,  so 

kann  die  Substitution  oft  durch  einfache  Überlegung  erspart  werden. 

Der  Gedankengang  bei  dieser  Art  der  Integration  soll  an  einigen 
einfachen  Integralen  gezeigt  werden,  und  die  eventuelle  Substitution 
hiebei  stets  angegeben  werden. 

Als  Übergang  auf  neue  Beispiele  mögen  zwei  schon  durch  die 
Substitutionsmethode  gelöste  Aufgaben,  nämlich  (1  und  (5.  in  der  an- 
gedeuteten Weise  nochmals  gelöst  werden. 

Beim  Beispiele  1 

J=  j(a-fbx)"dx 

hätte  man  folgendermaßen  schließen  können.  Das  gegebene  Integral 
würde  direct  auf  die  Grundformeln  (46a  und  (46  führen,  wenn  statt  d  x, 
d  (a  -|-  b  x)  stünde.  Nun  unterscheidet  sich  aber  d  x  vom  d(a-|-bx)  =  bdx 
nur  durch  den  constanten  Factor  b;  setzt  man  somit  d(a4-  bx)  statt 
d  x,  so  multipliciert  man  dadurch  die  Function  unter  ,dem  Integral- 
zeichen mit  b,  welche  Operation  durch  Division  mit  io  yor  dem  Inte- 
gralzeichen aufgehoben  wird.  Man  kann  somit  .schjji^iben: 
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=  bi'c 


+  bx)'"d(a  +  bx) 


und  erhält  zufolge  der  Formel  (46a 


l(a  +  bx)»+' 


Beim  Beispiele  5 

.1  = 


dx        1  I  dx 

a^  +  Px'^-ä^y^^-^J^ 


kann  man  sofort  schließen,  dass  dieses  Integral    sich    auf  die  Grund- 
formel (54  zurtickführen  lässt,  wenn  dl  — xl  statt  dx,  gesetzt  wird, 

wodurch  nur  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  mit  —  multipli- 

a 

eiert  wird,  was  durch  Division  mit  derselben  Größe  vor.  dem  Integral- 
zeichen aufgehoben  wird.  Man  erhftlt  somit: 


also  zufolge  (54 


I         1  b        ,    ., 

J  =        arc  tanff  —  x  +  L 
ab  ^  a       ' 


,        r  ,  fsinxdx 

7.  J  =  Jtangxdx  =  J---^-. 


Hätte  man  im  Zähler  —  sin  x  d  x  =  d  cos  x,  so  wäre  das  gegebene^ 
Integral  direct  auf  die  verallgemeinerte  Grundformel  (55  zurückgeführt,' 

Schreibt  man  also  in  J  statt  sin  x  d  x,  d  cos  x,  so  multipliciert 
man  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  mit  —  1,  welche  Ope- 
ration durch  Division  mit  —  1  vor  dem  Integralzeichen  aufgehoben 
wird.  Es  ist  also: 

dcosx 


=- 


cosx 
somit  zufolge  (55 


J  =  J  tang  X  d  x  =  —  1  cos  X  +  C (63 

eventuelle  Substitution  cos  x  =  uj. 


6* 
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Durch  analoges  Schließen  erhält  man: 

r.     ['  ,  fcosxdx        (dsinx       ,    .         ,    ,., 

8.    icots:  X  d  X  =  \      .  -     =  \-—  -  -     =  1  sin  X  -4-  C; 
J      '^  .1    sm  X  .}  sm  X 

(eventuelle  Substitution  sin  x  =  u). 


(64 


9.    \  cos  <  a  x)  d  X  =       \  cos  (a  x)  d  (a  x)  --      sin  (a  x)  4-  C  .     .     '  Hf» 
j  '  a  J  a 


(eventuelle  Substitution  a  x  =::  u). 


,^     (x»-idx         1    ld(a4-bx°)         1    ,         ,    ,  ,    ., 

.la4-bx»       nbj    a-4-bx"  nb    ^      '  '    ' 


(eventuelle  Substitution  a  -j-  bx**  =  u). 


1 


11.    f   -  ""  ^^,        =-     C(a-^  +  b^x^)    '  d (a-^  +  M x^)  = 
JKa^+b'^x-^       2b\r 


(6H 


(eventuelle  Substitution  a-  -f-  b^x-  =  u). 

u.  s.  w. 

Bemerkung:    Die   Ergänzung    eines  Theiles    der   Function   zum   Diftorentijit- 
quotienten  eines  anderen  Theiles  derselben  ist  mit  Rücksicht  auf  (44  nur  durch  Con- 
stante    gestattet,    d.  h.   es  darf  keinesfalls    unter    dem  Integralzciclien    mit    der    Int«^ 
grationsvariablen   multipliciert  werden  im  Glauben,   durch  Di\nsion  vor  dem  Intenrr»! 
»eichen  diese  Operation  aufheben  zu  können. 

2.    Umfarmwig  der  Function  unter  dem  Inttigralzeichen. 

Bei  einzelnen  Integralen  ist  die  Zurückführung  derselben  auf 
eine  der  Grundformeln  durch  zweckmäßige  Umformung  der  Functiou 
unter  dem  Integralzeichen  möglich. 

Das  Wesen  dieser  Methode  ist  am  deutlichsten  an  einigen  J^ei- 
spielen  zu  ersehen: 


1.  .T=:ll/l±|d:.. 

Multipliciert   man  Zähler    und  Nenner    des   Bruches    unter   dein 
Wurzelzeichen  mit  1  -[-  x.  so  erhält  man: 

.i-e.L+_-dx. 


"  .Vit- 


■2 
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und   mit  Rücksicht  auf  (45 

;     dx        .    r    xdx 


.n'i-x'^"^3Fi 


x^ 


Jilsf) 

J  =  arc  sin  x  —  )/ 1  —  x-  +  C (67 


J=Vi  +  ^.^--- 


+ 

Addiert  und  subtrahiert  man  die  Einheit  im  Zähler  des  Bruches, 
•i()  hat  man 


.1  = 
oder 


(V-14-1 ,  _(V-i ,    ,  r  dx 


j  =  3Vx-i)d.  +  ^V-^^,==jx.dx-3dx  +  ^^,.:J_^^,. 


(U'ntnach 

J  =  "   —  X  +  arc  tang  x  -f  C (68 


X» 


J  = 


f    dx 


Hier  kann  man  setzen: 


i  — x^       2  ir+x    '    1  — x/ 
und  erhült 

,_i  iV  1     .     ^  \a      u*  dx      1  r  dj 

-^  —  2  3Vi  +  x  ^  1-x/  ''^  -  2  h  i  X       2  3  1- 


X 
X 


•Ütsfl 


«I.   h. 


J  =  Jl(l^x)--^l(l-x:,    ;    C\ 


j  =  il''!-+"  -V 


,  (69 

1  —  X  ^ 


4  J  -  t         *_4^ 

j2-j-2x2-t-x*' 


gg  Enter  Th«il.     2.  AtMchnitt. 

Weil 


2-|-2xM-  >:'=  1  +  U   rx*)^ 


so  ist 


mithin 


T  — f         xdx  _  1  r     d  (1 


+  x*) 


(1  +  X»)* ' 


J  =  ^  arc  tang  (1  -\-  x^) 


u.  s.  w. 

3.  Partielle  (theüweise)  Integration. 

Bildet  man  das  Differential  eines  Productes  u  .  v,  dessen  Factoren 
n  und  V  Functionen  von  x  sind,  so  erhält  man: 

d  ( u  V )  =  u  d  V  -f-  V  d  u. 
Durch  Integration  dieser  Gleichung  folgt 

^d  (u  v)  =  ^  u  d  V -f- f  V  d  u, 

u  V  ==  ^u  dv  -j-  ^v  du, 
oder 

^u  d  V  =  u  V  —  f V  d  u '70 

Die  Gleichung  (70  als  Grundformel  der  partiellen  Integ^ration 
charakterisiert  eine  der  wichtigsten  Methoden  der  Integration. 

Angenommen,  dass  bei  dem  vorgelegten  Integral  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  als  Product  zweier  Functionen  /*(x)  und 
rp'(x)  darstellbar  ist,  von  welchen  die  eine,  nämlich  ?'(x),  als  Diffe- 
rentialquotient einer  Function  'f(x)  zu  erkennen  ist,  d.  h.,  dass 
l^'(x)dx  bekiinnt  ist.  so  kann  man  setzen 

/(x  j  :=  u.  also  /'  (x)  d  X  =  d  u 

und 

'f '  (x)  d  X  rr=  d  V.  also  f  (x )  =  V 

und  erhält  zufolge  (70 

i>  (x)  ?'  (x)  d  X  =  /  (X)  'f  (X)  -  |>  (XJ/  (X)  d  X, 

wo    das   neugebildete   Integral    auf  der  rechten   Seite   möglicherweise* 
leicht  zu  integrieren  ist,  indem  vielleicht  durch  die  Differentiation   von 
'  ^x)  eine  unbequeme  Function  entfernt  wurde  u.  s.  w. 
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Durch  einige  Beispiele  soll  dies  anschaalich  opemacht  werden: 

1.  J  =  |x"  Ix  dx. 

Setzt  man  hier: 

x"  d  X  =  d  V.  also  v  =       ,    ^ 

n  -f-  l 

und 

I  X  =:  u.   also  d  u  =        , 

X 

so  findet  man: 

i',  ,  x"  +  *        ,  i'  x°  +  *   dx 

J  =  V  1  X  X"  d  X  =        .-.Ix  —  \        ,    . 

J     u  dv-      .  . ' .  u  ] ' ^^ 


oder 


n  -r-  1  n    -    1  1  n  -f-  1  (n  -4-  1)-    * 


1      • 


m  -f  1) 
(lemnucli 


^  =  n'"l("'-„il)!-'' 


(7» 


2.  J=Oxdx 


So  einfach  dieses  Integral  aussieht,  erscheint  es  nicht  unter  den 
Grnndformeln.  weil  1  x  nicht  durch  Differentiation  einer  einfachen 
Function  entstanden  sein  kann. 

Wendet  man  auf  dasselbe  die  Methode  der  partiellen  Integration 
au.  und  setzt  hiebei: 

u  =  I  x.  also  d  U  r:= 

X 

d  X  =  d  V.  also  v  --  x. 
Nj  findet  man: 

dx 

.l=:llxdx  =  X.    Ix     —  i    X         -^^Xlx  \dx^=:X.lx  —  X-|-C, 


llxdx  =  x.  Ix   — \  X      -^^xlx  —  \dx 

,'     n       dv  T         w  1    y    ^^ 

I  du 


♦l^mnach 

flxdx  =  x(lx  -  IH   ^' (71 

Wie    ZU    ersehen  ist,    wurde    durch   Anwendung    dieser  Methode 
1  X  durch  Differentiation  weggeschafft. 
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Setzt  man: 


u  =  X.  also  d  u  r:^  d  X 


und 


=  UV,  also  V  =  —  IL  —  X-. 
1  —  X- 


«o  iindot  man: 


J 


ix  ''''''  --=  - X  la-x'^- r -n -xMx. 

\    u     i_V      _V  u  V  ,^  V  da 


«iv 


litliin 


J  =  --x  I  1  -x-^  ^  Hl— -^*^<ix» 


transformiert  man  das  Integral  rochtj^,  indem  man  unter  dem  Intenrnil- 
zeiehen   mit  )  1  —  x^  miiltipliciert  und  dividiert,  so  erhält  man: 


•'-  -i^-^^"M,a;:.'''^= 


.Vi  ■'' 


oder 


d.  h. 


(lemnacli 


=       X  H  ■   -  x--h  V  ,..  -  V., 


,]   zzi:  X  I   1  X-     ;      aiT  slll  X   —  .1, 


2 .1  rz:^  -     X  1  1  —  x-  -f-  arc  sin  x. 


X     '  1 

J  =  —    .  1'  1     -  X.-  -I-  ^  are  sin  x    1-  ^ ' 

2  *  '2  ' 


73 


Dieses  verhältiiisnijißig  einfache  Jk»ispiel  zeigt  schon,  djuss  man 
nicht  immer  mit  einer  Methode  das  Auslangen  findet,  sondern  häufig 
mehrere  Methoden  nacheinander  anwenden  muss,  um  zum  Resultiite  zu 
gelangcni.  Wie  dies  geschieht,  ist  aus  den  folgenden  Paragraphen  zu 
(^rseluMu  in  welchen  allgemeine  Anhaltspunkte  gegeben  werden,  wir 
die  Integrale  ]v  nach  der  (lattung  der  Functionen  unter  dem  IntograJ- 

"u  zu  liehandehi  sind. 

/ 
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§  15.  Integration  der  rationalen  Functionen. 

1.  Die  rationafe  ganze  Function, 

Ist  die  unter  dem  Integralzeichen  belindliche  Function  dne  ratio- 
nale^ ganze  Function,  so  bietet,  wegen  des  einfachen  Baues  derselben, 
ilie   Integration  keine  Schwierigkeiten. 

l>ie  allgemeine  Form  einer  rationalen  ganzen  Function  ist: 

/( X )  =  a^  x"  -f  a,  X"-  *  -j-  *4  ^"  ~^  "I"  •  •  •  H"  **■- 1  ^  "1"  *n?> 
♦  n   eine  ganze  Zahl)  demnach 

J  =  ff\x..dx  =  C{a.jX"    ';-a,  x"-^    [a-^x"-*   j   .  .  .  a«-!  x  4"  Än}dx, 

od<T  zufolge  (45  und  (44 

^(.xjdx  =  ao  i'x»dx  4    a,  jx»-'dx  f  A2Jx»-2dx  -|-  . .  .  -f- 

-|-  an_i  j^x  <lx  -|-  an^dx 

wodurch  die  Aufgabe,  auf  di<^  Grundformel  (46  zurückgeführt^  ako 
immer  lösbiir  ist. 

Durch  Ausführung  der  angezeigten  Integrationen  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen erhält  man: 

iVixMlx  =      ')'    -  x»  +  ^  -f  ^^  X"  +      '"---x-  -^  4.  .  .  .    f.  ^-7^x'^-f 
,V'  n  4-  1  '    n  '    n  —  1  '  '2  ^ 

d.  i.  eine  Gleichung,  welche  deutlich  zeigt,  dass  das  Integral  cinfa* 
rationalen  ganzen  Function  wieder  eine  rationale  ganze  Function  und 
nur  um  einen  Grad  höher  ist. 

2.  Die  rational  gehrocJiene  Function. 

Jede  gebrochene  rationale  Function  kann  als  Quotient  von  zwei 
rationalen  ganzen  Functionen  dargestellt,  also  auf  die  Form  gebracht 
werden. 

in  welpher/(x)  und  ^(x)  rationale  ganze  Functionen  bedeuten. 

Man  bringt  sie  auf  diese  Form,  indem  man  alle  angezeigten  Ope- 
rationen ausführt. 
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80  ist  beispielfwci^o  darch 

7=-  i+Y    -+^'^ 

x-'l 

j  kb  rationale  gebrochene  Function  ron  x  gegeben,  denn  man  findet: 

2xi  — 2x  — 3 

X  — 2  ,    ^  2x'  — 4x'''  — x-}-3  ,   ^ 

Y=  ■  ,-0         +5x=  j-  •  -fox, 

X  -|-  2  X*  — 4 

X  —  1 

7x»  — 4x*  — 21x  +  3 

x*^  —  4  ' 

lind  hat  dantit  die  eingangs  angegebene  Form  hergestellt. 

Jede  rational  gebrochene  DiflFerentialfanction  kann  durch  An- 
wendunp^  der  Substitutionsmethode  und  der  Umformung  in  geschlossener 
Form  integriert  werden. 

Bevor  die  allojemeineren  F'äUe  behandelt  werden,  soll  die  Inte- 
gration  einiger  Grundformen  gezeigt  werden: 

d  X 

(K  —  a)' 

—  n  f  1  (n  — l;(x  — a)"-»    ^ 

2.  \       -     ,=-l(ax    •    b)  -     ( rOa 

analog 

^  dx 


1.   \,       '        =i(x  —  a)-"  dx  r::=  l*(x  —  a'i-"d(x  —  al  = 
j(x  —  a)°       •  .' ^  ^ 


^ 


L'^""-  =l,x  — a)    L  C.     .     .     .     .     .     .   60b 

,lx  -  -  a 

3.  \     l\     =+/l(a  +  bx)    f  C      .....  (lioc 

Ja  +  bx        —  b        —       ^    ' 

[tSubstitution  u  -~  ( a  ^h  b  x)]. 

A  f       dx  1  *  •>        I    /1 

4.  \  -.,- ,  -,  ..    .,  =    ,  arc  tang     x  -^-  (; 

JaM-b^x-       ab  ^  a       ' 


Ol 


Substitution  u  =      x.l 

.  a 


^'       .  ,        {        dx 


l        dx 
Ja-  —  b'-'x^* 
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Bei   diesem   Integral   gelangt   man   durch  Umformang  (zur   ent- 
5prechenden  Substitution)  znm  Ziel. 

Es  ist  nämlich:  • 

i  dx  i  dx  11  4-x 

'    —  ya  +  bx)(a-bx)-\r+bx^^^^^ 

J  Ja  — bx  Ja  — bx 

Da  man  durch   Differentiation   des  Bruches  ,       einen  Bruch 

a  —  bx 

mit  constantem  Zähler  und  dem  Nenner,  (a  —  b  x)'^  erhalten  wird,  so 
kann  man  daraus  schließen^  dass  die  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen  —  abgesehen  von  constanten  Factoren.  j—  durch  Differen- 
tiation von 

j/a  +  bxV 

Va  —  bx/    .  ■    •   .  .  1    .  •,'.,  ...ii 

entstanden  ist: 

,/.  a4-bx\_       1  2  ab 

V   a  —  bx/        a-pbx'(a  —  bx)'^ 

a--bx 

Man  hat  somit: 


:')  2 ab.)     V   a  —  bx/ 


1    r       '  2ab      ^^_    i    V^/l^'-r-lf:» • 

2abVa-f-bx(a  — bx'^) 
.  I  a  —  b  X 


d.  h. 


r      dx  1    ,a-rbx^|, 

) a^  —  b-*  x^ "~  2  a  b  a  —  b  x  '^ 


>d«r 


>  .  ■  > 


4 

\ 


1^       ^1    j],a  +  bx.^,. ^74 

a-  —  b-  x-      ab        a  —  b  x 


Auf  dieselbe  Art  erhält  man: 


r     dx  lj|/'afx     ^    ......     .(Tia 

,]&^  —  x^       a       a  —  X 

V.A->=='lF'.T^-C ..g74b 

.ix^  —  a-        a        X   f-a 


r 

6.  Das  Integral 

j^r      A  rBx      ^^ 

Ja-j-bx  -j-cx*-^ 

läast  sich  auf  (61  oder  (71  zurückführen. 


CK)  £nter  Theil.     2.  Abflchnitt. 

80  irt  beiflpielswci.^to  durch 

x-2   +^^ 

^=-- x--r2  ■+^^ 

X  —  1 
j  ab  rationale  gebrochene  Function  von  x  gegeben,  denn  man  findet: 

2xi  — 2x  — 3 

X  — 2  ,    _  2x»  — 4x2  — x-l-3 

x  4-  2  X*  —  4 

X  — 1 

7x'  — 4x2  — 21x  +  3 

und  hat  damit  die  eingangs  angegebene  Form  hergeRtellt. 

Jede  rational  gebrochene  Differentialfanction  kann  durch  An- 
wendung der  Substitutionsmethode  und  der  Umformung  in  geschlossener 
Form  integriert  werden. 

Bevor  die  allcremeineren  P'älle  behandelt  werden,  soll  die  Inte- 
gration  einiger  Grundformen  gezeigt  werden: 

1.   \         *        ==  f(x  — a)""  dx=  \*(x  —  in-"  d  (x-  -al  = 


.Hx-aV 

(x  — a)-''  +  ' __  1 

—  n   |- 1  (n  —  l;(x  —  tt) 


„_,-1  C    •     •     •     '-60 


^  l'    d  X  1  .  ,    , 

2.  \  =-1  ax-t-b) 


I    t ' 


60a 


anatog 


;  dx 


\-     "^     .^l,x-a)    \-  C 
jx  -    a 


60b 


dx  .    1 


3.  \      /"^      =  +^  l(a  + bx)    |-  C (<iOi 

Ja  +  bx  —  b        -u       /    I 

[Substitution  u  ^-^  ( a  -j^  h  x}]. 

.                    l"      dx  l      ^        •>       ,    ,. 


+ 

KSubstitution  u  =     x.l 

.  a 

o.  J  — 


61 


r    dx 

Ja*^  — b*^x2- 
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Bei   diesem  Integral   gelangt   man   durch  Umformang  (zur   ent- 
sprechenden Snbstitation)  znm  Ziel. 
Eis  ist  nämlich: 


'•  ,  .»  .  .'• 


(a4-bx)(a— bx)       \a.+  bX/a_jj^N-.       K+^x    (a-^bx)<- 

Ja  —  bx^  Ja  — bx 

Da  man  durch  Differentiation  des  Bruches        -,-     einen  Bruch 

a  —  bx 

mit  constantem  Zähler  und  dem  Nenner,  (a  —  b  x)'-^  erhalten  wird,  »o 
kann  man  daraus  schließen^  dass  die  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen —  abgesehen  von  constanten  Factoren.^—  durch  Differen- 
tiation von 

/a  +  bx\ 

Va  — bx/ 

entstanden  ist: 

2  ab 

b  X  *  (a  —  b  x)'^ 

a  —  bx 

Man  hat  somit: 


1 

I 


V  a  —  bx/       a  + 


T  A    i         '  2ab       ,  1    l  i/^i  ^  +  bx\    , 


I      • 


'V    ' 

2ab\a4-bx 
,1  a  —  i)  X 
d.  h. 


». 


4Kler 


f      dx  1    la  +  bx  /^'^ 

3a2  — b^x2'~2ab  a  — bx^ 

...  .  • 

i      dx       _   1      |/a  +  bx  I   ,,  ...     (74 

>-'-bix2~ab    '  a  — bi 

Auf  dieselbe  Art  erhält  man: 


dx  l.|/a  +  x   ^^  .    ■  .^^^^ 


,  1 . 

x^       a       a  —  X 


l*    dx 

4 

I  r 

Jx^  —  a-        a     '  x'1-a 


r 
6.  Das  Integral 


=  \    - 

Ja  +  l 
Ü&sst  sich  auf  (61  oder  (71  zurückführen. 


J=  \      .-,        ,  *      .»dx 
bx  i-cx^ 
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Hebt   man        als  Factor  heraus  und  zerlegt  das  Integral  in  z\\ei 
Integrale,  so  erhält  man: 
j^ir      A^Bx       ^^^A/  dx  ^B;         xdx 

«V*  +  ^xfx-^  M*   f  ^  h^-^  '    'V'  +  ^f^^ 

Setzt  man  nnn  zur  Abkürzung: 

-  =  q.  =2p. 


so  ist 


A  f  dx  BT         xdx 

•  -"c  Jx2  +  2px4-q  ^    c  Jx^ 


+  2px  +  q 

Diesem   beiden  Integrale   sollen  nun  der  Reihe  nach  abgehandelt 
werden. 

Das  erste 

dx 

2px  +  q 

geht   durch  Umformung   (p*^    im   Isenner  addieren    und    subtrahieren 
über  in 

dx 


^^=fc^ 


•'•         3x»  +  2px+p2   f  q-p^         .Vs 


>  f  p)' +  (q  -  P*)  • 

Setzt  man  darin 

X  -}-  p  =  u.     als<j     d  X  =  d  u, 
fio  erhält  man 

du 


Je  nachdem  nun  q  —  p^  -:  0.    hat    man    es  mit    den    bereits  be- 
kannten Formen 

'    dx 


lu  thun. 


r  dx       rdx     r 


X*  — a^ 


a)  Ist  q  —  p2  >  0, 
so  hat  man  zufolge  (61  (b''  =  1.      a-  ^=^  q  —  p^j: 

•'«=^  „arctiing       _"..       f  0, 

rq  —  p-  rq  —  p^ 


In  togralreohnang. 


»3 


ai^o 


J,  =   , arc  tans:  ,.:=rs=^—  11;. 

*  l/n  _  r^'i  "^  Vn  —  r^t    ^ 


Kq  — F 


l  q  -  p^ 


b)   Ist  q 

><)  hat  man 


p^  =  0. 


demnach 


■'. = !iv =-:+«. 


.1,  =  -  -i--  +  c. 


c)  Ist  schließlich  q  —  P^  <  Oj  dann  ist 

q  _  p2  =  _  (p2  _  q), 

wobei     p*  —  q    wesentlich    positiv    ist,    und    man    hat    zufolge    (74b 
la*  =  p*  —  q) 

1 


also 


■'       2}y-q    u+Kp^-q  ' 


2iy-q    x  +  p  +  lV-q   ^ 
Fasst   man  alle  drei  Fälle  zusammen,   so  gelangt   man   xur  fol- 


irfnden  Formel: 


dx 

3x*4-2px4-q 


—  arc  tang -__-__.  4"^i  wenn  q — p*>0 

Iq— P'' 


\'<{—V' 


\ 


x-fp 


+  <^' 


+  p-Kp^-q   . 


l2>y-  q  x  +  p  +  J/p^-q   ' 
Daa  zweite  Integral 


q_p»=0     (75 


q„p»<0 


J.. 


.w 


xdx 
+  2  px  +  q 

kann  durch  Addieren  und  Subtrahieren  von  p  im  Zähler  zweckmäßig 
umgeformt  werden. 
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Man  findet  dann: 


•'•^  =  i4'tpxfq'*'^^fo4"2tx  +  q''"-pL4-- 


dx 

xJ  +  2px  +  q  .h^  +  2px  +  q""       »"  Jx'« -f  2 p  x -^ -l 

oder 

,  -iC.    2_x  +  2p  l-  dx 

''^-23x'^  +  2px  +  q*'''       P.W+2px+q 

Das  Integral  J2  ist  somit  in  die  Summe  zweier  Integrale  zerlef:t 
von  welchen  das  zweite  bereits  bekannt  ist  (Formel  751 
Das  erste  dieser  Integrale 

2x-f2p       , 

dx 


i      2j 


2px  +  q 

ist  direct  eine  Grnndformel,  denn  es  befindet  sich  im  Zähler  da.« 
vollständige  Differential  des  Nenners: 

Mithin  ist: 

L   ^    ''^''  =Juxif  2px  +  (i)-pi   2  I   o""      I       fC\..(76 

.}x^4-2px   f  q        2  i       t        •     1/       rjx2.|_2px  +  q 

wobei  das  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehende  Integral  durch  (75 
gegeben  erscheint. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
eine  compliciertere  rational  gebrochene  Function  ist  kann  dieselbe, 
wie  eingangs  angeführt,  auf  die  Form 

gebracht  werden,  in  welcher  /(x)  und  ^  (x)  rationale  ganze  Func- 
tionen sind. 

/•(x) 
Ist  der  Bruch     -,  z  kein   echter  Bruch,    d.  h.    ist   die   Function 

?  (x) 

im  Zähler  /(x)  vom  höheren  oder  gleich  hohem  Grade  wie  jene  im 
Nenner  ^(x),  so  kann  dieser  Bruch  durch  theilweise  Ausftihrang  der 
angezeigten  Division  als  Summe  einer  rationalen  ganzen  und  einer  echt 
gebrochenen  Function  dargestellt  werden. 

So  ist  beigpielsweia« 

X* —  x  4-  2 
x2— Tx-  3 


,xi-f2x  +  7) -}-„/--   • 


Integralrechnung.  ^ 

eine   unecht  gebrochene  Function  and  kann,  weil 

(x«-x4-2):(x-^-2x-3)  =  x-^-f  2x-f  7-f^/-^i"^ 

X*  — 2x»  — 3x^ 

2x»-f3x2  — x  +  2 
2x=»  — 4x^  — 6x 

~  7x2 +  5x4-2 
7x2  — 14x  — 21 
19X-1-23 

durch 

19x4-23 
x2  —  2  X  —  3 ' 

alfio   durch  eine  Summe    aus    einer    rationalen    ganzen    und    einer    rationalen   echtge- 
brocbenen  Function  ersetzt  werden. 

Das  Integral  einer  nnecht  gebrochenen  Function  kann  ako  stets 
als  Snmme  zweier  Integrale  dargesteUt  werden,  von  welchen  eines 
wne  rationale  ganze,  das  zweite  eine  rationale,  echt  gebrochene  Function 
unter  dem  Integralzeichen  enthält. 

Die  Integration  einer  rationalen  ganzen  Function  ist  inuner  möglich^ 
und  wurde  bereits  besprochen,  so  dass  also  hier  nur  noch  die  Inte- 
gration einer  echt  gebrochenen  rationalen  Function  zu  besprechen  er- 
übrigt. 

Ist 

M 

?  (x) 

ein  complicierterer  echter  Bruch,  so  kann  derselbe  durch  entsprechende 
Umformung  als  Summe  mehrerer  einfacherer  Brüche,  sogenannter  Par- 
tialbrüche,  dargestellt  werden.  Zu  dieser  Darstellung  ist  die  Kenntnis 
einiger  Sätze  aus  der  Theorie  der  höheren  Gleichungen  erforderlich, 
welche  hier  nur  kurz  angeführt  werden  aollen,  da  sie  im  zweiten  Ab- 
schnitte näher  untersucht  und  bewiesen  werden. 

Jede  Gleichung  des  n^"  Grades  kann  durch  Transformation  auf 
die  Form  gebracht  werden 

ff  (x)  =  x°  +  a,  x°-i  -f  a^x»-»  -[-  .  .  .  -f  a„..i  x  -f  a„  =  0, 

in  welcher  a^,  a^. .  . .  a«  ganze  2^hlen  sind,  von  welchen  einzelne  auch 
Null  sein  können. 

Eine  Gleichung  n**»  Grades  hat  n  Wurzeln. 

Sind  Wj,  W2,  W3  . . .  Wn  diese  n  Wurzeln,  so  nennt  man  die 
Binome  x  —  w^.  x  —  w^.  x  —  W3, . . .  die  Wurzelfactoren  der  Gleichung, 


L 
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und  ist  das  Gleichungspolynom  ^  (x)  gleich  dem  Producte  sÄmmUiclier 
Wurzelfactoren 


^(x)       (x  --  Wi)(x  —  W2)(x  —  w.<) .  .  .  i^x  —  w 


II  ;• 


Dabei  können  die  Wurzeln  real,  imaginär  oder  grupj>en weist' 
untereinander  gleich  sein. 

Sind  insbesonders  p  reale  W^urzeln  a,,  gleich,  so  gibt  jede  der- 
selben den  W^urzelfactor  x  —  ap,  demnach  geben  die  j)  gleichen  Wurzeln, 
p  solcher  Wurzelfactoren,  deren  Product  (x  —  ap)P  ist.  Hat  also  die 
Gleichung  je  p,  q,  r.  s  gleiche  reale  Wurzeln  ap.  a<,.  ar.  a^.  si»  ist  da.-- 
Gleichungspolynom  cp(x)  in  der  Form  darstellbar 

ff  (x)  =  (x  —  ap>  (x  —  a^y  (x  >~  sl^Y  (x  —  aj*. 

Imaginäre  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  realen  C'oefficienten  treten 
nur  paarweise  als  conjugierte  W'urzelpaare  auf.  Das  Product  der 
Wurzelfactoren  eines  solchen  Paares  complex  conjugierter  Wurzeln 
ist  ein  quadratisches  Trinom  mit   realen   C^oeflicienten    von   der  Form 

X-  -["  2  p  X  4-  q. 

Hat  also  eine  Gleichung  mehrere  Paare  conjugierter  W'urzeln,  s«- 
kann  für  jedes  derselben  das  Product  der  Wurzelfactoron  zu  einem 
derartigen  quadratischen  Trinom  zusammengezogen  werden. 

Demzufolge  kann  jede  algebraische  rationale  Function  rp  (x)  aU 
ein  Product  dargestellt  werden 

?  (x)  =  (x  —  w,)  (x  —  W2) . . .  (x  —  ap iP  ( X  —  ii^y  .  .  .  (x^  +  2  p,  X  -f-  q, ) . . . 

wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  cp  (x)  =  0  oder,  wie  mau  zu  sagen 
pflegt,  die  Nullstellen  der  Function  bekannt  sind. 

Bringt  man  also  die  Function  cf(x)  im  Nenner  des  gegebenen 
Bruches, 

durch  Transformation  auf  die  Form 

<f(x)  =  'x"   ja,  X«-»  -f  ...-f  a„, 

in  welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  1  und  alle  anderen 
(k)efficienten  ganze  Zahlen  sind,  so  kann  der  gegebene  Bruch,  wenn 
man  die  Wurzeln  von  cp  (x)  =  0  kennt,  auf  die  Form  gebracht  werden: 

(X  -  -  w,)  (x  —  wj)  . .  .  (x  —  ap^P  (x  —  a^)^  .  .  .  fx'^  -j-  2  pi  x  +  q,) .  . . 
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Dieser  Bruch  kann  nun  als  Summe  von  Brüchen,  sogenannten 
Partialbrüchen,  angesehen  werden,  deren  Nenner  die  Factoren  des  ge- 
liieinschaftlichen  Nenners  sind,  und  deren  Zähler  so  bestimmt  werden 
müssen,  dass  die  Summe  dieser  Partialbrüche  dem  gegebenen  Bruche 
gleich  ist,  was,  wie  die  folgenden  Beispiele  lehren  werden,  immer 
möglich  wird. 

1.  Der  echte  Bruch 

/(x)  _        2x^  +  3x4-1 
?  (x)  ""  x3  —  6  x2  +  11  X  —  6 

ist  m  Partialbrüche  zu  zerlegen. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung 

9  (x)      X»  —  6  x*^  +  11 X  —  6  =  0 

sind    w,  =1,  Wj  =  2  und  W3  =  3,  demnach  ist 

./(x)^_    2x2  +  3x+J 
cp(x)       (X  —  1)  (X  -  2)'(x  —  3) ' 

Bezeichnet  man   nun   die  noch  unbekannten  Zähler   der  Partial- 
brtiche  mit  z,,  z^  und  Zj,  so  muss  die  Gleichung  bestehen 

2  x^  +  3  X  -f-  1  Zj        ,       Z2       I   •   Z3 


+  --"-ö+ 


(X  — l)(x  — 2)(x  — 3)      X  — l^x  — 2^x  — 3' 

aus  welcher  durch  Summierung  der  Partialbrüche 

__2x2+_3x -|-_1         _ 
(X  -  1)  (X  -  2)  (x  -^3)  - 

zt(x  — 2)(x  — 3)  +  z,(x— 1)  (X  —  3)  +  23(x  — l)(x  —  2) 

(x-l)(x-2)(x-3)  '      ' 

oder,  wenn  man  den  Zähler  rechts  nach  Potenzen  von  x  ordnet, 

2x^  +  3x  +  l         _ 

(x  -  1)  (X  -  2)  (X  —  3)  ~ 

^(zt  +z;  +  za)x2— (5zi  4-4z^  +  3z3)x  +  (6z,  +3z^  +  2 z,) 

(X  -  1)  (X  -  2)  (X  -  3) 

folgt.  Soll  nun  die  letzte  Gleichung  für  alle  Werte  des  x  bestehen, 
so  müssen  die  Zähler  beider  Brüche  identisch,  also  die  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  des  x  einander  gleich  sein.  Setzt  man  nun  diese 
Coefficienten  einander  gleich 

BttdisavUeviö  n.  Mikiita.  Leitf.  d.  höber.  Mathemat.  II.  Bd.  7 


J9«  Erster  Tbea     2.  Abschnitt. 

5z,  -j-4z2  -f  Szj  =  —  3. 
6  Z|  -j-  3  25-2  -f"  2  Zj  ^  1, 

4C  rrLUt  man  ebensoviele  in  Bezog  auf  die  unbekannten  Zähler  z 
.:.:3i»are  Gkichungen  als  Partialbrüche  vorhanden  sind,  und  durch  diese 
^/^i^hftngen  sind  alle  Zähler  eindeutig  bestimmt. 

Im  g^ebenen  Falle  findet  man  z,  =  3,  Zj  =  —  15,  Z3  =  14. 
■iltfain 

/.x,  _       2x'^  + 3x4-1        _      3 15      ,       14 

•ri'x;~x'  — 6x^  +  llx  — 6~x  — 1      x  — 2"^x  — 3' 

wfAuTfth  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  ist. 

Jeder  realen  einfachen  Wurzel  der  Gleichung  9(x)=0 
entspricht,  wenn  9 (x)  der  Nenner  der  gebrochenen  Function 
i-t.  ein  Partialbruch,  dessen  Zähler  eine  bestimmte  Constante 
ond  dessen  Nenner  der  entsprechende  Wurzelfactor  ist. 

2.  Eis  ist  die  Function 

fix)  _  4x3  4.I6X  — 3 
V(x)~        (x-1)^ 

in  Partialbrüche  zu  zerlegen. 

In  diesem  Beispiel  hat  die  Function  ^(x)  im  Nenner  eine  vier- 
fache Nullstelle  1 ,  d.  h.  die  Gleichung  (x  —  1)^  =  0  hat  vier  gleiche 
Wurzeln  1. 

Würde  man  auch  hier  wie  im  vorigen  Beispiel  jeden  der  Wurzel- 
factoren X  —  1  als  Nenner  eines  Partialbruches  ansetzen,  so  würde 
man  vier  Brüche  mit  demselben  Nenner  x  —  1  erhalten,  und  der  ge- 
meinschaftliche Nenner  derselben  wäre  x  —  1   und  nicht  (x  —  1)^. 

In  einem  derartigen  Falle  führt  aber  folgende  Zerlegung  zum 
Ziele: 

4  x'»  +  16  X  —  3  z,  zj Z3 Z4 

(x  —  1)"»'        k  —  1  "•"  (x  —  1)^  "^  (x  —  1)'  "*"  (x'—iy ' 

addiert  man  nämlich  die  Partialbrüche,  so  erhalt  man: 

4x:'  -\-  16x  —  3_  z,  (X  —  1)»  -[-  za(x  —  1)^  -}-  Z3 (x  —  1)  -j-  z« 

(X  —  1)'        --------  ^^_  j^4  ' 

«•Ut  wenn  man  nach  Potenzen  von  x  ordnet: 
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4x^4-  16x~  3_ 
(x_"l)T--     - 

_  Zi  X3  -f  (Z2  —  3Zi)x2  -f  (3  Z,   —  2Z2+Z3)X  +  (z4_-f  Z.,  —  Z,  —  Z3) 

Setzt  man  nun.  aus  demselben  Grunde  wie  früher,  die  Coeffi- 
cienten  der  gleichen  Potenzen  des  x  in  den  Zählern  gleich,  so  erhält 
man  ebensoviele  lineare  Gleichungen  als  Zähler  vorhanden  sind. 

Zi  =4, 
z.,  —  3  z,  =0. 
3  Zj  —  2  Z.2  -|-  Z3  =  16, 

Z^  ~j~"  Z-i  Zi   ■"""  Zo  ö» 

Durch  diese  sind  die  unbekannten  Zähler  eindeutig  bestimmt. 
Im  gegebenen  Falle  z^  =:  4,  z.^  =  12,  Z3  =  28,  z^  =  17,  mithin 

4x3-f  16x  — 3^      4  12_  28       _^ 17 

(X  —  1)»    "     x  —  i  "^  ("x  —  iy-2  +  (X  — 1)3 "•" (x —'\y 

Ist  9(x)der  Nenner  einer  rationalen  gebrochenen  Func- 
tion, so  entsprechen  jeder  nfachen  Wurzel  der  Gleichung 
rp  (x)  =  0  n  Partialbrüche,  deren  Zähler  bestimmte  Constante 
sind  und  deren  Nenner  den  dieser  Wurzel  entsprechenden 
Wurzelfactor  in  Potenzen  von  der  1.  bis  zur  n**°  enthalten. 

3.  Es  ist  die  rational  gebrochene  Function 

/(x)_        2x3  +  3x2  +  4x4-1 


»r 


(x)      [x2— 2x  +  2][x2  — 4x  +  5] 


in   Partialbrüche  zu  zerlegen. 

Die  Factoren  des  Nenners  haben  nur  complexe  Nullstellen,  sind 
somit  Producte  von  Paaren  complex  conjugierter  Wurzeln  der  Oleichung 
cp(x)=0.  Um  also  Brüche  mit  complexen  Nennern  zu  vermeiden, 
wird  man  in  der  Zerlegung  des  Nenners  in  Factoren  nicht  weiter 
gehen  dürfen. 

Der  gegebene  Bruch  kann  daher  nur   als  Summe  zweier  Brüche 

dargestellt   werden,   deren  Nenner   die   beiden   trinomischen    Factoren 

x*^  —  2  X  +  2  und  x^  —  4  x  +  5  sind.  Es  ist  aber  auch  leicht  einzusehen, 

dass  die  Zähler  dieser  Brüche  als  lineare  Functionen   des  x  angesetzt 

werden  müssen,  weil  die  Summe  der  Brüche   die   dritte  Pot^z  des  x 

im  Zähler  enthalten  muss. 

7* 
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Dementsprechend  wird  hier  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
werden  müssen: 

_  2x»  +  3x2  +  4x  +  l_  __  _A^x_-f  B^_         A^x  +  B. 
(x2  — 2x-f  2)(x'^  — 4x  +  5)~|x2-~2x'"+2)"^x'^  — 4x"-f"5' 

die   sich   als  brauchbar  erweist,   wenn    die  Constanten   A,,  B,.  A2.  B^ 
bestimmt  werden  können. 

Addiert  man  wieder  die  Partialbrüche,  so  erhält  man: 

2x»  +  3x-^  +  4x-fl        _ 
(x2  — 2x-f  2)(x2  — 4x  +  5)~ 

^(A,x  +  B0(x^-4x  +  5)  +  (A,x  +  B,)(x^-2x  +  2) 

(x'-^  — 2x  +  2)(x*^  — 4x  +  5)  ' 

und  wenn  man  rechts  nach  Potenzen  von  x  ordnet. 

2x3-j-3x2-f  4x  +  l        _ 
(x2— 2x'-f  2)(x'^  — 4x  +  5)~ 

(At+A.^)xM4At+2A.2-Bt-B.>)x2+(5A,4-2A.,-4B,  ~2B2)x+(5B^+2  B,  i 

(x*^  — 2x  +  2y(x2  — 4x  +  5)"  ~       ' 

Setzt  man  nun  wieder  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  des  x 
in  den  Zählern  gleich,  so  erhält  man  ebensoviele  lineare  Gleichungen 
als  zu  bestimmende  Constante  vorhanden  sind: 

Ai  -f-  A.2  =  2, 

4  Ai  +  2  A2  —  Bi  —  B^  =  —  3, 

5Ai+2A.2  — 4Bi— 2B2  =  4, 

5Bi+2B,  =  l. 

Durch  diese  sind  die  Constanten  eindeutig  bestimmt  und  im  ge- 

u  IT  11     •  .   A        16   TD  *3     A  6    ^        110     T,..  ^. 

gebenen  r  alle  ist  A^  =  — ,  Bj  =  —      ,  A^  =  — .  ,  B^  =   >  - .    Mithin 

2x34-3x^  +  4x  +  l  1      16x  — 43  1      6x— 110 


(x2  — 2x4-2)(x-'^  — 4x  +  5)       5x2  — 2x-|-2    •5x2  —  4x4-5 

Ist  9(x)  der  Nenner  der  gebrochenen  Function,  so  ent- 
spricht jedem  Paar  complex  conjugierter  Wurzeln  dor 
Gleichung  ^(x)  =  0  ein  Partialbruch,  dessen  Zähler  ei*c 
lineare  Function  des  x,  und  dessen'Nenner  der  diesem  Pa»re 
von  Wurzeln  entsprechende  trinomische  Factor  ist. 

Anmerkung:  Mehrfache  complexe  Wurzeln    treten  in  der  Praxis   sehi 
weshalb  der  Fall,  dass  die  Gleichung  ^  (x)  =  0  mehrfache  complexe  Wur^ 
behandelt  wird. 
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Hat  der  Nenner  'f  (x)  einer  rational  gebrochenen  Function 

/(x) 
?(x) 

alle  drei  besprochenen  Arten  der  Nullstellen,  d.  h.  hat  die  Gleichung 
rp  (x)  :^  0  einfache  uAd  mehrfache  reale  Wurzeln  und  einfache  conjugiert 
conaplexe  Wurzelpaare,  so  erhält  man  bei  ihrer  Zerlegung  drei  Formen 
von   Partialbrüchen  und  zwar: 

,  herrührend  von  einer  einfachen  realen  Nullstelle, 


-  w 
B 


(X  — wO'^' 
x*-^4-px  +  p' 


mehrfachen 


>  »     einem  einfachen  Paar  conjugiert  complexer 

Nullstellen. 

Ist  nun   für     -  j-      das     vollständige     Zerlegungsschema    ange- 

schrieben,  und  befreit  man  die  Gleichung  durch  Multiplication  mit 
rp  (x)  von  allen  Nennern,  so  erhält  man  auf  beiden  Seiten  des  Gleich- 
heitszeichens rationale  ganze  Functionen  von  x. 

Da  die  Gleichung  für  alle  Werte  von  x  bestehen  muss,  müssen 
auch  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  auf  beiden  Seiten  des  Gleich- 
heitszeichens gleich  sein,  durch  welche  Bedingung  gerade  so  viel 
Gleichungen  erhalten  werden,  als  zur  eindeutigen  Bestimmung  der  Con- 
stanten in  den  Zählern  der  Partialbrüche  erforderlich  sind. 

Weil  jede  rational  gebrochene  Function 

als  eine  Summe  bestimmter  PartialbrUche  darstellbar  ist,  sobald  nur 
die  Nollstellen  des  Nenners  bekannt  sind,  so  kann  auch  die  Auffindung 
eines  Integrals 

( •^(''^  d  X 

in  welchem  eine  derartige  Function  unter  dem  Integralzeichen  steht, 
auf  die  Integration  der  Partialbrüche  zurückgeführt  werden,  welche 
ausführbar  ist.  (Siehe  60.  60  b,  und  das  Integral  welches  zu  75  und  76 
führte.) 
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Mithin  kann  jede  rational  gebrochene  Function  theoretisch  in 
geschlossener  Form  integriert  werden. 

Die  wirkliche  Ausführung  der  Integration  setzt  die  Kenntnis  der 
Nullstellen  der  Function  im  Nenner  voraus,  sie  ist  also  allgemein 
nur  möglich,  wenn  die  Function  im  Nenner  höchstens  vom  4.  Grade 
ist.  Gelingt  die  Zerlegung  in  Partialbrtlche,  so  bereitet  die  Integration 
keinerlei  Schwierigkeiten. 

Beispiele: 

1.  j_ei2?+j)<ix 

Jx2  — 3x-f  2' 

Die  Gleichung 

x2~3x-t-2  =  0 

hat  zwei  reale  und  verschiedene  Wurzeln 

Wj  =  1  W2  =  2. 

Die  Zerlegung  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  gibt  also: 

_2x4-l_    _     zy  z.^     _Zi(x— 2)-fz.2(x  — 1) 

x2  — 3x  +  2~x— 'l"^x  — 2""   ^     (x  — lj(x  — 2)""  "    ' 

_2x  +  l_  ^(zt4-z.2)x  — (2zt-f  z,) 
x2  — 3x4-2  x2  — 3x-f2 

Es  müssen  demzufolge  die  Gleichungen  bestehen: 

z,  -f-  z-i  =  2, 

2  Zj  Z2  =  I, 

aus  welchen 

Zj  =  —  3, 
Z.J  =      5 

erhalten  wird. 

Mithin  ist 

2x  +  l      __  3,5 


und 


also 


x«  — 3x  +  2  X— 1   '  X  — 2 

r     2x  +  l  __r3dx       födx 

3xi  — 3x  +  2  Jx-l"'"3x  — 2* 
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Oie  Fanction  unter  dem  Integralzeichen  ist  unecht  gebrochen,  muss  also 
Torerst  durch  theilweise  AnsfÜhrang  der  Division  in  die  Summe  einer  rationalen  ganzen 
nnd  einer  echt  gebrochenen  Fanction  verwandelt  werden. 

x^    :    (x3-2x-^4-2x-l)  =  x^  +  2x  +  2+    3  "^'^^^Z^-i 

'  x^ — 2x'^-["2x  —  1 

x^ — 2x^  +  2x»  — x^ 

~        H-  -  + 

2x4— 2x3-j-x2 

2x^  —  4x3-1-4x2  — 2x 

—        +  -  + 


2x3  — 3x24-2x 

2x»-v-4x2  +  4x  — 2 
-         -}-  -         + 

x2  — 2x  +  2  ' 

Zar  Zerlegung  des  echten  Bruches 

x'-^  — 2x  +  2 

X«  — 2x'^  +  2x  — 1 

ist  die  Kenntnis  der  Nullstellen  der  Nennerfunction,  d.  h.  der  Wurzeln  der  Gleichung 

x3~2x2  +  2x  — 1=0 

erforderlich.  Die  reale  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  offenbar  w,  =  1.  Durch  Division 
der  Gleichung  mit  dem  Wurzelfactor  x  —  1  erhält  man  x-  —  x  -|-  1  als  Product  der 
beiden  anderen  Wurzelfactoren,  welche  complexe  Größen  sind;  somit  ist 

x^  — 2x  +  2        _     zj Px  +  Q 

x3  — 2x2  4-2x+l~x-^"^x2  — x  +  1' 

Befreit  man   die  Gleichung  von  allen  Nennern,  so  folgt  —  fUr  jedes  x  giltig: 

X»  —  2x  +  2  =  zi  (x2  —  X  -f-  1)  +  CPx  4-  Q)  (x  —  1). 

I 

Setzt  man  speciell  x  -=:  1,  so  wird  Zj  =  1. 
Ordnet  man  nach  Potenzen  von  x,  so  hat  man: 

x2  _  2x  4-  2  =  (z,  +  P)  x2  -  (Z,  +  P  -  Q)  X  +  (Zi  -  Q), 
also 

z,  +  P  =  1, 
z, +P-Q  =  2, 

z,  -  Q  =  2, 

woraus  sich 

Zj  =  1,      P  =  0,      Q  =  -  1 

ergibt. 

Demnach  ist: 

x^  -  2  X  +  2         _       1 1 

x»— 2x'i  +  2x— l~x  — 1       x'^  — x  +  r 
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also 

x^  1 

^  =  x2  +  2x  +  2  +  —  \-  — 


x3_2x2-f2x  — 1~         '  '         ^    X  — 1        x2  — x  +  1 

und 

.Jx3_2V^f2¥iri<J^  =  -t  +  ^'  +  2x  +  l(x-l)-J-,-^|-pj. 

Wie  das  Integral  rechts  vom  Gleichheitszeichen  bestimmt  werden  kann,  wurde 
bei  Bestimmung  des  Integrals  (75  gezeigt  und  soll  nur  in  Kürze  an  diesem  concreten 
Beispiele  recapituliert  werden: 

dx  (  dx 


,X2  — X  +  1 


iC'-D+'-i 


d  X .K3  1 

f3  ^K3^         2>'^ 

Es  ist  somit  schließlich: 

5 


\ 


dx  = 


x3_2x2-|-2x  — 1 
=  '''  +  x2  +  2x  +  l(x  — 1)  — -^arctang  ^_fx—  A)_|_a 

§  16.  Integration  der  irrationalen  Functionen. 

Die  Zahl  der  Fälle,  in  welchen  es  möglich  ist,  das  Integral  einer 
irrationalen  Function  in  geschlossener  Form  darzustellen,  ist  sehr 
gering. 

Die  Integration  solcher  Functionen  in  geschlossener  Form  wird 
nur  dann  ausführbar,  wenn  es  gelingt,  durch  Anwendung  irgend  einer 
der  Integrationsmethoden  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
rational  zu  machen  oder  auf  eine  der  Grundformeln  der  Integral- 
rechnung zurückzuführen. 

Bevor  auf  die  Besprechung  einiger  allgemeiner  Fälle,  welche 
einen  methodischen  Vorgang  bei  der  Integration  zulassen,  eingegangen 
wird,  sollen  einige  einfache,  hieher  gehörige  Integrale  unter  Angabe 
des  Resultates  und  der  zu  demselben  führenden  Methode  angeführt 
werden. 
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1  {     *^^      —  i  C- --  ^ 


=     C(a  +  bxrFd(a  +  bx)  =  -  ^a  +  bx  +  C. 
bj  b 


(78 


2. 


5^. 


-f-  b  xdx  = 


=\\ 


'  2  * 


(a  +  bx)»b.dx  =  --r(a  +  bx)'' +C.     .     .     (79 

o  b 

(Bei  beiden  Integralen  eventuelle  Substitution  u  =  a  -f-  b  x.) 

^1  dx  li  dx  lal  a* 

•     Ta^--  b'^-x^  -  I  ]|;^^  _-|b;y  -  a •  b  \^  _-^|y 

also 

dx  1  .    /b 

-  arc  sm 


S 


l-'a«  —  b^  x^        b 


inC-x")  +  C   .     .    .     .    (80 


(Bei   Anwendung  der  Substitution  u  =    -  x.) 

a 


Aus  diesem  Integrale  folgt,  wenn  a'^  =  k^  und  b  =  1  gesetzt  wird: 


Zu  diesem  Integral  gelangt  man  durch  die  Substitution 


(81 


y±  a2  +  b2x-^  =  u  — bx, 
denn   es  ist 

+  a^  4-  b2x2  =  u^  —  2  bxu  +  b^x^, 

also 

,  +  a^  =  u^  —  2  b  u  X, 

and   wenn  man  beiderseits  die  DiflFerentiale  bildet: 

0  =  2udu  ~-2b(udx  +  xdu), 

0  =  (u  —  bx)du  —  budx, 

folgt 

dx      1  du 

u  —  bx       b    u 
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Man  hat  demnach 

JK+a^-l-b'x^      Ju  — bx       bju        b 
and  nach  Rttcksubstitution  des  Wertes  von  u;  u  =:  b  x  -)-  l'  +  a*  -f-  b-x- 

{-.^  -iii=^-:  =  -  1  (b  X  +  !■''+  ä-'« +'b2x2)  +  c. 

Aus  diesem  Integrale   leitet  man  b  =  1  und  a  =  k  setzend  ab: 

**'^-  =  l(x  +  fx2  +  k»)4-C     ....    (8la 


$, 


Kx2  +  k 

6.  Das  Integral 

kann    durch  partielle  Integration,   verbunden   mit  zweckmäßiger  Um- 
formung auf  das  Integral  (80  zurückgeführt  werden. 

Setzt  man  nämlich 

b'ix 

Vsi'^  —  b'^  x'^  =  u,  also   d  u  =  7  _       .  __z  _  d  x 

1  a^  —  b2  x'-i 

d  X  =  d  V,         V  =  X, 

80  erhält  man: 

j  =  X  1/a'^  —  b'^x2  —  l  ii-JL  -  dx, 

JKa'  — b'^x'^ 

oder,   wenn  man  im  Zähler  des  Integrals   rechts  a*^  addiert   und  sub- 
trahiert: 

J  =  X    IV  -  b»x2  -   l?^-      t^~:^—^  dx  = 

J    j/a^  — b-'x'» 
fa^  — b^x'i  _,       ,     ,f        dx 

d.  h. 

J  =  X  j/ a-^  -  b"^  x-i  -  Jl  a"^  b'^  x-^  d  X  +  a^  ^f^i,.  ^i 

J  =  xKa-^-b^x^-J  +  a-^J,,^.,^;,^,. 
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llso 


2J  =  x}'a2  — b^x^  +  a^Vy 


dx 


a2  —  b^  x2 


Nun    ist  das  Integral  rechts   vom  Gleichheitszeichen   das   bereits 
bekannte  Integral  (80,  mithin  ist 

.1  =  U/a"^  — b^  dx  =  I  yK^~—h'^x^  4-  ^  arc  sin^^""  +  C  .  (82 

Setzt  man  in  diesem  Integral  a  ==  k  and  b  =  1,  so  erhält  man: 

\ Kk2 3^i  dx  =  2  1  k^  —  x2  +  y  arc  sin  ^  +  C    .     .  (82a 

In  analoger   Weise  findet  man: 

\i±äH-FiMx=|l/±a«+b2x'-'+  2^1(bx+K±aH-Px'^)4-C,  (83 
durch  Zurückfuhren  auf  (81,  und  daraus  wieder 

Wx^±k^dx  =  ^yi^'iY^  ±  g'^Ux  ±  l^i^T'k-')  +  C. .  (83a 


S.  Das  Integral 

dx 

x2  -f  "2  &x  4-  c 


'=k 


kann  durch    entsprechende   Umformung   auf  (81a   oder  (80a   zurück- 
geführt werden,  je  nachdem  a>0  oder  a<0  ist. 

Erste  Annahme: 

a>0, 

dann  ist 

1  r         dx 

-      -         • 

b       ,    c 

-x-f- 
a  a 


1'^  \l'x2  +  2"-x  +  - 


b^ 
Addiert  und  subtrahiert  man  unter  dem  Wurzelzeichen  -:,  so  er- 

a^ 


man: 


i 
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1   r  dx 


J  = 


b\2 


i'.w..+,^V+(iy+|-(|) 


dx 


l'}l'(x  +  'J  +  ?°; 


Jb2 

2 


Setzt  man  nun  x  -1 —  =  z.  also  d  x  =  d  z,  und  — — .^ =  +  k-. 

'    a         '  a-*  — 

so  erhält  man: 

j=  IC   ^"^    , 

also  zufolge  (81a: 

j=,,li(z  +  l/z2-+TE^  +  c. 

Durch  die  Rttcksnbstitution 

Z  =  X  +    -  > 

a 


z» 


+  k^=(x+^y  +  *-^.'»'  =  x^  +  2^x+-% 
"~  \  a/  a**  a  a 


ergibt  sich 


J=  iirx  +  vfx^"+2Ax+«i  +  c 

]/a,    i_         iL  a  a    I 


oder 


}'a    |_      a  Ka  1  ' 


d.  h. 


yra*^  +  2Tx-+c-  la-*L~a       +  j^a  "        J  +  C.,84a 

Zweite  Annahme: 

a<0, 

dann  setzt  man  a  =  —  a.^^  wobei  a^  wesentlich  positiv  ist  und  hat 
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dx  1   (^  dx 


0' 


Addiert   und    subtrahiert   man  wieder  unter  dem  Wurzelzeichen 
so  erhält  man 

j=  "•         *' 


"■y--+^>-ey+e;y+^, 


1    r  dx 


'''•y-('-.^) +•■"#' 


Soll  das  Integral  überhaupt  real  sein,  so  muss  der  Bruch  — — ^  - 
positiv  sein  und  kann  also  als  positive  Größe  gleich  k'^  gesetzt  werden; 

substituiert   man  überdies  Ix )  =  z,    also  dx  =  dz,   so   geht  das 

Integral  über  in  (80a 

I         1    f      dx  1  .     z    ,    ,, 

J  =  -.^  \  ^  =  ~j=^  arc  sm      -|-  C 

VaJl^k'^-z*^       Kai  k 

Durch  die  Rücksubstitutionen 

b 


X  — 


b i^-         ^—1  ^i      ax-f-b 

ai_  —  a,  z_x  _x+-,        ~_  vr^~^2£b2  ~  ff^  — "ac 


ai  a 


a.» 


findet  man  schließlich: 


Jl^a^-^ 


dx  1  .       ax-f-b      ,    ~  o-, 

—  arc  sm  ---  --^ —    -|-  C,  .  .  (84b 


+  2bx  +  c       l^a  l'V  — ac 

Setzt    man  insbesondere   b  =  p,   c  =  0  and  in  (84a   a  =  1.  in 
(84b  a  =  —  1.  so  erhält  man: 


r dx 


y^^-  2  p  i 


=  l[x  +  p  +  l-2px  +  x-^J  +  C     .     .     (85a 


V;.:  ^■—  — :  =  arc  sin ^  4- C (85b 

JKiäpx  — x^  p 
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7,  Das  Integral 

JK^M_  2"b  x^  c  .  d  X 

kann,  je  nachdem  ob  a  >  0  oder  a  <  0  ist,  durch  analoge  Umformung, 
wie  sie  bei  (84a  und  (84b  angewendet  wurde,  auf  (81,  beziehuncrs- 
weise  (80  zurückgeführt  werden. 

8,  InJtegraJtixm  binomischer  Differentiale, 
Das  binomische  Differential  hat  die  Form: 

d  u  =  x°»  (a  x°  -(-  b)P  d  X. 

Man  nennt  allgemein  m  den  äußeren,  n  den  inneren  und  p  den  Klammer- 
exponenten des  Differentials,  und  es  kann  immer  vorausgesetzt  werden,  dass  m  und  n 
ganze  Zahlen  sind  und  n  überdies  eine  positive  Zahl  ist. 

Sollten  nämlich  m  und  n  gebrochene  Zahlen  sein  und  man  bringt  sie  auf  den 
gemeinschaftlicher  Nenner  o,  so  dass 

|l  V 

m  =  ^  ;  n  =      , 

dann    geht  du  durch    die  Substitution  x  =  z^,  also  x™  =  z^,    x'*=z^,    dx  =  sz*""^ 
über  in 

du  =  02l^+'-^(az^  4- b)Mz, 

ein  binomisches  Differential  mit  ganzzahligem  äußeren  und  inneren  Exponenten. 

Sollte  das  binomische  Differential  den  negativen  inneren  Exponenten  —  n 
haben : 

d  u  =  X™  (ax-°  -|-  b)P  d  x, 

so  geht  es  durch  Division  und  Multiplication  mit  x~°P  über  in 

fax"""  -I-  b)P 
du  =  x°»  .x-°P^—-  — -^    ^    dx  =  x°»-°P(bx°  +  a)Pdx, 

d.  h.  in  ein  binomisches  Differential  mit  positivem  inneren  Exponenten. 

In  der  Folge  wird  also  stets  vorausgesetzt,  dass  m  und  n  ganze  Zahlen  sixxl 
und  n  positiv  ist. 

Die  Integration  eines  derartigen  binomischen  Differentials  ist  in  vier  Fällen 
möglich,  und  zwar: 

a)  Ist  p  eine  positive  ganze  Zahl,  dann  ist  die  Integration  einfach. 

Durch  Ausführung  der  Fotenzierung  nach  der  Binomialformol  erhält  man  eine 
Summe  von  p  -f~  ^  Gliedern,  welche  nebst  Constanten  nur  Potenzen  von  x  enthalten, 
also  integriert  werden  können. 

h)  Ist  m  =  n  —  1 ,  dann   ist  die  Integration   auch  immer  möglich,    denn  es  i$t 

du  =:x°-^(ax°  +  b)Pdx  =  -  -  (a x»  +  b)P  d (a x» -{- b), 

a  n 


\ 
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somit 


aUo 


u  =  "     \(a x°  -f  b)P  d(a X"  +  b). 
an  J 

1  (ax-  +  b)'+'  ,   ^  ^      , 

U  = ,    -^ r  ^?  wenn  P  :>  —  li 

an        p  +  1 

U  =  —  1  (a  X°  -|-  b)  -}-  C,  wenn  p  =  —  1. 

a  n 

m  -1—  1 

ej  Die  Integration  ist  möglich,  wenn  -     - —  eine  ganze  Zahl  ist. 

n 

Setzt  man  nämlich 

a  x°  -|-  b  =  z. 


dann   ist 

1 


=e-') 


Q 


ond 


,m 


..=(.-i)---. 


wajs  differenziert 

m  +  l 


/       »iNmj  m4-l/z  —  b\n       *dz 


gibt.  Daraus  folgt: 


x" 


n  a  \     a     / 


ond  es  geht 


ü^>er  in 


d  u  =:  X™  (a  x°  +  b)P  d  X 


in+J[__^ 


du=     -zP|-   — I  dz: 

na       \    a     / 


m   I   1 
dieses  Differential  kann  immer,  wenn  — ~ —  eine   ganze  Zahl  ist,    rational  gemacht 

n  - 

werden,  wodurch  es  integrabel  wird. 

Ist  p  ein  Brach  mit  dem  Nenner  a,  so  wird  das  Differential  durch  die  8ub- 
Ktitution  z  =  t     dz  =  at  rational. 

d)  Schließlich  ist  die  Integration  in  geschlossener  Form  auch  dann  möglich,  wenn 
m4-  1 


^p  eine  ganze  Zahl  ist. 
n 
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Durch  Division  und  Multiplication  mit  x^^  geht  das  Differential 

d  u  =  x"  (a  x°  +  b)P  d  X 

über  in 

du  =  x°»+"P  (a  +  bx-°)P  dx, 

also  wieder  in   ein  binomisches  Differential,    welches  zufolge  Bedingung  ej  der   Inte- 
grabilität  integrierbar  ist,  wenn 

m  4-  np  +  1       na  +  1    I 

^- =  ! \-  p 

n  n  ^ 

eine  ganze  Zahl  ist. 

Demnach  ist  auch  das  ursprüngliche  Differential  in  diesem  Falle  inte^abel. 

Die  Bedingungen  a)  und  bj  sind  in  cj  und  dj  enthalten  und  wurden  nur  ange 
führt,  weil  bei  Zutreffen  derselben  die  Integration  unmittelbar  ausgeführt  werden  kann 

Ist  eine   der  Bedingungen   der  Integrabilität  eJ  oder  dJ  erfüllt,  dann   enipflehli 

es  sich,  wenn  p  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  o  ist,  ax°-^b  =  z    zu  setzen. 

Sind   die  Exponenten   große  Zahlen,    so  pflegt   man  Reductionsformeln    anzu- 
wenden, um  die  Integrale  auf  möglichst  einfache  Formen  zu  bringen. 

Die   sechs  Arten   von  Reductionsformeln   sind  in  jedem  Werke   über  Integral 
rechnung  enthalten. 

Beispiele: 

I 

1.  f-J^-^A^  =  rx^(x2  4-  if  »  dx. 

Unter  dem  Integralzeichen  steht  ein  binomisches  Differential,  in  welchem  apeciell 

m  =  3,    n  =  2,    p  =  —  --,    a  =  b  =  1  ist. 

m-fl       34-1 
Da 5=  — ^ —  =  2  eine  ganze  Zahl,  ist  die  Integrabilitätsbedingung'     rj 

n  M  ' 

erfüllt. 

Setzt  man: 

1  +  X2  =  2^ 
*Uo 

X*  =  Z^  —  1,         X*  =  (2^  —  1)^ 

4x3dx  =  2(z*  — l).2zdz, 
x'  d  X  =  z  (z^  —  1)  d  z, 

80  erbSlt  man: 

fx^dx  fz(z»— l)dz  f.-        ,,,  z3  ,    o         Z,   ,         „ 

also 


J 


x»dx  l  1 -I- x^ 

-  --—  =  LiJl±-  (x2  -  2)  +  C. 

yi  +  x'''        3 


i 
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'=ü#pt--=S='" "+"'"'"'' 


2. 

hier   ist 


Bediogung  c)  nicht  erfüllt,  weil 

m  +J  _  3  +  1  _  1 
"n       ~       8      "~2 

keine  ganze  Zahl;  dafQr  ist  aber  die  Bedingang  d)  erfdllt,  weil 

n       ^P  H  2 

rine  g^nze  Zahl  ist. 

Zar  Darchfuhrang  der  Integration  muss  eine  Transformation  des  Integrals 
durch  Division  und  Multiplication  mit  x"  (allgemein  mit  x°^  vorgenommen  werden. 
i>adarch  erhiilt  man: 


=JfT 


x~*  .dx 

Setstt  man  nun: 

1-[-x-8  =  ä2       x-»  =  z2— 1       — 8x-9dx  =  2zdz, 

also 

1      z  dz 


X-  *  .  d  X  ::=  


4z-^  — 1' 

st)  erhält  man: 


j  = 

also 


3. 


r  x-'dx     __  1  r    d»     _  1  il+2    ,    n 
J I'  1  -f  X-«  ~       4  Jz-^  —  1  ~  8    1  — "z         ' 

r.  ^IJ.^  =  il  ^  +  y^+  ^""  4-  C 

3^1+ x»       8    1  —  Kl  +  x-»  "^ 

J  =  f— ^ 

JK(1-x11 


3 
S 


hier  ist 


J=  j(l— x2)    «  dx, 


3 

m  =  0       n  =  2       p=--, 


a!»o  Bedingung  <i)  erfallt,  weil 

m+1,  l         3 

n      "^P-2~2 

RodinavIJQv'^  ^'  Miknta,  Leitf.  d.  höber.  Mathemat.  II.  Bd. 
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eine  ganze  Zahl;  demnach  ist  eine  Transformation  durch  Division  und  MultipHcation 
mit   x~"'  nothwendig,  wodurch  sich 


i' 


ergibt.  Setzt  man  jetzt: 

X-«  —  1  =  z\ 
also 

x-*dx=^  —  zdz, 
■o  folgt: 

es  ist  *Uo 

.^5_.^.  _  _  ^ l_  c 

|/(Tirx2)ä     ^1  — x2 

4.  J  =  Jx» .  ^{l^-s:^f  d  X, 

hier  ist 

5 

m  =  ß,       n  =  2,       P  =  2  ' 

Bedingung  c)  erfüllt,  weil 

n  2 

eine  ganze  Zahl. 
Setzt  man: 

1— x2  =  z^     x2=l  — z«,     x<  =  (l— zy,     x»dx  =  — (1  — z^jzdz. 

■o  erhält  man: 

J  =  —  U(l  -  z-')z''dz  =  Vz«  —  z«)dz  =  g*  —  ^'  -f  C, 


somit  ist 


jx»l.'(l— x''')»dx  = 


=  ):a-^-T_m:r«V  +  o  =  -t<'-V(,,,+2,  +  a 


§  17.  Integration  einiger  transcendenter  Functionen. 

Für  die  Integration  transcendenter  Diflerentiale  kann  weder  eine 
allgemein  zum  Ziele  führende  Regel  angegeben  werden,  noch  ist  es 
mjiglich,  eine  Eintheilung  in  Gruppen  so  vorzunehmen,  dass  wenigstens 
für  einzelne  derselben  eine  solche  Regel  giltig  wäre 
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Demzufolge  soll  hier  die  Integration  transcendenter  Differentiale 
nur  an  einzelnen,  hüufig  vorkommenden,  typischen  Füllen  ausgeführt 
werden. 

Vor  allem  mögen  liier  einige  Grundformen  behandelt  werden, 
ohne  Rücksicht  darauf,  ob  sie  bereits  als  Beispiele  in  einem  der  früheren 
Paragraphe  gedient  haben. 

1.  \sin  X  cos  X  d  X  =  \sin  x  d  sin  x  =       sin'-^  x  -|-  C. 

^    l*  -  (sinxdx        f — dcosx  ,  ,    ,, 

2.  \tano;x  dx  =  \      =  \— =  —  1  cosx  +  C 

J  J    cosx  J     cosx 

«    l  1  fcosxdx        fdsinx       ,    .         ,    ^, 

3.  \cotangx  dx  =  \  -   . ^  =  \-  .  -      =  1  smx  +  C. 

J  J     sm  X  J  sm  X  ' 

4.  Bei  dem  Integral 

/  Jsm  X  cosx 

orhült  man  durch  Division  des  Zählers  und  Nenners  mit  cos-'x 

{ A^      [ 

Jtangx       J  tangx 
demnach  ist 

=  1  tangx +  C (86 


\ 


sm  X  cos  X 
Auf  dieses  Integral  können  die  beiden  Integrale 

f  ^^    und    f  ^'^ 
J  sm  X  J  cos  X 

zurückgeführt  werden. 
Es  ist  nämlich 

'»  ,•»  '•  (1  X         '  , 

sm  X  K-.   •    X         X  1    .    X         X         1.x         X 

J  2  sm  -  cos  -         J  sm  —  cos  -        J  sm  -  cos  , 
^  2         2       *^        2         2       ^        2        2 

also  direct  das  Integral  (4,  demnach 


a) 


o. 


i    dx         ,  X    ,    ^, 


b* 


dx 
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Ferner  ist 

also  zufolge  (87 

=  —  1  tans:  I  - 


sm  I  -   —  X 


(?-?)+C.   (87. 


7.  Das  Integral 

J  =1  fcos  a  X  cos  ß  X  d  X 

kann  in    die  Summe  zweier  Integrale  zerlegt   werden,   wenn  man    be- 
rücksichtigt, dass 

2  cos  A  cos  B  =:  cos  (A  -f-  Bj  -j-  cos  (A  —  B), 
also 

cos  ax  cos  ßx  =  o|COs(a  -j-  ß)x  -p  cos(a  —  ß)x|- 

Setzt  man  diesen  Wert  in  das  Integral,  so  erhält  man: 

If  if 

J  =  -  \cos  (a  -}-  ß)  X d X  -|-  ~  \cos [ol  —  ß) x  d  x 

oder  nach  Multiplication  und  Division  des  ersten  Integrals  mit  a  -^  ß 
und  des  zweiten  a  —  ß: 

+  2(J-  ß)  3«o«  (a  -  ß)  X  (a  -  ß)  d  x, 
demnach  schließlich: 

r  r.      ^  sin  (a  4-  ß)  X    ,    sin  (a  —  ß)  x   ,    _, 

J  =  Jcosaxcosßxclx-^-^-^-^-Pp^     +     ^k-ßf  ■^^'^'^ 

Wird  insbesondere  a  -=z  ß^  so  hat  der  zweite  Theil  des  Aasdrucke:^ 

für  J  die  unbestimmte  Form  --,  der  Wert  desselben  kann  aber  durch 

0 

entsprechende  Umformung  gefunden  werden. 
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Ka  ist  nHinlich 

sin  (a  ^  pIx  ^  x  sin  {a  —  [j)  x 
2  («  -  ß)     ~"  2  "  (a  -  ß)  X     ' 
^''tzt  niun 

(a-ri)x  =  u, 
so  iät 

sin{a  —  ii)x x  sin  u 

und 

,.     sinfa  —  'ilx        ,.      xainu        x  ,.     sin  u        x 
hm        -       -     -  =  lim  =      lim  =      ■ 

Q  =  'j2ta  — ßf  ^_„2u  :i,^„u  J 

Deninncli  hat  man: 

r      „  sin  2  ax        X 

\cos-ax(lx— -  !    .,  r*- ^°y 

8.  Auf  analoge  Wi-ise  tindut  man 

r  -  -    <,     j  sin  (a  —  ß )  X       sin  (i  +  ß)  x       ,, 

wenn  man  mit  Rücksicht  auf 

2  sin  A  sin  B  =  c-.s  (A  —  B)  —  e(.s(A  +  B) 
S(;tÄt 

»in  ax  sin  ßx  ^=  öl*'*'-''  (''■  ^  P*^  ~  ""s  {i  ■]-  ß)  xr 
Setzt  man  insbesondere  in  (90  a  ^  ß.  so  crhult  man 

9.  Da»  Integral 

j  =  f      -''■'--- 

.)  aaiii  X  -f- 1»  cos  x 
kunn  durch  Umformung  auf  das  bereits  bekannte  Integral  (BT 


r  dx 

J  sin  X 


f:eb rächt  werden. 

Dividiert  man  nlimlich  im  vorgelegten  Intcpral  Zahler  und  N'i 
durch  p.  HO  geht  es  über  in 


id  Non^^^^^* 
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dx 


•  1     b 

sm  X  H —  cos  X 

P  P 

und  es  kann  p  so  ermittelt  werden,  dass 

a  b 

-  =  cos  'f :  —  =  sin  rp, 

was  richtig  ist.  wenn 


p  -=  )/a-^  +  b^ 

a*  4-  b^ 
weil  zufolge  sin^  'f  -|-  cns^  ?  =  1 ;     — -^  -  =  l  sein  muss. 

P 
Der  Bogen  'f  ist  eindeutig  bestimmt  weil 

sin  ^        h 
tang'f  =:         ^  =  -  . 

cos  'f        a 

also 

b 
tp  =  arc  tang  -  . 

Durch  die  angegebene  Substitution  erhält  man: 

^ r dx  ____L_r      ^^ 

\fsi^  -\-  h*  J  cos  rp  sin  X  -|-  sin  f  cos  x        [/a*  -|~  ^^  J  ^^^  (^  4~  ?) 


oder 

I 

i^a^  -f  b 
also  schließlich 


r  d  (x  4-  'j)  1      ,        1 ,    ,    X  ,  .-, 

j  =  -  \  -  ^      '    ^^    =  - 1  tang  -  (x  +  ?)  -f  (1 

'    "       •^lsin(x  +  ?)        la«-|-b^         ''2       ^'^^     ' 


\      .         ,'', =  ,.  ,-  ,—  1  taug  -  (  X  +  arc  tang  -  )  +  C.  .  ,  (91 

J  asmx -j- bcosx        ['a'*-|""  2\  a/ 


10.  Das  Integral 


■'=$ 


dx 


a^  cos*  X  +  b*  sin^  x 

kann  auch  durch  entsprechende  Umformung  auf  ein  bekanntes  Integral 
zurückgeführt  werden. 

Dividiert   man  Zähler  und  Nenner  durch  a*  cos*  x,  so  hat  man: 

dx 


J  = 


a^  cos*  X 


1  +    o  tanff*  X 


.1»  — ^ 
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Setzt  man   jetzt 

tang  X  ^=  u, 
also 

-    ^^  =  du 

a  cos'  X 

dx  a  . 

cos*  X        b 

s..  ist 

abjl  ±n" 
welches  Integral  sowohl  für  das  obere  als  auch  fUr  das   untere  Vor- 
Z4>ichen   im  Nenner   bekannt   ist,   und   zwar  im   erstangeflihrten  Falle 
eine  Grnndfonnel  der  Integralrechnung  nnd  im  zweiten  Falle  das  Inte- 
gral (69. 

Es  ist  mithin: 


da.s  Integral 


1 ä-   ^~ü-.-^T    =    \-arctangf''tangx)+C..  .  .  (92 

i*  cos*  X  +  b'  sin'  X       ab  *\a       '^    /    '  ^ 

1     .a  +  bl 
^  2  ab  a  —  b  1 

Integralformen 

(---^ 

J  a  4"  b  C08  X 


i^^-T.  ■.-=/,-''' -I:'"^-+o  •  ■  ■  03 

J  a*  cos*  X  —  b*  sin*  x       2  a  b  a  ^  b  tang  x   ' 
II.  Auf  eine  der  beiden  Integralfnrmen  (92  und  (93  kann  aach 


iorückgefUhrt  werden. 
Mit  Rucksiebt  aut 


kann  geschrieben  werden: 

dx 

U  +  b 


S---i^ 


(co.>|  +  .m"|)  +  b(cos'^-^ 
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oder 

dx 

'  ~    |(a  +  b)  cos«  o  +  (a  —  b)  sin«  | 

=  2- 


(a  4-  b)  cos«  2  +  (a  —  b)  sin«  ^ 

und   das  Integral   hat   dieselbe  Form   wie   (92  oder  (93,  je    nachdem 
a  —  b  >  0,  oder  a  —  b  <  0  ist. 

a  -|-  b  kann  immer  positiv  vorausgesetzt  werden,  denn  sollte  es 
negativ  sein,  so  könnte  man  —  1  als  Factor  vor  das  Integralzeichen 
setzen  und  dadurch  die  Vorzeichen  unter  dem  Integralzeichen  andern. 

Ist  bei  positivem  a  -;-  b  auch  a  —  b  positiv,  so  hat  das  Integral 
dieselbe  Form  wie  (92. 

Ist  dagegen  a  —  b  negativ,  dann  ist  b  —  a  wesentlich  positiv 
und  es  muss  im  Integral  —  (b  —  a)  statt  a  —  b  gesetzt  werden,  wo- 
durch es  dieselbe  Form  wie  (93  annimmt. 

Es  ist  somit 


wenn 


oder 


a-l-bcosx  \  9^    ^    ,         u\    •  2  ^ 

'  '  (a  +  b)  cos«  -  -f  (a  —  b)  sm«  - 

-  .  _...      arc  tang  i  y tang  -  1   f  C.    .     -     .     {94 

IV  — b«  ^L    a  +  b       ^  2J 

a  — b>0 


,  -^-__  =  2  \ -' 

a-l-bcosx  w      I    IN       oX        ,,  gX 

'  '  (a  -(-  b)  cos«      —  (b  —  a)  sm«  - 


wenn 


fb  +  a  +  Kb- a  tang  I 
-  1  --  -i-  C     .  1^0 

IV -a^    l'b-Uä+Kb-atang^ 


a  —  b  <'  0. 
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12.   Für  die  Integrale 

f  sin"  X  d  X,       f  cos"  x  d  x 

künnoD  mittelst  jijirtleller  Integration  Red uctionsfor mein  abgeleitet  werden, 
welclie  durch  eine  einfache  Umformung  sich  in  Red uctions formein  für 
<lie  Integrale 

r  dx      r  dx 

Jain"  x'     Jcos"  x 
II  IQ  wandeln  lassen. 

Wendet  mau  uämlich  auf  das  Integral 

J  :=  f  sin^x  dx  =  f  sin""'  x  sinx  dx 
lue  theiln-eine  Integration  an,  indem  man  setzt: 
u  =  8in'°~'x, 

d  u  ^  {m  —  1)  sin^—'x  cosx  dx 
und 

d  V  =  siu  X  d  X, 

uUo 

V  =::;  C03  X, 


rhält  ihhd: 

J  =  -si 

n^-'x  cosx  -1-  (T 

■  -  l).f 

sin"-*x  ( 

lOS*  X  d  X 

iider 

.1  =  —  jLn- 

-'x  cosx 

+  (m- 

■Djsin 

— 'x(l- 

-  sin-  x)  d  X, 

.1  = 

—  sin"-'  X  c 

a,»x  +  (ni 

,-l,Jsi„.-x 

d  X  -  (m 

-^rsm-_x 

dx 

Aus  dieser  üleichung 

folgt: 

iiiJ  = 

—  sin"-' 

xcsx 

Km- 

-  Djsin- 

"xdx 

und 

schlieDlicIi: 

"■  X  d  X  = -r  \  Bin"    '  x  il  x  .  .  ■  Hö 


Jsin-x 

liiptinnsfrirmcl   crniprlriiTt   dift   Pnicnz   ni   von   sinx,    

T 


Diese  Reductionsformel  erniedrigt  die  Polenz  ni  von  ^iIlX,  wenn 
diese  eine  positive  Zahl  ist,  um  zwei  Einheiten  und  führt  durch 
liolte  Anwendung,  wenn  ni  überdies  eine  ganze  Zahl  ist,  zu 
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f  sin  X  d  X  =  —  cos  x  -|-  C  (wenn  m  ungerade) 
oder  zu 

f  d  X  =  X  4"  C  (wenn  m  gerade  ist). 


Beispiele: 


«) 


r  .   ^      ,          —  sin*  X  cos  X    ,    4  f  .  ,     , 
\  ßin^  X  d  X  = f-  ^  \  sm^  x  d  x, 


—  sin*  X  cos  X 

5 

—  sin*  X  cos  X 

(*   .   ,      -          —  sin*  X  cos  X    ,    2  f   .        , 
\  sm' X  dx  = 1-  ^  \  sm  x  d  x, 


ß) 


somit  int 


j  sin  X  d  X  =  —  cos  x  -|-  C. 

somit  ist 

f  .   .      -          —  sin*  X  cosx       4  sin*  x  cos  x       8cosx    ,    ^ 
\  sin^  X  d  X  = — [-  C 

f  .    .      -           — sin' X  cosx    ,    Sf  .  ,      , 
\  sin*  X  d  X  = j —         I    S  \  ^^^   X  d  X 

f  .  ,      ,           —  sin  X  cos  X    ,    1  f  - 
\sm«xdx  = ^2J       ' 

f  .    ,  ,           — sin' X  cosx       !< sin x  cosx    ,3        ,    .. 
J  sm*  dx  = y-   _  _|.  „  X  +  C. 

Löst    man    die    Gleichung  (96    nach    fsin^^^xdx    auf,    so   er- 
hält man: 

r   •  -.    «      3  8in"~*xcosx    ,         m      f   .  „      j 

\  sm"~*x  dx  = , f- ^  \  sm^x  d  x. 

J  m  —  1  '    m  —  1 J 

Setzt  man,  wenn  m  eine  negative  Zahl: 

m  —  2  =  —  n, 

dann  ist 

m  =  —  n  4-  2  =  —  (n  —  2), 
m  —  1  =  —  n  +  2  —  1  =  —  (n—  1) 
und  findet  dadurch: 


f    .  ,  sin-(°~^^x  cosx    ,    — (n  —  2)  (    .      .„    „,      , 

\sm-°xdx=-  r-    -,,       -\ 7 -;\sin-<'»-2)x  d 

J  —  (n  — 1)         '    —  (n  — 1)J 


x 
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oder 

f    dx    ^  cosx  ,    n-2r      dx 

J8in°x  (n  —  1)  8m"""*x    "^  n — lj8m°~''x' 

eine  Reductionsformel,  in  welcher  n  eine  positive  Zahl  bedeutet,  und 
welche  durch  wiederholte  Anwendung  zu  den  Schlussintegralen: 

f  d  X  =  X  -j-  C  (bei  ganzem  geraden  n) , 


$ 


d  X  X 

-;-^  =  1  tang  rt  "1"  ^       (^öi  ganzem  ungeraden  n) 
sm  X  Ct 


führt. 

Beispiele : 


J  sin*  X 


•i=\-rf==-.^:  „  +  !■ 


cos X      I    3  C  dx 

4  8in-*x       4  jsin*^  x  * 


f    d  X    cos  X         1  f  d  X   cos  x      i    1  i  ,         ^   i   r^ 

J^hi^~~2^n2x  +  2j8inx~""28in«x^"2        ^^  2  "^    ' 


mithin 


dx  cosx         3  cosx    ,    3  ,  .         x 


sin^  X 


TT    .- o h  7^  1  tang   V  +  ^' 

4  sm^  X       8  sin^  x    '    8  ^  2    ' 


\ 

,  _  f    d  X    cos  X      ,    4  f    d  X 

j  sin^  X  5  sin* x       5  J  sin*  x 

fax    cos  X      i_  2  f    d  X 

j  sin^  X  3  sin^  x       3  J  sin^  x 

J  sm*  X  sm  X 

mithin 

COSX  4    cosx  8       ,  X    r\ 

5  sm'^x       15  sm^  x        15 

Wird  auf  das  Integral 

J  =  f  cos"  X  d  X  =  f  co8"~*  X  cos X  d  X 

'lie  theil weise  Integration  angewendet  und  hiebei  gesetzt: 

u  =  cos"*~^x. 


d  u  =  (m  —  1)  cos"~2  ( —  sijj  x)  d  X 
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und 

d  V  =  cos  X  d  X, 
also 

V  =^  sin  X, 

so  erhält  man: 

J  =  cos°*~^  X  sinx  -|-  (ni  —  1)1008™""^ x  sin*  x  dx 
oder 

J  jzj=:  cos™-^  x  sin  X    |-  (m  —  1)  ^  cos™-^  x  (1  —  cos^  x)  d  x 

J  zz^  cos'^-^x  sinx  -f  (m  —  1)  f  cos"~^x  dx  —  (m —  1)  fcos^x  dx 

J       J 
Durch  Auflösung  der  letzten  Gleichung  nach  J  folgt  schließlieh: 


f  ,  cos"""*  xsinx.m  —  if      „,      , 

\cos™xdx= -  \cos"-*x  dx.  . 

J  m  '        m      J 


(98 


eine  Reductionsformel,  welche  den  Potenzexponenten  m,  wenn  er  eine 
positive  ganze  Zahl  ist,  um  zwei  Einheiten  erniedrigt  und  bei  fort- 
gesetzter Anwendung  auf  eines  der  Integrale: 

fcos  X  d  X  =  sin  x  -[-  C       (wenn  ra  ungerade) 
oder 

(d  X  =  X  -j-  C  (wenn  m  gerade) 

führt. 

Beispiel: 


[       ..      ,           cos-*  X  sin  X    ,    5  r       .      , 
\  cos*'  X  d  X  = +  ^  \cos*  X  d  X 

[        ,      ,           cos'  X  sin  X    ,    3  r      ,      , 
\  cos^  X  d  X  =  -  -  - -.  \cos^  X  d  X 

l'       „      ,  cos  X  sin  X    ,     1  f  - 


cosx  sm  XX    , 
2  '2"^      ' 


also 


\  cos^  3 


,  cos-'xsmx   ,5        ,.         ,lo  .         ,lo 

xdx=        -  ^- -,^  cos'xsmx-j- .t;Cosx  sinx  +  .     x-    L. 

6  24  48  '48 


Aus  der  Gleichung  (98  kann,  wenn  m  negativ,  durch   die  Sub- 
stitution 

m  —  2  =  —  n. 
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also 

m  =  —  (n  —  2) 

m  —  1  =  —  (n  —  1), 

eine  Red uctions form el  fUr 

'"  dx 


i 


cos'^x 
hergeleitet  werden.  Man  erhält  nämlich: 


r          rn    8^     j           cos-(°-*>  sin  X    ,    —  (n  —  1)  f      _„      , 
icos  "  <"-^^x  dx  =  , h       ' _'\cos~"xdx, 

J  —  (n  — 2)     ^  — (n  — 2)J 

und  wenn  aus  dieser  Gleichung  das  letzte  Integral  bestimmt  wird: 


oder 


r  „      -  cos-'"-^)  sinx       n  — 2r         ,     ,.      , 

\cos-"x  dx  =  - ,  \cos-^n-i)  X  dx, 

J  n  —  1  ^  n  ~  1  J 

fdx    sinx  ,n  —  2f      dx 

jcos"x       (n — l)cos°-^x    '    n — ijQ08"-'^x 

Diese  Reductionsfonnel   führt   schließlich    auf  eines   der  beiden 
bekannten  Integrale: 

Jw, = - '  -Kl  - 1)  +  ° 

oder 

jdx  =  x  +  C. 

Beispiel: 

r   dx    sinx      I    Sf    dx 

,)  eos^  X       4  cos*  X        4  J  cos^  x 

r  dx    sin  X      I    1  r  <i^    sin  X  ^  i    *        (]^ 5^    i    (< 

J  cos3  X  ~  ^cös»  X  "^  2  3  cos i  ~"  2"cos2x  ""  2    •     ^^  V4  ~  2/  "+" 

alio  gchließlich 

fdx    sin  X     ^^3  sin  X        3,  /ä        ^\_ip 

]^^^^  -  4  cos^  +  8  cös"^  ""  8  ^  •  ^^°^  V4  ~V  +  ^- 

Anmerkung.     Die  vier  zuletzt  behandelten  Integrale   sind  apecielle  Fälle  deR 
^Igemeinen  Integrals 

J  =  f  sin"  X  cos"  X  d  X, 

^ek'bcü,  wenn  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  immer  in  endlicher  Form  darstellbar  ist. 
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Durch  die  Substitution 

. dz 

cosx  =  z,     sinx  =  j/l — z*,     — sinxdx  =  dz,     dx  =  —  |^       -^ 

könnte  dieses  Integral  auf  ein  algebraisches  zurückgeführt  werden,  und  z^-ar  auf 

J  =  — Jz«"(l— z2)   ^~dz, 

welches,  da  unter  dem  Integralzeichen  ein  binomisches  Differential  steht,  für  welches, 
wenn  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  eine  der  Integrabilitätsbedingungen  .unbedingt 
erfüllt  ist,  leicht  integriert  werden  könnte. 

Ungeachtet  dessen  empfiehlt  es  sich  aber,  für  dieses  Integral  besondere  Reduc- 
tionsformeln  abzuleiten,  welche  durch  zweckmäßige  Anwendung  der  theilweisen  Intt» 
gration  erhalten  werden  können. 

Setzt  man  nämlich  im  Integral 

J  =  f  sin"  X  cos"  X  d  X  =  f  sin"""^  x  cos"  x  sin  x  d  x 

u  =  sin"""*  X, 

also 

d  u  =  (n  —  1)  sin" —^  x  cos  x  d  x 

und 

cos"  X  sin  x  d  X  =  d  V, 

also 

cos"  +  ^  X 

''='-    m-f  1   ' 

so  erhält  man: 


a)  \  sm"  X  cos"  X  d  X  = i:~n  ~i r 


sin°~^x  co8"  +  ^x 
m  -j-  1 


"i"^~7"i  \  sin°~"^x  cos"  +  ^x  dx. 


n 

m  -|~ 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  das  rechtsstehende  Integral  und  setzt  dann 
m  —  2  statt  m  und  n  -f-  2  statt  n,  so  erhält  man : 

sin°+^  X  co8"""^x 
n-fT 


P)  \  Sin"  X  cos"  X  d  X  = — -  ,  -- ^ \- 


-| r— V  \  sin"+^  X  cos"~^  X  d  X. 

n  -|-  1  J 


Ersetzt    man    in  a)  im    rechtsstehenden  Integral    cos-  x    durch    1  —  sin-  x,  f 
erhält  man: 


so 


J 


-  sin"~^x  cos""*"*  X   , 

sm"  X  cos"  xdx  = —  ,-  , \- 

m  -f-  l 


-| -7-     I  \  8in°~^  x  cos'"  x  d  X  —  \  sin"  x  co3"x  d  x  1 , 
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T)  \  sm"  X  cos'"  X  d  X  = —  — ,    _  4 


und    wenn  man  aus  dieser  (rleichiing'das  verwiegte  Integral  bestimmt, 

sin"~'^x  cos™  +  *  X 
m  -|-  li 

-j ; —  \  sin""^  X  cos"  X  d  X. 

'   m  +  nj 

Wird  nnn  aus  der  letzten  Gleichung  dag  rechtsstehende  Integral  bestimmt  und 
•«od&nn  n  -f-  2  statt  n  gesetzt,  so  folgt : 


V  \  sm°  X  cos"  X  d  X  = —  , — \- 


sin°+^x  co8"+*x 


~+*xcos"xdx. 


Setzt  man  im  rechtstehenden  Integral  der  Gleichung  ß)   1  —  cos''  x,  statt  sin-  x, 
so  hat  man: 


J 


_      ,           sin°+^x  co8""~*x    , 
sm"  X  cos"  X  d  x  = ; — ^- 

n  +  1 


-j ,-  - 1  \  sin"  X  cos"""*-  X dx  —  \  sin"  x  cos"  x  d  x  I , 

und  erhält  durch  Auflösen  nach  i  sin^x  cos™  x  dx: 


0  \  sm"  x  cos"  X  d  x  = _—  ,  ^^- \- 


sin^  +  ^x  cos"~^x 
m  -|^  n 


i-  "*    ,       \  sin"  X  C08"~* X  d  x. 


m  — 

m  + 


Aus  f)  folgt   schließlich    durch  Auflösung  nach  dem  rechtsstehenden    Integral, 
wi^nn  man  zugleich  m  durch  ro  -l^  ^  ersetzt : 


C)  V  sin"  X  cos"  X  d  X  :=  —  — - — z:z~^~{ ■"  "h 


sin"  +  ^x  cos"+^x 
m  -f-  f 


sin"  X  cos"+*x  d  X. 


v\ 


m  + 

Die  sechs  verschiedenen  ßeductionsformeln  sind  aus  folgendem  Grunde  noth- 
wendig": 

Ist  m  :=  —  1,  dann  ist  m -|- 1  =  0,  also  Formel  a)  und  C)  unbrauchbar,  wo- 
z^en  die  Anwendung  von  7),  wenn  n  positiv,  oder  0),  wenn  n  negativ  ist,  schließ- 
lich auf  eines  der  Integrale 


f   d  X          r  sin  X  -  ,  ( 

\  ,       \ d  X      oder      \  -. 

J  cos  X  ,)  cos  X  J  Sil 


dx 
sm  X  cos  x 

fuhrt. 
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Ist  n  --  —  1,  also  n  -|-  1  =  0,  dann  sind  die  Formeln  ß)  und  S)  unbrauchbar, 
wogegen  die  Anwendung  von  e)  oder  C),  je  nachdem  ob  m  positiv  oder  negativ  ist,  xu 
den  Schlusfiintegralen  führt: 


J  sin  X       J 


cos  X  d  X       .  d  X 

—  .    oder      .      —  — 

i^m  X  sin  X  cos  x 


Schließlich  werden    die  Formeln  yj  nnd  e)   unbrauchbar,    wenn  m  =  —  n  oder 
n  =^  —  m,  weil  dann  m  -f-  n  =  0  ist.  Da«  Integral  hat  dann  eine  der  Formen : 


oder 


f  cos'"  X   -  f  . 

\    .  d  X  =  \  cotff  x"  d  X, 

J  sin"»  X  J 

\  sin™  X  \ 

\      -        d  X  =  \  tane:™  x  d  x, 

Jcos-^x  J        ^ 


für  welche  dtrecte  Beductionsformeln  abgeleitet  werden  können.  Man  kann  aber  auch  a> 
oder  ß)  anwenden  und  gelangt  dadurch  zu  einem  der  Integrale: 

f  ,  f  cos  X  d  X      -        f  sin  X  - 

\dx.       \       .        -   oder    \ dx. 

J  J     sin  X  J  cos  X 

Diese  Schlussintegrale  sind  alle  elementar  und  bekannt,  also  die  Integration 
immer  ausführbar. 

Beispiele: 

f  sin^  X  cos^  X  d  X. 

Keducicrt  man  in  diesem  Integral  den  Exponenten  des  Sinus  auf  1,  so  ist  sin  x  d  \ 
bis  auf  das  Zeichen  das  Differential  von  cos  x,  also  unter  dem  Integralseichen  sodann 
nur  eine  Potenz,  demnach  ist  hier  die  Roductionsformel  7)  anzuwenden,  weil  dic'.se 
den  Potenzexponenten  des  Sinus  um  zwei  Einheiten  erniedrigt. 

Man  erhält  durch  Anwendung  von  7): 

(*   .   ,  ,'      1    ■  sin^xcos'x    ,     2r   .  ,.      , 

\  sm^  X  cos*»  X  d  X  =  —  -|-      \  sin  x  cos**  x  d  x 

sin-  X  cos'  X        2  r       r     i  / 
= —      -Q  \  cos**  X  d  (cos  X ), 

also  schließlich : 


l^ 


...          „      ,                sin^  X  cos^  X        2     cos"  x    ,    ^, 
sin*  X  cos**  xdx  =  —  —  — .  — [-  C  = 

U  «7  1 


COS 

9 


'^(sin^x+^.)  +  C. 


Dieses  Integral    könnte    aber    auch    ohne    Reductionsformel  berechnet    werden. 
E.  B.  auf  folgende  Art: 
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f  sin'  X  cos'  xdx=f8mx(l  —  cos^  x)  cos®  x  d  x 

=  f  sin  X  cos®  X  d  X  —  f  sin  x  cos®  x  d  x, 


also 


J 


cos' X    .    cos*  X 


sin'x  cos*x  dx  = 1 ^ F  ^• 


Das  Integral 

=  \  sin^  X  cos—  *  X  d  X 


fsin^x^  r. 

\ r-   d  X  =  \  si] 

J  cos*  X  J 

kann  durch  Anwendung  von  f)  und  sodann  von  Q  integriert  werden.   Durch  Anwen- 
dung Yon  y)  erhält  man: 

r  •  4             5     j               sin'xcos-^x   ,      3     f  .  2  -51 

\  sin**  X  COS""  *  X  d  X  = ^ 1 \  sm^  x  cos    "*  x  d  x, 

r  •   o              ^     j                 sin  X  cos-*  X    ,       1     f  .        _ 

\  sin-'x  cos-^x  dx  =  —      -^     -     -j-    —^  \  cos-*x  .  dx, 


also 


r.   .              -     ,               sin' X  cos-*  X   ,   3  sin  X  cos-*  X   ,    f         .     , 
\sin*xcos— *xdx= — —  - -| —    -j- \cos~"*xdx. 

Wendet  man  nun  auf  das  rechtsstehende  Integral  C)  an,  so  findet  man: 

[          ,      ,                sinxcos~*x    ,    — Sf  «      , 

\  cos—*  X  d  X  =  — -\ \  cos""*  X  d  x, 

i  ,      ,  sinx  cos— *x    ,    —  1  f  .  ,  - 

\  co8~"'x  dx  = \  cosx"^  dx  = 

J  -^  —  2  —  2  J 


sin  X  cos~* X    I    1  f  <1  X   

2  J  cosx 


,-2 
—  2  •    2 


also 


\ 


sinx  1  -  /ä        x\    .    ^ 

4  cos^x  +  Scos^x       8  ^  V4       2/^  ^ 


nod  somit  schließlich 


3    . 


sin'  X  —  .  sin  x 


Jcos^x  cos*x  ^   8  Lcos^x  ^  \4       2/ J    ' 

BndicftTljeTi^  n.  Miknta,  Leitf.  d.  hOher.  MathemaU  II.  Bd.  9 
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Das  Integral 

f  sin®  X  cos®  X  d  X 

kann  wegen  der  gleichen  Potenzexponenten  zunächst  transformiert  werden: 

\  sin®  X  cos®  X  d  X  =  -- \  (2  sin  x  cos  x)®  d  x  =  -    \  sin®  2  x  d  x 
V  sin®  X  cos®  X  d  X  =  ^^V  sin®  2  x  .  d  (2  x). 

Auf  dieses  Integral  ist  nun  e)  mit  Vortheil  anwendbar. 

U.  8.  w. 

13.  Für  die  Integrale 

^tang"  X  d  X 

f  cotg"  X  d  X 

können  durch  einfache  Umformung  Reductionsformeln  gefunden  werden. 
Es  ist  nämlich: 

,       f  ,  f  »     sin*  X  -  f  «1  —  cos-  X  , 

J=Jtang-xdx  =  Jtang-«x-^^^.^dx  =  Jtang-«x--^,^     dx. 

also 

J  =  Vtang"-*  X — ;, Vtang"-*  x  d  x 

oder 

J  =  ftang"-^  X  d  (tang  x)  —  ftang™-*  x  d  x. 

demnach 

C  tan^y™ — *  X        C 

Uang"^  xdx  =-''-_- -:j \tang°-*xdx.     .     .     (100 

Analog  ist 

I  l  cos  X  1  1.  """•  sin   X 

Vcotg"  X  dx  =  \cotff™-*x    .  ,  -dx  =\cotff"~*  x --, dx. 

J  J  sin'*  X  J  sin^  X 

also 

r  cot<'°* — *  X     [ 

\ cotg"  X  d X  =  —  —  ^-—- \cotg"-2 X  d  X      .     .     (101 

Die    fortgesetzte    Anwendung    dieser    beiden   Reductionsfonnelo 
führt  auf  eines  der  bekannten  Integrale: 

f  tang  X  d  X  =  —  1  cos  x  -|-  C  1 

Hwenn  m  ungerade^ 
j  cotg  X  dx  =  1  sin  X  -j-  C        J 

oder 

.■» 

l  d  X  =  X  -|-  C  (wenn  m  gerade). 
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Beispiele: 

Durch  Anwendung  von  (100  auf  das  Integral 

ftang^  X  d  X 


erhält  man: 


Vtang^  X  d  X  =  — ~ Vtang^x  d  x 

xtang^x  dx  =  — ^ Uangx  dx  =       ^       -f-  1  cos  x  -|-  C, 


somit : 


5 


tang-^x  dx  =  -^—  —  *^^|-^  —  1  cosx  +  C. 

Durch  Anwendung  von  (lOl  auf 

fcotg*  X  d  X 


wird  erhalten: 


Vcotg*  X  d  X  = -^— \cotg^  X  d  X 

l  COtff^  X  [ 

Vcotg^  X  d  X  = ~- \cotg^  X  d X 

\  cotg*  X  d  X  =  —       y V  d  X  =  —  cotg  X  —  X  -f-  C, 


somit: 


r  ,.        ,  COtff*  X     ,     COtff^  X  ,     ^ 

\cotg<»  X  d X  == 1 \ '^ cotgx  —  X  +  C. 

14.  Zur  Berechnung  der  beiden  Integrale 

y  =  Je"*  cos  ßx  dx 

z  =  fe"*  sin  ßx  dx 
führt  die  gleichzeitige  partielle  Integration  derselben,  wenn 

u  =  e«\ 

also 

du  =  ae"*  .  dx, 
mithin  im  ersten 

d  V  =  cos  ß  X  d  X, 

9* 
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also 


und  im  zweiten 


also 


sin  ßx 


d  V  =  sin  ß  X  d  X, 
cos  ß  X 


gesetzt  Mrird. 


Man  erhält  dadurch 


und 


d.  h. 


y  =  \e**cosßxdx=  ge'^'sinßx—  ^  \e"*sinßxdx 
=  \e**  sin  ß X  d  X  =  —  -g e'*''  cos  ß X  -|-  I  \e"*  cos  ß  x  d x, 


oder 


oder 


y=  ««"''sinßx— pZ, 
z  =  —  pe«^cosßx+^y, 


y  +  |z=  p-e«'sinßx 
z  — -py  =  —  p-e^'cosßx, 


ß  y  -}-  flt  z  =  e"'  sin  b  x 

ay  —  ßz  =  e"*  cos  ßx. 

Löst  man  nun  diese  zwei  Gleichungen  auf,  so  ergibt  sich: 


fax        fi     ^  ßsinßx  +  ac 

y  =  Je«    cosßxdx  =  —      ^,  ^  ^^ 


cos  ßx 


e 


ax 


z=Ce»sinßxdx  =  "^"P^,-ß^^P^e- 
J  a'  +  ß* 

15.  Für  die  beiden  Integrale: 

J,  =  fx™  cos  X  dx 

J2  =  fx™  sin  X  d  X, 

erhält  man  durch  theilweise  Integration  Reductionsformeln. 


(102 


Setzt  man  nämlich: 
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mx"*-*dx       du, 

cos  X  d  X       d  V, 

V       sin  X, 

sin  X  d  X       d  V, 

V  =  —  cos  X, 
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also 

und 

also 
beziehungsweise 

also 


so  erhält  man: 

Jf  =  fx"  cos  xdx  =  x"sinx  —  m  fx™"^  sin  x  d  x (|JL 

Jj  =  fx"  sin  X  d  X  =  —  x"  cos  x  -|-  m  fx."~"^  cos  x  d  x  .  .  .    (v 

und  durch  Anwendung  der  Reductionsformel  (v  auf  das  letzte  Integral 
in  (|JL  und  der  Gleichung  (|i.  auf  das  letzte  Integral  in  (v  findet   man: 

Jx°  cos  X  d  X  =  x°  sin  X  -f-  nix"~  ^  cos  X — m  (m  —  l)fx"-^cosx  dx  1 

r  ,  (103 

Jx°8inxdx=  — x"cosx-f-nix">-^sinx — m(m — lMX™-*sinxdx.l 

Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  erniedrigen  die  Reductions- 
formeln  (103  den  Exponenten  von  x  um  zwei  Einheiten  und  führen 
somit  auf  die  Schlussintegrale: 

J sin  X  d  x,  fcos  x  d  x        (wenn  m  gerade) 

oder 

j  X  sin  X  d  X  und  f x  cos  x  d  x     (wennn  m  ungerade). 

Die  beiden  letzten  Integrale  sind  durch  (v  und  (^  gelöst. 
Es  ist 

f X  cos  X  d  X  =  X  sin  X  -[-  cos  x  -|-  C 
jx  sin  X  d  X  =  —  x  cos  x  -|-  sin  x  -|-  C. 

Ist  hingegen  m  negativ,  also  m  =  —  n,  dann  hat  man  die  Integrale 

COS  X  d  X 


x° 
sinx  dx 
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in  welchen  nun  n  wesentlich  positiv  ist.  Die  Reductionsfonneln  für  dieselben  folgen 
aus  den  Gleichungen  (103,  wenn  aus  denselben  die  rechtsstehenden  Integrale  be- 
rechnet werden. 

f  _    ,  ,  x^sinx -|- mic*""~*  C08X  1        f  , 

\x"-*co8xax= \ -T -tt\x°  cosxdx. 

J  in(m  —  1)  m(m  — 1)J 

f  „    „  .        -  x^cosx  —  mx™-^sinx  1         C  «   •         i 

\x°»"'*8mxdx  = —  .-.\x™smx  dx. 

J  m(m— 1)  m(m  — 1)J 

Denn  setzt  man  nun  in  diese  Gleichungen  m  »  —  ix-\-2^  so  erhält  maji  : 

\  X~°  C08X  dx  = 

x-°+«8inx4-(— n-f2)x-'»+icosx  1  f     «^o  j 

(-n  +  2)(-n+l)  (_n+2)(-n+l).r         *'°''''*''- 


\ 


X"  °  sin  X  d  X  = 


oder 


x-°+*cosx— (— n4-2)x-°+^8mx  1  f  _^^^   .        , 

(-n+2K-n+l)"""     ~(-n+2)(-n+l)j''         s^^^^^- 


fcosxdx — C08X  sinx  1  Tcosxdx 

J      x°~    ~(n-^)x^="^"'"(n^^r)(n~— 2)x°--2~Ö^  ' 


\ 


sinxdx — sinx  cosx  1  fsinxdx 

x°~  ~(n--l)x°-^'"(n  — l)(n— 2)x°-~^~(n^^l)(n— 2)j'"x^^       * 


Diese  beiden  Reductionsformeln  führen  durch   fortgesetzte  Anwendung  auf   die 
Integralformeln 

fcosx  dx 

oder 


f  sinx  dx     ,  ,  V 

\         jj  (wenn  m  gerade) 

f  cos  xdx          fsinxdx^  ,. 

\ ,         \ (wenn  m  ungerade). 

Die  beiden  letzten  Integrale  repräsentieren  höhere  Transcendenten  und 
werden  Integralcosinus  und  Integralsinus  genannt. 

Sie  sind  in  greschlossener  Form  nicht  integrierbar. 

Auf  die  beiden  ersteren  sind  die  Reductionsformeln  wegen  der  Nenner,  welche 
für  n  =  2  yerschwindeUi  nicht  anwendbar.  Sie  können  aber  auf  die  letzteren  zurück- 
geführt werden. 

16.  Das  Integral 

{  arc  sin  X  d  X 

wird  durch  partielle  Integration  gefunden. 
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Setzt  man  nämlich: 

u  =  arc  sin  x,    also   d  u  =  -     — —  , 

l'l  — x^' 

d  V  =  d  X,  also   v  =  x, 

so  findet  man: 

r»  ^  r» X  dx 

V  arc  sin X  d  X  =  X  arc  sin  x  -|-  \   /    -—---, 
J  Jl/1  — x*-^ 

also 

f  arc  sin  X  d  X  =  X  arc  sin  x  -{-  ^lll^  4"  C! .     .     .     (104 

17.  In  ganz  analoger  Weise  findet  man: 


\ 


arc  tang  x  d  x  =  x  arc  tang  x  -|-  o^  (^  "f"  ^^)  "I"  ^    •     (^^^ 


18.  Für  das  Integral 

J(lx)"dx 

kann  ebenfalls  durch  theilweise  Integration  eine  Reductionsformel  ge- 
funden werden. 

Setzt  man  nämlich: 

u  =  (1  x)», 
also 

d  u  =  n  dx 

X 

dv  =  dx         v  =  x. 
so  erhält  man: 

J(lx)'»  dx'=  x(lx)»  —  nj(lx)»-i  dx. 

Durch    fortgesetzte   Anwendung   dieser   Reductionsformel    findet 
man  schließlich: 

flx:i»dx  =  x{(lx)°  — n(lx)»-^4-n(n--l)(lx)"-2  +  ...  +  ii!}  +  C...(108 

Anmerkung:  Die  Integrale 


f  e"  d  z  .     f  d  U 

)     z       ""Min 


iiKen  sich  in  geschlossener  Form  nicht  integrieren  und  bilden  eine  höhere  Transcen- 
denta,  welche  Integrallogarithmus  genannt  und  wie  allgemein  üblich  mit  11  be- 
^ichnet  wird. 

19.    Manche  irrationale   Differentialfunctionen   lassen   sich   durch 
entsprechende   Substitution    in    bekannte   trigonometrische    überführen. 
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So  Z.   B. 


Jj  =Jx°*l/'l  — x^dx 


m 

dx. 


Setzt  man  in  denselben 

X  =  sin  u,         d  X  =  cos  u  d  u, 
so  erhält  man: 

Jj  =  j  sin™  n^l  —  sin*  u  cos  u  d  u  =  f  sin"  u  cos^  u  d  u 

r      «^^°*  ^  f  .  m 

J„  =  \  ,r-        - . -.f=  cos  u  d  u  =  \  sin™  u  d  u. 

Ebenso  können  die  Integrale 

fx"  Ysi*  —  x*-^  d  X 

durch  die  Substitution 

X  =  a  sin  u 


auf  trigonometrische  zurückgeführt  werden. 

dx 


Das  Integral 


Ja-fbx  J/a' 


1*  +  ß«  x2 
geht  durch  die  Sabstitntion 

=  tang  u 

über  in 

du 


.- 


ß  cos  u  -f-  b  a  sin  u 
Hingegen  geht  das  Integral 

dx 


Ja  + 


bx  ^a-^  — ß2x2 

durch  die  Substitution 

ßx 

'^  -   =  cos  u 
a 

in 

du 


i. 


ß  -[-  b  a  cos  u 
über.  (Siehe  94.) 


(siehe  91). 
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3.  Absclinitt. 

Das  bestimmte  Integral. 

§  18.  Begriff  des  bestimmten  Integrals. 

Wie  bereits  einmal  angedeutet  wurde,  verdankt  die  Integralrech- 
nung ihre  Entstehung  einem  Probleme  der  Geometrie,  und  zwar  der 
Quadratur  ebener  Curven. 

a)  Nachdem  nun  dieses  Problem  unmittelbar  zupi  Begriffe  des 
b^timmten  Integrals  führt,  soll  vor  allem  die  Fundamentalaufgabe  des- 
selben in  Betracht  gezogen  werden. 

Diese  lautet: 

Es  ist  der  Flächeninhalt  der  ebenen  Figur  zu  bestimmen,  welche 
von  einer  stetig  verlaufenden  Curve.  die  durch  ihre  auf  ein  recht- 
winkeliges Coordinatensystem  bezogene  Gleichung 

y  =/(x) 

gegeben  ist,   dann   von   der  Abscissenaxe   und   den   beiden  Ordinaten 
X  =  a  und  x  =  b  begrenzt  wird. 

Ist  also  C  (Fig.  4)  die  durch  die  gegebene  Gleichung  dargestellte 


Fig.  4. 


QaQiQ^Q 


Qn^u-tQb 


Curve  und  Ö  Q.  =  a,  0  Qb  =  b,  so  besteht  die  Aufgabe  darin,  den 
Flächeninhalt  der  gemischtlinigen  Figur  Qa  Qb  Pb  P11-2  P3  P«  Q»  zu 
berechnen. 


138  Erster  Theil.     3.  AbBchnitt. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  theilt  man  die  Strecke  Qa  Qb  in  n 
gleiche  Theile  und  errichtet  in  den  (n  —  1)  Theilpunkten  Qj,  Q., 
Qa?  •  •  •  Qn— 25  Qn— i,  die  Ordinaten,  wodurch  die  zu  berechnende 
Fläche  in  n  Parallelstreifen  von  der  Breite 

8  _  Q*  Q  b  _  b  —  a 
n  n 

getheilt  erscheint. 

Bezeichnet  man  nun  die  Flächeninhalte  des  1.,  2., . .  .  i**",. .  .  n**" 
Parallelstreifens  mit  F^,  Fj, .  .  .  F|, . .  .  Fn,  so  ist  die  gesuchte  Fläche 
gegeben  durch  die  Summe 

F,  +  F^  +  Fj  +  . . .  +F,  +  . . .  +  F„_i  4-  F„  ='i°F,. 

1=1 

Zieht  man  durch  die  Curvenpunkte  P»,  Pj,  Po,  P3,  .  .  .  Pb-i 
Parallele  zur  Abscissenaxe  bis  zu  den  Punkten  R|,  Rj,  .  .  .  Rn,  so 
wird  dadurch  jeder  der  Parallelstreifen  in  ein  Rechteck  und  ein  Drei- 
eck zerlegt. 

Alle  Dreiecke  sind,  wenn  die  Zahl  n  der  Streifen  sehr  groß, 
also  8  sehr  klein  ist,  im  Verhältnis  zu  den  zugehörigen  Rechtecken 
sehr  klein,  und  zwar  umso  kleiner,  je  kleiner  8  (je  größer  n)  ist,  und 
schließlich  werden  sie  zu  unendlich  kleinen  Größen  zweiter  Ordnung, 
weil  sie  zwei  unendlich  kleine  Dimensionen  erlangen,  wenn  die  Breite 
der  Streifen  8  unbeschränkt  abnimmt,  während  die  Rechtecke  nur  un- 
endhch  klein  der  ersten  Ordnung  werden. 

Bildet  man  also  die  Summe  aller  dieser  Rechtecke,  so  unter- 
scheidet sich  dieselbe  umsoweniger  von  der  gesuchten  Fläche  je 
kleiner  8,  d.  h.  je  größer  n  wird,  und  sie  kommt  ihr  unbeschränkt 
nahe,  wenn  8  unendlich  klein,  d.  h.  n  unendlich  groß  wird. 

Bezeichnet  man  die  Flächen  der  aufeinander  folgenden  Rechtecke 
mit  Yi,  cp2,  <p3,  .  .  .  cpi, .  .  .  'f  n,  so  kann  man  setzen: 

A  =  areafQ.  Qb  Pb  Pn-i  Ps  Pa  Q.)  = 

i  =  n 

=  1™  (^^   -f  rp2  +  ?3  +  •  •  •  +  'fl  +  •   •  •  +  ?n-l  +  ?»)  =  lim      S   ffi. 


Nun  ist  aber  zufolge  der  Gleichung  y  =/(x)  der  Curve  Q»P»  =y(a). 
Q,  P;  =/(a  +  8),  Q^P^  =/(a  +  28).. .,  Q„ ::rK::^=f[^  +  (n  —  1)8]. 
somit: 

cp,  =  qTK  .  8  =/(a)  8 

«,,  =  Q^P^.8=/(a  +  8)8 

'fa  =  Q2P2-8=/(a  +  28)8 
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?n«,  =  Q,«»  Pn_2  .  8  =/[a  +  (n  —  2)8]8 

Tn  =  Qn-lPn-l.  8  =/[a  +  (ü  -  1)  8]  8, 

demnach  die  gesuchte  Fläche: 

i  =  n 

A  =  lim    S  ?pi  = 

=  lim  [/(a)8  +/(a  -f  8)8  +/(a  +  28)8  +  . .  .  +/[a  +  (n  -  1)8]]. 

Um  also  die  Fläche  einer  solchen  Figur  zu  berechnen,  ist  es 
nothwendig,  den  Grenzwert  einer  gesetzmäßig  gebildeten  Summe  zu 
linden,  deren  Glieder  unendlich  klein  sind,  während  die  Zahl  demselben 
unendlich  groß  ist. 

Viele  andere  Aufgaben  führen  auf  diese  Aufgabe  zurück,  so  dass 
es  angezeigt  erscheint,  letztere  an  und  für  sich  zu  lösen,  um  auf  diese 
Art  ein  Mittel  für   die  Lösung  verschiedener  Probleme   zu   gewinnen. 

b)  Im  nachfolgenden  soll  also  die  Summe 

hm{8[/(a)  +/(a  +  8)  +/(a  +  28;  +  . .  .  +/[a  +  (n  -  1)8]]}  = 

=  lim   "i"*V(a  +  k8) 

8=0     k=0 

untersucht  werden. 

Ist  F(x)  diejenige  Function,   deren  Differentialquotient /(x)   ist, 


also 


dx     — -^W, 


oder 

J/(x)dx  =  F{x)  +  C. 

SO  besteht  die  Gleichung  (2: 

..    ^       dF(x)       ,.     F(x  +  8)  ~  F(x) 

/(x)=      ,  — -=lim —     '     5 ^- 

dx  3^0  8 

und  zufolge  der  Formel  (5  auch  die  Gleichung 

F(x  +  8)-F(x)  =  8/(x)4-s8 

oder 

/(x)8  =  F(x  +  8)-F(x)-68, 

in  welcher    s    eine   Größe   bedeutet,    welche    mit   8   gleichzeitig    ve 
schwindet. 
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Setzt  man   in   die  letzte  Gleichung   statt  x  nach   und  nach  die 
Werte  a,  a  -|-  8,  a  -|-  2  8, . . .  a  -|-  (n  —  1)8,  so  erhält  man: 

/(a)8  =  F(a  +  8)-F(a)-s,8 

/(a  4-  8)  8  =  F(a  +  2 5)  —  F(a  +  8)  —  8.J  8 

/(a  +  28)8  =  F(a  +  38)-F(a  +  28)  — 636 


/[a  +  (n  —  1)  8]  8  =  F(a  4-  n8)  —  F[a  +  (n  —  1)8]  —  6.  8. 

wobei  die  Größen  e^,  e.^,  e,, .  . .  Sq  mit  8  gleichzeitig  verschwinden. 
Durch  Addition  dieser  Gleichungen  folgt: 

[/(a)+/(a  +  8)  +/(a  +  28)  +  . . .  +/[a  +  (n  -  1)8]]8  = 

=  F(a  +  n8)  —  F(a)  —  8*1%^, 

1=1 

also 

"""S" /(a  4-  k8)  8  =  F(a  +  n8)  —  F(a)  —  8  S"s°. 

k=0  1=1 

Nun  ist  aber =  8,  also  b  =  a  -|-  n  8:  bezeichnet  man  ferner 

n 

mit  a  das  arithmetische  Mittel  der  Größen  s^,  s.^,  .  .  .  8n,  so  dass 

n 

ei  +  Si  +  e3  +  ...  +  Sn       Ssi 
1      


n  n 

wobei  a  mit  den  Si,  also  auch  mit  8  gleichzeitig  verschwindet,  so  kann 
man  schreiben: 

"^^i^'/isL  +  k8)  8  =  F(b)  —  F(a)  —  8na 

k  =  0 

oder,  weil 

ii8  =  b  —  a, 

"""S^ /(a  +  k8)  8=  F(b)  —  F(a)  +  a(a  —  b). 

k  =  0 

Geht  man  auf  den  Grenzwert  für  ein  unbeschränkt  klein  wer- 
dendes 8,  also  für  8  =  0  über,  so  erhält  man.  weil  a  mit  8  gleich- 
zeitig verschwindet: 

Um  ^"i" /(a  4-  k8).  8  =  F(b)  ~  F(a), 

8=0      k  =  0 

wodurch  die  vorgelegte  Aufgabe  gelöst  erscheint. 
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Das  Convergieren  von  8  gegen  den  Grenzwert  Null  kann  sym- 
bolisch, wie  dies  bereits  geschehen,  dadurch  angedeatet  werden,   dass 

bei  Weglassung  von  lim      dx  statt  5  geschrieben  wird: 

8=0 

lim  [/(a)  +/(a  +  8)  +/(a  +  28)  +  ...  +/[a  +  (n  -  1)8]]  8  = 

=  [/(a)+/(a  +  dx)+/(a  +  2dx)  +  ...+/[a+(n-l)clx]]dx. 

Den  Grenzwert  dieser  Summe  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  a  und  b  genommene  bestimmte  Integral  von/(x)dx 
und  bezeichnet  denselben  mit 

J/(X)  d  X. 

Demnach  gilt  für  die  Definition  und  Wertbestimmung  des  be- 
stimmten Integrals  die  Gleichung 

(/(x)  dx  =/(a)  dx  +/(a  +  dx)  dx  +/(a  +  2dx)  dx  +  . . . 

...4-/[a-f  (n  — l)dxldx  =  F(b)  — F(a).     .     .     (109 

Das  bestimmte  Integral  ist  also  eine  Summe  von  unend- 
lich vielen,  unendlich  kleinen  Größen. 

a  wird  die  untere,  b  die  obere  Grenze  des  bestimmten  Inte- 
grals, das  Intervall  a  bis  b  das  Integrations-Intervall  genannt. 

Die  Glieder  der  Summe  heißen  Elemente  des  bestimmten 
Integrals.  Sie  haben  die  Form/(x)dx  und  entstehen  dadurch,  dass 
X  nach  und  nach  alle  aufeinander  folgenden  Werte  von  a  bis  b  annimmt. 

Da  die  Curve  als  stetig  verlaufend  angenommen  wurde,  so  liegt 
der  Untersuchung  die  Voraussetzung  zugrunde,  dass  f(x)  im  ganzen 
Integrationsintervall  stetig  ist. 

Anmerkung:  Es  ist  nicht  nothwendig,  dass  das  Integrationsintervall  in  gleiche 
Theile  getheilt  wird,  und  es  kann  nachgewiesen  werden,  dass  der  Grenzwert  der  Summe 

^^k/(a4-^^k)  für  lim  ^  =  0,  also  lim  n=(x>,    stets    derselbe,    und  gleich  ist  dem 

beitimmten  Integral,  nach  welchem  Gesetze  immer  die  Theilung  des  Intervalls  von  a 
bis  h  ausgeführt  wird. 

Die  Definitionsgleichung  für  das  bestimmte  Integral 

f/(x)  d  x  =  F  (b)  -  F  (a) (110 

a 

gibt  direct  eine  Methode  zur  Wertermittlung  desselben,  wenn  das  un' 
bestimmte  Integral  der  Differentialfunction  bekannt  ist. 
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Der  Wert  des  bestimmten  Integrals  ist  nftmlich  gleich 
der  Differenz  zwischen  den  Werten  des  unbestimmten  Inte- 
gralj<.  welche  dasselbe  annimmt,  wenn  man  darin  die  obere 
nnd  die  nntere  Grenze  for  die  Variable  sabstitniert. 


^—  I  —  * 

f  sinx  dx  =  —  Icosxl  =  —  (coss  —  cosOj=  2. 


J 


.  2               .          fsin'xV  ^™    2 
sm^  X  cos  X  d  X  =  I      -  -  I  =  — 


3" 


1  1 


2dx        r       .    Y  1  A^A^ 

=  I  arc  sin  X  I  ^  arc  sin  ^  —  arc  sm  0  =  -;j  —  0  = 


yi-^       l  \  2  6  6 


l         o/      V  1           Fä    ,    sin(2ax)"l        ir   ,  _  . ,. 

\  cos2  (ax)  d  X  =  I       -| ^ ^  j  =  2    (a  g«««  Zahl). 


'  dx      r         V  IC 

0     ^  0 


dx  f  1  btangx"|2 j^ 

^cos^x  +  b'^sin-^x—Lab'''''^     ^^        a      J~2ab 


r"       .V  1X1  fsin  (a  —  b)  X    ,    sin  (a  4-  b)  x"l "        . 

J^cos  (ax)  cos  (b X)  d X  =  |_    ^-^^^^     +  "TM^b)    J^=  ^ 

(wenn  a  und  b  ganze  Zahlen  Rind, 


u.  8.  w 


Denkt  man  sich  die  obere  Grenze  eines  bestimmten  Integrals 
veränderlich,  die  untere  Grenze  constant,  aber  sonst  willkürlich,  und 
schreibt  dementsprechend  x^  statt  a,  x  statt  b.  so  hat  man: 

J/(x)  d  X  =  F  (X)  -  F  (xo). 
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Weil  aber  x^  ganz  willkürlieh  ist  so  ist  auch  F(Xo)  eine  will- 
kürliche Constante,  und  man  kann  nach  Weglassung  der  Grenzen 
auch  schreiben: 

J/(x)dx  =  F(x)  +  C. 

Daraus  ist  zu  ersehen,  dass  das  unbestimmte  Integral  ebenfalls 
eine  Samme  repräsentiert,  die  mit  einem  ganz  willkürlichen  Elemente 
/'(Xo)dx  beginnt  und  bis  zu  einem  unbestimmt  gelassenen  Elemente 
/^(x)  d  X  fortgesetzt  wird. 

§  19.  Fundamentalsätze  über  bestimmte  Integrale. 

1.  Vertauscht  man  die  Grenzen  des  bestimmten  Integrals, 
so  ändert  dasselbe  bloß  sein  Vorzeichen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  der  Definitionsgleichung  des  be- 
stimmten Integrals  enthalten,  ergibt  sich  auch  durch  die  Wertermittlung 

J/(x)dx  =  F(b)-F(a), 


demnach 


oder 


f/(x)dx  =  F(a)-F(b), 

J/(x)dx  =  -J/(x)dx (111 

Jy(x)dx  +  J/(x)dx  =  0 (lila 


2.  Schließen  die  Integrationsintervalle  mehrerer  be- 
stimmter Integrale,  deren  Elemente  dieselbe  Form  haben,  an- 
einander an,  so  kann  die  Summe  derselben  durch  ein  Inte- 
gral  dargestellt  werden. 

J/(X)  d  X  +  J/(X)  d  X  +  J/ix)  d  X  =  J/(X)  d  X, 

Denn  es  ist: 

F(b)  —  F(a)  +  F(c)  —  F(b)  -f  F(d)  -  F(c)  =  F (d)  —  F(a). 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  gibt  ein  Mittel  zur  Zerlegung 
eines  bestimmten  Integrals  in  eine  Summe  mehrerer  bestimmter  Inte- 
grale mit  anschließenden  Integrationsintervallen  und  Elementen  der- 
selben Form. 
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So  ist  beispielsweise 

J/(X)  d  X  =  J/(X)  d  X  +  J/(X)  d  X  = 

=  f/(x)  d  X  +  (fix)  d  X  +  (f(x)A  X. 

Von  dieser  Zerlegung  wird  bei  der  Integration  durch  eine  mehr- 
deutige Substitution  Gebrauch  gemacht. 

3.  Eine  Summe  von  mehreren,  zwischen  denselben 
Grenzen  genommenen  Integralen  kann  durch  ein  bestimmtes 
Integral  dargestellt  werden. 

(fix)  dx-\-(g(x)dx+  \\  (X)  d  X  =  rt /(x)  +  g  (X)  +  h  (x)|  d  X. 

a  a  •  a  a 

Wird  das  unbestimmte  Integral  jeder  Differentialfunction  mit 
demselben,  aber  großen  Buchstaben  als  Functionszeichen  bezeichnet, 
so  folgt  aus  dem  Begriffe  des  bestimmten  Integrals 

F(b)  —  F(a)  +  G(b)  —  G(a)  +  H(b)  —  H(a)  = 
=  [F(b)  +  G(b)  +  H(b)]  -  [F(a)  +  G(a)  +  H(a)], 

wodurch  der  Satz  bewiesen  erscheint. 

4.  Wird  eine  der  Grenzen  des  bestimmten  Integrals  un- 
endlich groß,  so  hat  das  bestimmte  Integral  überhaupt  nur 
dann  einen  Sinn,  wenn  es  trotzdem  einen  endlichen  Wert 
besitzt. 

Da  aber 

f/(x)dx  =  F(x2)-F(xi), 

so  kann  offenbar,  wenn  x^  oder  Xj  unendlich  wird,  das  Integral  nur 
dann  endlich  bleiben,  wenn  F  (x)  =  f  /(x)  d  x  für  x  =  oo  endlich 
bleibt. 

So  ist  beispielsweise 

J  x2  =  L~  xJ  """  ^  +1  =  ^' 

•^1  1 

also  endlich  trotz  unendlicher  oberer  Grenze. 
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Ein  analoges  Verhalten  zeigen  die  Integrale 


,00  00 


S— =[-T]=r;"]=:- 

•^0  '  0 

Hingegen  hat  das  Integral 

/^OO  OD 

weil  es  unendlich  groß  wird,  keinen  Sinn. 

Ist  eine  Function  /(x)  für   alle  Weite   von  x,   welche  zwischen 
—  oo  und  -|-  OD  liegen,  stetig,  so  kann  auch  das  Integral 


—  OD 


dessen  beide  Grenzen  unendlich  sind,  einen  endlichen  Wert  haben, 
wenn  der  Wert  des  unbestimmten  Integrals  der  Function  bei  nach 
beiden  Richtungen  ins  Unendliche  wachsendem  x,  gegen  endliche  Grenzen 
convergiert. 

So  ist  beispielsweise 


i 


dx 


a'  -|-  X' 


ri      ^     xT     IC 

=  I  —  arc  tang  —  I  =:  — 
I-  a  a~i        a 


—  00  -• 


trotz  unendlicher  Grenzen  endlich. 

Es  existiert  kein  allgemeines  Kennzeichen  zur  Beurtheilung,  ob 
ein  bestimmtes  Integral  mit  unendlichen  Grenzen  einen  Sinn  hat  oder 
unendlich  wird,  wenn  das  unbestimmte  Integral  der  Differentialfunction 
nicht  bekannt  ist.  Diesbezüglich  lassen  sich  wohl  Anhaltspunkte  geben, 
die  aber  nicht  allgemein  zutreffende  Entscheidungen  ermöglichen  und 
nur  mit  großer  Vorsicht  zu  benützen  sind,  weshalb  von  ihrer  Angabe 
mit  Rücksicht  auf  den  Zweck  des  Buches  abgesehen  wird. 

5.  Zur  Berechnung  unbestimmter  Integrale  wurde  nebst  anderen 
auch  von  der  Methode  der  Substitution  einer  neuen  Variablen  Gebrauch 
gemacht. 

In  dem  Resultate  musste  aber  sodann  die  ursprüngliche  Variable 
durch  Rücksubstitution  wieder  eingeführt  werden. 

BadiiftTljevIc  a.  Mikata,  Leitf.  d.  höber.  Mathemat.  II.  Bd.  10 


146  Erster  Theil.     3.  Abschnitt. 

Diese  Methode  kann  aach  beim  bestimmten  Integral  angewendet 
werden.  Ein  Zurückkommen  aaf  die  ursprüngliche  Variable  ist  aber 
nicht  nothwendig,  sobald  das  umgeformte  Integral  zwischen  richtig 
bestimmten  Grenzen  genommen  wird. 

Denn  der  Wert  eines  bestimmten  Integrals  wird  durch 
eine  Transformation  der  Variablen  nicht  geändert,  wenn 
gleichzeitig  die  Grenzen  desselben,  mit  Rücksicht  auf  die 
Substitutionsgleichung  entsprechend  geändert  werden- 

Es  sei  gegeben  das  bestimmte  Integral 

J/(x)dx, ,1 

welches  durch  die  Substitution 

X  =  ?  (u) [} 

transformiert  werden  soll. 

Durch  Differentiation    der   Substitutionsgleichung  (ß  erhält   man: 

d  X  =  9'  (u)  d  u, 

und  hat  als  transformierte  Differentialfunction  unter  dem  Integralzeichen 

/[?  (n)]  ?^  (n)  d  u. 

Da  sich  durch  diese  Transformation  die  Elemente  des  Int^^als 
ändern,  müssen  die  Grenzen  der  Integration  entsprechend  neu  be- 
stimmt werden,  wenn  der  Wert  des  bestimmten  Integrals  derselbe 
bleiben  soll. 

Das  vorgelegte  Integral  (a  ist  eine  Summe  der  Elemente  y(x)  dx 
für  alle  Werte  des  x,  welche  von  x  =  a  angefangen  bis  x  =  b  liegen. 

Das  transformierte  Integral  ist  die  Summe  aller  Elemente 
y  ['f(u)]cp'(u)du  für  alle  in  dem  noch  zu  bestimmenden  Intervall  u, 
bis  U.2  gelegenen  Werte  von  u. 

Löst  man  nun  die  Substitutionsgleichung  (ß  nach  u  auf  und  erhält 
dadurch  z.  B. 

u  =  'J)  (x), 

80  gibt  die  letzte  Gleichung  die  den  Werten  x  =  a  und  x  =  b  ent- 
sprechenden Werte  des  u,  Uj  =  (|^(a)  und  u.^  =  4^(b);  denn  während  x 
alle  Werte  annimmt,  welche  zwischen  x  :=  a  und  x  =  b  liegen,  durch- 
läuft u  alle  Werte  des  Intervalls  ^  (a)  bis  ^  (b),  mithin  ist  dieses  das 
entsprechende  Integrationsintervall  des  transformierten  Integrals. 
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Es  besteht  also  die  Gleichung 

f/(x)dx  =  f/[?(u)]<p'(u)du. 

Die  Bestimmung  der  Grenzen   des  transformierten  Integrals   ge- 
staltet sich  demnach  sehr  einfach,  wenn  die  Substitutionsgleichung 

X  =  'f  (u) 

aufgelöst  werden   kann    und   eindeutig  ist,   d.  h.   wenn  jedem  Werte 
von  X  nur  ein  bestimmter  Wert  von  u  und  umgekehrt  entspricht,  wie 
dies  in  folgenden  zwei  Beispielen  der  Fall  ist. 
1.  Es  ist  das  bestimmte  Integral 

1 


S 


_dx 

a  -j-  bx 

0 


durch  die  Substitution 

a  4"  bx  =  u 
zu  transformieren. 

Aus  der  Substitutionsgleichung  folgt: 

d X  =  ,    du, 
b 

femer  wird  für  x  =  0,     u  =  a;     für  x  =  1,     u  ==  a  -[-  b. 

Es  ist  somit 

r   dx   ^C^du^i  f  du^  ijs^+b 

ja  +  bx       Jbu        bju         b        a 

0  »  a 

2.  Das  bestimmte  Integral 

x3 

ist  durch  die  Substitution 

zu  transformieren. 

Aus  der  Substitutionsgleichung  folgt: 

x2  =  t«  —  1,       x^  =  (t«  —  1)«,       4x^  dx  =  4t  (t«  —  1)  dt, 

also    x^  d  X  =  t  (t*  —  1)  d  t;    ferner  wird  für  x  =  0,     t  =  1    und    für 

x=l,     t  =  K27 

10* 


s: 


148  Erster  Theil     3.  Abschnitt. 

Es  ist  demnach 

1  K2~  K«"  KäT 

Ist  die  Substitutionsgleichung  x  ==  cp  (u)  mehrdeutig,  d.  h.  gehören 
zu  jedem  Werte  des  u  mehrere  Werte  von  x  oder  zu  jedem  Werte 
des  X  mehrere  Werte  von  u,  was  aus  ihrer  Auflösung  u  =  4»  (x)  leicht 
zu  ersehen  ist,  so  ergeben  sich  bei  der  Umformung  des  bestimmten 
Integrals  Schwierigkeiten. 

Für  die  Umformung  in  derartigen  Fällen  können  keine  allgemein 
giltigen  Regeln  aufgestellt  werden;  es  erfordert  eben  jeder  Fall  für 
sich  eine  besondere  Untersuchung,  was  an  einigen  Beispielen  erläutert 
werden  soll 


1.  Das  Integral 

^K" 

ist  durch  die  Substitution 

X*         u 

zu  transformieren. 

Aus  der  Transformationsgleichung  folgt: 

x-4-yD 

Die  Substitutionsgleichung  ist  zweideutig,  es  ist  also  bei  der  Um- 
formung des  Integrals  eine  besondere  Vorsicht  zu  gebrauchen. 

Durch  unüberlegtes  Acceptieren  des  oberen  Zeichens  würde  man. 
da  u  sowohl  fllr  x  =  -["  1  ^^^  emch.  für  x  =  —  1  den  Wert  1  an- 
nimmt, 


J-=irrl 


=  0 

—  1  "1       ' 

erhalten,   weil   die   Integrationsgrenzen  gleich   sind,   und  es   ist  doch 


f'dx=l-}-l  =  2. 

*'— 1 


Dasselbe   falsche    Resultat   würde    die   Annahme    des   negativen 
Zeichens  ergeben. 

Der  Grund  der  Unrichtigkeit  liegt  in  folgendem: 
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Das  Integrationsintervall  —  1  bis  +  1  übergreift  die  Null,  im 
Gebiete  —  1  bis  0  ist  x  wesentlich  negativ;  demnach  muss  für  diesen 
Theil  des  Integrationsintervalls  x  =  —  ^^u  gesetzt  werden.  Im  Intervall 
0  bis  -|-  1  ist  X  wesentlich  positiv,  daher  die  Substitution  x  =  -j-  l^  ^ 
einzig  richtig. 

Es  muss  also  fbr  die  Ausführung  der  angegebenen  Substitution 
dää  gegebene  Integral  in  die  Summe  zweier  Integrale  mit  anschließenden 
Integrationsintervallen  zerlegt  werden: 

Cdx  =  fdx  +  fdx. 

Substituiert  man,  wie  angedeutet,  im  ersten  iDtegral  rechts 
x  =  — Yu  und  im  zweiten  x  =  -|-^u,  so  erhält  man,  weil  für 
X  =  +  1,   u  ==  1    und  für  X  =  0  auch  u  =  0   ist: 


i  -  _i 


2.  Ein  analoger  Fall  würde  sich  ergeben,  wenn  in 

\  sin  X  d  X 

sinx  =  u 
zu  substituieren  wäre,  denn  man  hätte  dann  zu  setzen: 

dx  = ,         — 

±  1/1  -  u2 

und  mttsste  für  das  Vorzeichen  der  Wurzel  eine  besondere  Entscheidung 
trefiFen. 

Die  einfache  Wahl  eines  der  beiden  Vorzeichen  gäbe  ein  un- 
sinniges Resultat;  als  Wert  des  Integrals  erhielte  man  nämlich,  weil 
die  Grenzen  gleich  sind.  Null,  während  doch  das  ursprüngliche  Integral 
eine  Summe  ausschließlich  positiver  Größen  ist. 

Die  Ursache  dieser  Erscheinung  liegt  darin,  dass  die  Wurzelgröße 
r  1  —  u^  für  cos  X  gesetzt  wird,  nun  ist  aber  der  cosx  im  Werte- 
bereiche von  X  =  0  bis  x  =  ^^  positiv  und  von  da  bis  x  =  tc  wesent- 
lieh  negativ.    Man  hat  also,  um  zum  richtigen  Resultate  zu  gelangen, 
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das  Integrationsinteryall  in  diese  beiden  Theile  zu  zerlegen,  im  ersten 
der  Wurzel  das  positive,  und  im  zweiten  das  negative  Zeichen  bei- 
zulegen. 

Die  Grenzen  der  zwei  Integrale  ergeben  sich,  wenn  man  bedenkt. 

IC 

dass  für  x  =  0,  u  =  0;  für  x  =  ^,  u  =  1  und  für  x  =  «,  u  =  0  wird. 
Auf  diese  Art  findet  man: 

TC  «  K 

y  sin  X  d  X  =  y  sin  X  d  X  -|-  \  sin  X  d  X  = 

•^0  •^o  ^\ 

_  r*    u_d  u     _  r^    11  du     _     ^    udu     _ 

~Jji-u^     J/i-T^"    JoF^"^"'""  * 

3.  Bei  der  Transformation  des  Integrals 


rc^: 


1) 


dx 

durch  die  Substitution 

,     1 
X  H =  u 

'     X 

ist  auch  eine  besondere  Vorsicht  zu  gebrauchen. 

Durch  Multiplication   mit  x  erhält  man   zunächst   aus    der    Sub- 
stitutionsgleichung 

x2  — ux  +  l  =  0 
und  daraus 


oder 


also 


u  +  l^u2  —  4 
2 


Die  Substitution   ist  zweideutig,   und  es   muss  die  Entscheiduno' 
getrofiSsn  werden,  welches  Vorzeichen  der  Wurzel  gewählt  werden  soll. 

Die  Wahl  hängt  davon  ab,  wie  sich  u  zwischen  den  neuen  Inte- 
grationsgrenzen verhält. 
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Zufolge   der  Definition   des  bestimmten  Integrals   nimmt  x  alle 
Werte  an,  welche  zwischen  x  =  0  und  x  =  -|-  oo  liegen. 

Ans  der  Substitutionsgleichung 


,    1 

U  =  X  -H 

X 


folgt: 


für    X  =  0       ist    u  =  CO, 

X  =  ^-  u  =  -£  4-  ™  (m  >  p), 

m  m        p  ^ 

X  =  1  u  =  2. 

m  m    ,    p    .  V 

X  =  u  = ^  '^-  (m  >  p), 

p  p    '    m   ^         ^  ' 

X  =  oo  n  =  CO. 

W^en  der  Voraussetzung  m  >  p,  ist  --  <  1  und       ^  1 . 

Nun  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  —  -\ >  2  sein  muss. 

m        p 


Denn  es  ist 

p        m        (p 
m         p 

—  m)2  4-  2  m  p       ^       (p  —  m)2 
mp                                  mp 

unbedingt 

P+-->2. 
m        p 

Während  also  x  von  0  bis  1  zunimmt,  nimmt  u  von  <x)  bis  2 
ab;  ^w^enn  hingegen  x  von  l  bis  co  wächst,  nimmt  u  von  2  bis  co  zu. 

In  dem  Theile  des  Integrationsintervalls  0  bis  1,  in  welchem  u 
abnimmt,  ist  du  eine  wesentlich  negative  Große,  in  jenem  1  bis  co, 
in  welchem  u  zunimmt,  ist  du  wesentlich  positiv. 

Bei  dieser  Umformung  muss  somit  das  vorgelegte  Integral  in 
zwei  Integrale  mit  anschließenden  Integrationsintervallen  derart  zerlegt 
werden,  dass  die  neue  Variable  u  in  dem  einen  eine  abnehmende  und 
in  dem  anderen  eine  wachsende  Größe  ist. 

Eine  derartige  Zerlegung  ist  nach  dem  über  das  Verhalten  von  u 
Gesagten  folgende: 


j>(-.)d.=je-(-;)d.+j 


e    ^      ^    dx. 

0  ^1 
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Wird  nun  die  Umformung  durch  die  Substitution  ausgeführt^  so 
ist  im  ersten  Integrale  der  rechten  Seite,  weil  u  im  Integrationsintenrall 
abnehmend  ist,  d  u  eine  wesentlich  negative  Größe,  im  zweiten  Integral 
ist  u  wachsend,  also  du  wesentlich  positiv. 

Nun  ist  aber 

-  dx 

d  u  = 9 

und  d  X  eine  wesentlich  positive  Größe,  weil  x  im  ganzen  Integiations- 

. VI 

intervall  wächst   ferner  u  >  Vu^  —  4,  d.  h.  -7r^__i_-  ">  1,    somit   du 

'  ^u«  —  4 

negativ,  wenn  das  negative,    und  positiv,    wenn   das   positive  Zeichen 

der  Wurzel  genommen  wird. 

Die  richtig  ausgeführte  Umformung  gibt  also: 


+ire-"ri+  ;-L-idu 


und   nach  Zerlegung   der   Integrale   in  Summen   von  Integralen   und 
einfacher  Reduction: 


»•  r  IV  r»« 


\e    ^      *^dx  =  \e       -^^^__du. 

1  J„        Vu2  — 4 


0  "2 


§  20.  Wertermittlung  bestimmter  Integrale. 

1.  Ist  das  unbestimmte  Integral  der  Differentialfunction  ^/*(x)dx 

J/(x)dx  =  F(x)  +  C 

bekannt,  und  die  Function  /(x)  im  ganzen  Integrationsintervall  endlich 
und  stetig,  so  ist,  wie  bereits  ausgeführt: 

J/(x)dx  =  F(b)-F(a), 

demnach  die  Wertermittlung  des  bestimmten  Integrals  mit  keinen 
Schwierigkeiten  verbunden,  was  bereits  durch  einige  Beispiele  illustriert 
wurde. 
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Hiezu  sei  nnr  noch  bemerkt:  Existiert  für  das  unbestimmte 
Integral  eine  Bedactionsformel,  so  ist  damit  auch  fQr  das  bestimmte 
Integral  eine  Reductionsformel  gegeben. 

So  besteht  beispielsweise  die  Reductionsformel 

r  •  «      1  sin"—*  X  cos  x,n —  if.«    ,      j 

\8in°x  dx  = \sin°-"*  x  dx, 

J  n  •       n     J 

demnach  auch 


S 


fC  IC  TC 

V  r      sin°— *  x  cos  XT  a    n  —  1  fä 


[sm"-*  X  cos  XT  a    n  —  1(2 
— ~ I  -h~"ii —  Vsin"""*  X  dx, 

0  0  *^o 

und  da  der  erste  Theil  rechts  vom  Gleichheitszeichen  für  beide  Grenzen 
verschwindet,  so  ist 

IC  IC 

ft  n  — Ifi- 

V  sin"  X  d  X  =  — ~ —  \  sin"~*  x  d  x. 

Ist  nun  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  erhält  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade, 
die   Schlussintegrale 

IC 
0 

oder 

IC  JC 

^2" 


• 


V  sin  X  d  X  =  I  —  cos  x  1  =  1. 


•^0 


Somit  für  gerades  n: 


[ 


IC 

^„      ,  n— 1    n  — 3    n— 5  5     3     1     ir         ,,,^ 

n        n  —  2    n  —  4  6     4     2     2         ^ 

0 

ir  1  .3.5.7  .  .  .  (n  — 3)n— 1 


2  2.4.6.8...  (n  — 2)  .  n 
Hingegen  für  ungerades  n: 


•^0 


IC 

2  n_i    n  — 3    n  — 5  6     4     2 


sin"  X  dx  = •     — -    .  .  .   -•-•--.  1  .  .  (113a 

n        n  — 2    n  — 4  7     ö     3  ^ 

_  2.4.6.8  .  .  .  (n  — 3).  (n  — J.) 
~3.ö.7.9  .  .  .  (n  — 2)7      n       ' 
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Anmerkung:  Die  hier  gefandenen  Werte  ermöglichen  die  Ableitung  einer  merk- 
würdigen Formel,  welche  ron  Wallis  gefunden  wurde  and  auch  dessen  Namen  fuhrt 

Da  X  zwischen  0  und  ^  lieget,  so  ist  sin  z  ein  echter  Brach,  also 

sin"  X  >  sin°  +  *  X  >  siii'*+^ 

demnach  ist  auch 

IC  IC  IC 

\  sin"  X  d X  >  \  sin°  +  ^  X  d x  >  \  sin'^+'x  d  x, 
0  0  0 

weU  die  Elemente  des  ersten  Integrals  größer  sind  als  die  Elemente  des  zweiten,  und 
diese  wieder  größer  als  die  Elemente  des  dritten  Integrals. 

Angenommen  n  sei    eine    ungerade  Zahl,    dann    ist  n  -j-  I   gerade    und  n  4-  2 
wieder  ungerade,  man  erhält  also  durch  Anwendung  der  abgeleiteten  Formeln: 

2.4.6.8  .  .  .  (n  —  1)       7t     1.3  ^.J_^-  •  •     "^    _  v^ 
3  .  5  .  7  ."9  .  .  .  .    n       ^2*2  .  4  .  6  .  8  .  .  .  (n  +  1) '' 

2.4.6.8  ..  .  (n  — l)(n+l) 


> 


3.6.7.9....    n      (n  +  2) 


oder,  weil  rechts 


2 

.4 

.6 

.8 

■         « 

• 

(n- 

3. 

,5. 

7 

.9 

•         • 

• 

• 

>► 

2. 

4. 

6 

.8 

n-f^l  _  (n  +  2|;- 1  _  1 

ii  +  2~       n  +  2      ~  n-f2' 

—  l)7t     1.3.6..  ..n 

n     ^  2"  *  2.4.6..  "(n  +  i)  ^ 

2^  .  6^  .  .  .  (n  -- 1)  /  1     \ 

"^3.5"7.9  .  .  .\    n       \         n-f2/ 

Nimmt  n  ins  Unendliche  zu,  so  convergiert  II -,--q)    gegen    die   Einheit, 

also  die  beiden  äußeren  Brüche  gegen  denselben  Grenzwert,  welcher  demzufolge  auch 
der  Grenzwert  des  mittleren  Bruches  ist. 

Für  ein  gegen  Unendlich  wachsendes  n  ist  somit: 

5    13.6.7  .  .  .  _  2.4.6.8  .  .  . 
¥'2.4.6.8  .  .  .~3.5.7.9   .  .  . 

oder 

IC  _  2.2.4.4.6.6.8  .8  .  .  . 

dt  I.O.d.O.O.i.C«*.«. 

IC 

Den  Wert  von  -^-  erhält   man    aus    dieser  Gleichung    umso  genauer,  je  mehr 

dt 

Factoren  man  im  Zähler  und  Nenner  nimmt,  es  müssen  aber  im  Nenner  mit  Einschluß 
der  vorangestellten  Einheit   ebenso    viele  Factoren  genommen   werden  als  im  Zähkr. 
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Es  ist  direct  einzusehen,  dass 


IC  n 


\  sin"  X  dx  =  \  cos°  x  d x, (114 

weil  beide  Integrale   dieselben  Elemente   haben,   nur  in  umgekehrter 
Reihenfolge. 

Aus  der  Reductionsformel 


\  tang"  x  d  X  =  — - — —  —  \  tang 


°-^x  dx 


folgt: 


:c 


f*  ^  rtang»-^xl*      fl       „    ,      , 

\  tang"  X  d  X  =  I  —    _-j—  1  —  \  tang"-^  x  d  x, 


also 


IC 


\  tang"  X  dx  = y  —  \  tang""* x  d  x. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Reductionsformel  gelangt 
man  schließlich,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  positive 
ganze  Zahl  ist,  zu  einem  der  Schlussintegrale 


K 


*  IC 

dx=T 


oder 

ff  7C 


\tangxdx  =  [— lcosx]  =  — 111/^2  =1^2== -|- 12. 


0 

Demnach  ist,  wenn  n  eine  gerade  Zahl: 


[ 


IC 

**°S'"^'*^  =  n^i-ni3  +  n-5-  ••±1  +  1'  (^^^ 


Qnd  wenn  n  eine  ungerade  Zahl: 


itang°xdx= --{-       --—...+       +  --12.  .  (115a 

).   °  tlj — 1       n  —  3'n  —  o  —  22 

0 
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Ist  das  nnbestimmte  Integral  der  Differentialfiinction  /(x)  d  x 
nicht  bekannt,  und  ist  es  nicht  möglich,  dasselbe  zn  ermitteln,  so 
müssen  zur  Bestimmung  des  Wertes  des  bestimmten  Integrals  andere 
Methoden  angewendet  werden. 

Die  wichtigsten  derselben  sollen  in  folgendem  erläutert  werden: 

2,   Grenzen  für  den   Wert  eines  bestimmten  Integrals. 

Ist  es  möglich,  zwei  Functionen  ff  (x)  und  ^  (x)  zu  finden,  welche 
integrierbar  sind  und  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  für  alle  innerhalb 
des  Integrationsintervalls  gelegenen  Werte  des  x 

9(x)</(x)<<|.(x), 
dann  ist  auch 

{\  (X)  d  X  <  f/(x)  d  X  <  f<|.  (X)  d  X. 

Nachdem  nun  laut  Voraussetzung  die  Werte  der  äußeren  Integrale 
angegeben  werden  können,  so  sind  bereits  für  den  Wert  des  mittleren 
Integrals  die  Grenzen  bestimmt,  innerhalb  welcher  er  liegen  mus& 

Das  Wesen  und  der  Wert  dieser  Methode  soll  an  zwei  Beispielen 
gezeigt  werden. 

1.  Es  ist  der  Wert  des  Integrals 


i 


1 

2    dx 


]fl  —  X- 


0 

zu  ermitteln  unter  der  Voraussetzung,  dass  n  >  2  ist. 

In  diesem  Falle   ist   die  Integration    in  geschlossener  Form   un- 
möglich. 

Innerhalb  des  ganzen  Integrationsintervalls  ist: 
denn  im  ganzen  Intervall  0  bis  —  ist  x  ein  positiver  echter  Bruch,  also 


1  >  1  —  x°,  folglich  auch  1  >  f  1  —  x";  femer  ist  x°  <  x^  weil  n  >  2, 

daher  1  — x°>l  — x^  und  fl"— x°  >  fF^x^" 
Aus  der  aufgestellten  Ungleichheit  folgt: 

1  1 

1  <  77=r-^-  < 


|/l_x»      fl— x' 
es  ist  somit 


Du  beitimmt«  IntegraL 


1      l      ds  .1 


Vi-.- 


^=<  0-5236 

-  x" 

für  jedes   d,  welches  größer  iet,  wie  2. 

Die  Greozen,  zwischen  welchen  das  Integral  eingesdiloaaen  warde, 
sind  bis  auf  die  erste  Decimalstelle  gleich,  wenn  man  sich  also  mit 
dem  bis  aof  eine  Decimalstelle  genauen  Werte  begnUgen  kann,  so 
hat  man  den  Wert  des  Integrals  mit  05  anzusetzen. 

2.  Ks  ist  der  Wert  des  Integrals 

JKI— k^Bin'^ 

za  ermitteln,  wobei  k  ein  echter  Bruch  ist  (k  <  1). 

Dieses  Integral  ist  das  vollständige  elliptische  Integral  erster 
Gattung  nnd  in  endlicher  Form  nicht  darstellbar. 

Sieber  ist,  weil  der  Radicant  ein  echter  Bruch: 

1  >  yi  —  k'lm"^'^ >  1  —  k^ sin^ <p, 
liemnaeb 

1  <-„•-__< 1 

yi  —  k"  sin^  (p      1  —  k*  sin'  fp 


P 
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und 


2  ('2  ,  (^2 


Yl  —  k'^  sin''  f      )  1  —  k»  8in2  <p 


0  *^o 

Das  Integral 


Jl-k^i 


1  —  k'^  sin^  9 


kann  dargestellt  werden;  ersetzt  man  nämlich  darin  die  Einheit  dorcli 
sin^  9  -|-  cos'-'  ^,  so  geht  es  in 

dcp 
d  ^  1  cos^  rf 


Icos^  cp  -|-  (1  —  k'-*)  sin^  ff       Jl  -|-  (1  —  k*^)  tang^  <p 

über;  und  weil  k  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  1  —  k*  >  0,  also 

dy 

^    T   ,:; t-In i>     ==  .    ^^—  arc  tang  (Vi  —  k^  tang  9)  +  C. 

1  +  (1  —  k2)  tang^  ff      y  1  _  k2  ^  "^^  ^  ^'  ' 

folglich 

IC  IC 

\ ' —      =  Itt — ^—^-  arc  tang  (Kl  —  k^  tang  <p)  |    =     -  __^  -  ^ 

J^l  -  k«  sin^  cp       LKl-k'^  ^^"^  ^^J^        2Kl-k^ 

Man  hat  sonach: 

IC 


d«  ir 

8in2  cp      2 1^1 —'¥2 


Ä     r2       d« 


Das  Integral  ist  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen,  die  umso 
enger  sind,  je  kleiner  k  ist. 

1  Ä 

Ist  beispielsweise  k  =  -^  ?  dann  ist  — ;-  --  .  =  1-5728  und  somit 
^  20  2|/'l— k^ 

IC 

1-5691  <  f*-  .  -:^.    ?    - — --  <  1-5728, 


]'  1  -  (2^)^in^  <P 


d.  h.  auf  eine  Decimalstelle  genau  hat  das  Integral  den  Wert  1*5. 
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3,  Der  MiUduoertsatz. 

Die  Function  unter  dem  Integralzeichen  /(x)  sei  als  Product 
zweier  Functionen  cp(x)  und  <|j(x)  darstellbar,  von  welchen  eine  ^(x) 
für  alle  Werte  des  Integrationsintervalls  dasselbe  Vorzeichen  beibehält: 

fix)  =  f(x)^  (x) 
J/(x)dx=j\(x)<l.(x)dx. 

Nun  sei  vorausgesetzt  dass  ^(x)  für  alle  zwischen  a  und  b  ge- 
legenen Werte  von  x  beständig  positiv  sei,  ferner  dass  m  der  kleinste 
und  M  der  größte  Wert  ist,  den  die  Function  ^(x)  im  Integrations- 
intervall annehmen  kann. 

Zufolge  der  Voraussetzung  ist 

m  <  rp  (x)  <  M 

für   alle  Werte    des   x,    welche   zwischen  x  =  a   und   x  =  b   liegen, 
und  weil  ^(x)  beständig  positiv  bleibt,  besteht  auch  die  Ungleichheit: 

m^(x)  <  Y  (x)^p(x)  <  M  ^p(x), 

demzufolge  ist  ebenso: 

b  b  b 

m  J  (j^  (x)  d  X  <  f  9  (x)  «Kx)  d  X  <  M  f  «Kx)  d  X, 

und  es  muss  einen  zwischen  m  und  M  gelegenen  Mittelwert  |i  geben, 
für  welchen  die  Gleichung  besteht: 

b  b 

f  rp  (x) ^(x)dx  =  |i  J  4>(x) d X. 

Nun  sind  m  und  M  Werte,  welche  die  Function  f  (x)  in  dem 
Integrationsintervall  annimmt,  und  zwar  speciell  m  der  kleinste  und  M 
der  größte  Wert  derselben,  folglich  muss  die  Function,  da  sie  als  stetig 
vorausgesetzt  wird,  mindestens  an  einer  Stelle  des  Integrationsintervalls 
den  zwischen  m  und  M  gelegenen  Functionswert  |i  annehmen. 

Bezeichnet  diese  Stelle  x  ==  ^  so  ist  im  allgemeinen 


Jfp(x)4.(x)dx  =  ^(£)ft|;(x)dx. 


Diese  Gleichung   wird   der  verallgemeinerte  Mittelwert- 
satz  genannt. 
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Der  einfache  Mittelwertsatz  wird  erhalten,   wenn  man  ^|*  (x)  =  1 
und  y(x)=/(x)  setzt;  dadurch  ergibt  sich 

J/(x)dx  =  (b-a)/(e), 

wobei  i  ein  Wert  von  x  aus  dem  Intervall  a  bis  b  ist. 

Die  letzte  Gleichung  hat  einen  sehr  einfachen  geometrischen  Sinn. 
Es  ist  nämlich: 


f /(x)  d  X  =  area  (ab  B  A  a) 


Fig.  6. 


>y) 

B 

Ä 

...yL. 

B' 

Aj 

-^'^^\ 

fia) 

i%\ 

f(b) 

0 

l 

i 

1       1 

) 

w 


Gregeben  ist  das  Integral 

1 


(b  —  a)/(ö  (Fig.  5)  stellt  die 
Rechteckfläche  ab  B'  A'  a  von 
der  Basis  b  —  a  und  der 
Höhe  \  vor.  die  einem  Mittel- 
werte von  /(x)  entspricht^  der 
immer  vorhanden  ist 

Der  Mittelwertsatz  kann 
zur  näherungsweisen  Berech- 
nung des  Wertes  eines  be- 
stimmten Integrals  angewen- 
det werden,  wie  das  folgende 
Beispiel  zeigt. 


L 


dx 


wobei  k''  <  1,  also  ein  echter  Brach  sein  soll. 

Setzt  man: 

1 


?«  = 


Kl  —  k2x2 


und  4»  (x)  = 


Kl 


80  bleibt  «|>(x)  beständig  real  und  positiv,  weil  x  nur  Werte  annimmt, 
welche  zwischen  0  und  1  liegen  und  das  negative  Vorzeichen  der 
Wurzel  ausgeschlossen  wird.  Man  kann  also  zufolge  des  Mittelwert- 
satzes schreiben: 

1  -  i 


1 


dx 


y(i — x^)  a  —  k«  X 


1  f      jlx_ , 


0'   ^  '     '  '  ■  -0' 

wobei  6  ein  Wert  ron  x  aus  dem  Integrationsinterrall,  mithin  ein  echter 
Brach  ist. 
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Es  ist  somit: 


[ 


dx  1 

-  I  arc  sin  x 


f  (1  —  x2)(i  —  k2  x2)     i^i  —  k'^  e? 


I  arc  sin  x  1 


r  dx ir    

3  Y{r—^^i  —  k^^)  ~  2fi  —  k?  02 


0' 

Setzt  man  für  0  die  beiden  äußersten  Werte  ein,  welche  es  an- 
nehmen  kann,  nämlich  0  und  1,  so  erhält  man  die  Grenzen,  innerhalb 
welcher  der  Integralwert  liegen  muss: 

dx  n 


2     ihl-x" 


•i)(l— k«x2)     2l/'l— k» 

w 

Dieses  Integral  hat  also  einen  Wert,  welcher  zwischen  denselben 
Grenzen  liegt,  wie  der  Wert  des  sub  2.  angeführten  elliptischen 
Integrals.  Es  ist  auch  thatsächlich  mit  dem  früher  besprochenen  ellip- 
tischen Integral  identisch  nnd  nur  in  seiner  algebraischen  Form  dar- 
gestellt. 

Setzt  man  nämlich  x  =  sin  rp ,  dann  ist  d  x  =  cos  'f  d  ^.  Die 
Grenzen  des  Integrals  werden  zufolge  der  Substitutionsgleichung  0  und 

^y.  weil  für  X  =  0,  cp  =  0  und  für  x  =  1,  cp  =  -  ?  und  man  findet: 


7t 


r dx n        _d'p     

4,  Methode  der  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen, 

Der  Wert  eines  bestimmten  Integrals  ist  von  der  Integrations- 
variablen ganz  unabhängig  und  hängt  nur  von  den  beiden  Grenzen, 
dann  den  Constanten  oder  Parametern  der  Function  unter  dem  Inte- 
^alzeichen  ab. 

Betrachtet  man  diese  Größen  als  variabel,  so  ist  das  bestimmte 
Integral  eine  Function  derselben  und  kann  nach  einer  dieser  Größen 
differenziert  werden. 

Die  Differentiation  eines  bestimmten  Integrals  nach  einer  der 
Integrationsgrenzen  ergibt  sich  direct  aus  dem  Begriffe  eines  Integrals. 

Unter  dem  Integral  einer  Differentialfunction  /(x)dx  versteht 
man  nämlich  diejenige  Function  F(x),  deren  Differential  die  Diffe- 
rentialfunction ist: 

B«dUftTlJeTi6  n.  Miknta,  I^itf.  d.  höher.  Mathemat.  If.  Bd.  11 
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d  F  (x)  =/(x)  d  X, 


d.  h. 


F'(x)=/(x). 


Hat  man  also 


J=J/(x)dx  =  F(b)-F(a) 

nach    den   oberen    Grenzen   b  zu   differenzieren,    d.   h.    den    partiellen 
Differentialquotienten   ^^  zu  bilden,   so   findet  man,   weil  F(a)   von  b 

ganz  unabhängig  ist: 

93_3F{h) 
9h~    9h     ' 

und  weil  F(b)   dadurch   gebildet  wird,   dass   in  F(x)    statt  x,    b  sub- 
stituiert wird,  demnach 

F(b)  =  [F(x)],=b 
ist,  schließlich 

5J_r^F(x)" 
5b 


= W]  =/w  =/(«■ 


Der  Differentialquotient  eines  bestimmten  Integrals 
nach  seiner  oberen  Grenze  ist  gleich  dem  dieser  Grenze  zu- 
gehörigen Werte  der  Function  unter  dem  Integralzeichen. 

Soll  der  partielle  Differentialquotient  des  Integrals 


b 


J=J/(x)dx 

nach  der  unteren  Grenze  gebildet  werden,  so  findet  man  durch  Zurück- 
führen dieses  Falles  auf  den  vorigen,  weil 

J  =  -  J^/(x)  d  X 

Der  Differentialquotient  eines  bestimmten  Integrals 
nach  der  unteren  Grenze  ist  der  negative,  dieser  Grenze 
entsprechende  Wert  der  Function  unter  dem  Integralzeichen. 
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Beispiele: 

b 


1 


=S" 


+  x' 


9J  _     1  5J 

5b~l  +  b'      5a""       1  +  a 


dx, 


l+b' 

5a' 

f' 

^"     c 

h 

+  x« 

b» 

5J 

• 

5J  b°  3J  a 


m 


3  b       l+b°'      3  a  1  +  a° 

IL    8.    W. 

Enthält  die  Differentialfanction  einen  Parameter  a: 

/(x.a)dx5 
dann  ist  das  bestimmte  Integral 

J/(x,a)dx  =  F(Ka)-F(a,a) 

auch  eine  Function   dieses  Parameters  a,   und  es  kann   in  Bezog  auf 
diesen  partiell  differenziert  werden. 

Zunächst  sei  nun  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Grenzen  b  und  a 
von  a  ganz  unabhängig  sind. 

Der  Wert  des  bestimmten  Integrals  sei  als  Function  von  a  der 
Kürze  wegen  mit  ^(a)  bezeichnet,  so  dass  also 

9(a)  =  F(b,a)-F(a,a), 
demnach 

b 

J/(x,a)dx  =  cp(a). 

Geht  nun  a  in  a  -f-  h   über,  so  erhält  man: 

J/(x,a  +  h)dx  =  cp(a  +  h) 
und 


j/(^  a  +  h)  dx  -  J/(x,  a)  dx  =  cp  (a  +  h)  ~  ^  (a), 


II» 
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oder,  wenn  beide  Integrale  unter  ein  Integralzeichen  zusammengezogen 
werden: 

fV(x,  a  +  h)  -/(x,  «)]  dx  =  <p  (a  +  h)  -  <p(a). 

Dividiert  man  nun  beiderseits  mit  h,  und  gebt  auf  die  Grenze  über 
für  ein.  gegen  Null  convergierendes  b,  so  bat  man: 


s 


h=o  n  bso 


also  scbließlicb: 


J 


b 

-^^-'— ^  d  X  =  rp  (a). 


3fx 

a 

Man  erbält  den  Differentialquotienten  eines  Integrals 
nacb  einem  Parameter  der  Function  unter  dem  Integral- 
zeicben,  wenn  man  dieselbe  nacb  dem  Parameter  differen- 
ziert und  fiodann  die  Integration  ausführt. 

Sind  aucb  die  Integrationsgrenzen  eines  bestimmten  Integrals 
Functionen  des  Parameters  o,  dann  ist  das  bestimmte  Integral 

J  =  f/(x,  a)  dx  =  F(b,  a)  -  F (a,  a) 

•^a 

eine  Function  von  a,  b  und  a,  wobei  a  und  b  wieder  Functionen  des  a 
sind,  was  beim  Differenzieren  berücksichtigt  werden  muss. 

Der  DijBferentialquotient  des  als  Function  von  a  aufgefassten  Inte- 
grals J  erscheint  dann  gegeben  durch: 

dJ_PJ3Jdb.3Jda 
da       Pa'5b  da'5a  da' 

Bei  der  partiellen  Differentiation  von  J  nach  a  werden  a 
und  b  als   Constante  angesehen,   es   liegt  also  bei   der  Bildung    von 

33 

TT-  der  früher  angeführte  Fall  vor,  es  ist 

c/a  "  ' 

b 

0 


gj^r3/(x,a: 

5a       J       d  OL 


dx. 


Bei  der  partiellen  Differentiation  von  J  nach  a,  beziehungsweise  b, 
sind  b  und  a  oder  a  und  a  als  Constante  zu  behandeln,  d.  h.   es  ist 
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das  Integral  nach  der  oberen,  beziehungsweise  unteren  Grenze  zn  diffe- 
renzieren. Mithin  ist 

5b=/(b,a). 
Es  ist  also  schließlich: 

b 

dJ        r9/(x,  a)  I    /.,!      sdb        j,,       .da 

Die  Differentiation  von  Integralen  nach  Parametern  (Differentiation 
unter  dem  Integralzeichen)  ist  eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  für  die 
Ermittluiig  der  Werte  bestimmter  Integrale,  indem  durch  dieselbe  be- 
kannte Integrale  verallgemeinert,  beziehungsweise  aus  bekannten  Inte- 
gralen andere  hergeleitet  werden  können. 

Dies  soll  nun  an  einigen  Beispielen  veranschaulicht  werden. 

1,  Wenn  n^(— 1), 

ist 

1 

1 


i 


x°  d  X  =       ,    ^  . 
n  +  1 


0 

Betrachtet  man  in  diesem  Integral  n  als  willkürlichen  Parameter 
und  differenziert  nach  demselben,  so  erhält  man: 

1 

1 


[ 


x°  1 X  d  X  =  — 

„  (n  +  ir 

Durch  nochmalige  Differentiation  folgt: 

1 

1     9 

X»  Ax^^dx  =  —  — -  — 
X   i,ix;   ax       ^^  4-1)3' 

daraus  analog: 

1 


1 


und  nach  m  maliger  Differentiation: 

x»;(lx)°»dx  =  (— 1)°»  +  ^ 


s: 


m! 


(n  -P'l)»+'  ■ 
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2.  Ans  dem  Integral 

f  1 

\  e""'*  d  X  =  a~*  =  -     (a  >  0  vorausgesetzt) 

erhält  man   durch  wiederholte  Differentiation  nach  dem  Parameter  a 

.00 


I 

[ 

[ 


xe"**  dx  = 


0 


a^' 


x'  e   ■*  d  X  =  - 


a»  ' 


OD 

x'  e~**  d  X  ==  — -r — , 

a*     ' 


[ 


m! 


x"e-»*dx  = 


a 


m  +  l* 


3.  Durch  wiederholte  Differentiation  des  Integrals 


CO 

I  a 
*'o 


dx__it    -i 

a  +  x2  ~  2  * 


nach   dem  positiv  vorausgesetzten  Parameter  a  gelangt   man   zu  den 
Integralen 


dx      _       lic    -I 

^     (a  +  x»)2-      22*      ' 


00 

- 

( 

[ 


*.1.2      ,  1.3it   -' 


(a  +  x2)»^^"~2.22*    "' 


r*_  1.2.3,  1  .  3  .  5  ir  - ' 


(a  +  x»)*  2.2.2  2 


1.2.3...mj 1.3.5..  .(2m  — 1)«   -~-m 


(a  +  x2)»+'  27272  .  .T 2  2  * 
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Aas   dem  letzten  Integral  erhält  man  nach  Division  durch  m! 


1 

[ 


dx         _1.3.5...(2m  — l)ic    --^ 
(a  +  x2)°^+^  ""2.2.2..  7.".  .^"mi  2  ^ 


and  Tv-enn  man  die  m  gleichen  Factoren  2  des  Nenners  mit  m!  derart 
verbindet,  dass  man  mit  jedem  dieser  Factoren  einen  Factor  von  m! 
mnltipliciert: 


00 

dx  1.3.  5...  (2  m  —  1)        tc 

(är+x2)">+i  ~  2.4.6.... .  .  ".T m  ~1^±1 ' 

«  ^  2a    2 


4.  Ans  dem  bestimmten  Integral 


[ 


ff 

^  dx  t: 


d?  cos^  X  -|-  b^  sin^  x       2  ab 
folgt  durch  Differentiation  nach  a: 


ff 


f^  2  a  cos^  X  ,     —  w 

J^  ~(72~^S2  X   4^b2"^2  X)2  ^  ^  —  2jt2-b  ' 

oder,  wenn  man  mit  —  2a  beiderseits  dividiert: 


•^0 


ff 

^  COS^  X  ,  IC 


dx=  .- 


(a^  cos^  X  -f-  b^  sin^  x)^  4  a^  b 


Analog  erhält  man  durch  Differentiation  nach  b: 


ff 


2  sin^  X  -  IC 

-  —   _ (j[x  =  — 

(a-  cos^  X  -|-  b^  sin'^  x)*^     '         4  a  b^ 


und   durch  Addition  der  beiden  letzten  Integrale: 


r 


ff 

^  dx 


(a*  C03*  X  -f-  b*  sin*  x) 


=  --  C--  +  -) 


5.  Als  Beispiel  der  Differentiation  nach  einem  Parameter,  wenn 
die  Grenzen  auch  Functionen  desselben  sind,  sei  das  Integral 
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£/-=[?]! 


, .        «^  ,  .^     .  e  —  e-^       e^  —  1  1 

e       a 


nach  dem  Parameter  a  zu  differenzieren. 

Hier  ist 

e2  —  1   1 

/(x,  a)  =  e", 

1 
a  =  —     , 


demnach 


dJ__e2--  1   1^ 
da  e       a^ ' 

5/ (X,  a)  _ 

c'a 

/(a,a)  =  e-M    da  =  i' 
/(b,a)  =  e;        j^  =  -„,. 
Man  erhält  also  mit  Bücksicht  auf  die  abgeleitete  Formel: 


e^  — 11        r«        «,  ,  e        e~* 


a^       j    1  a^ 


oder 


f  a         ax  j  e^  —  1  1    ,    e     ,    e-^ 

\      xe°^*dx  = 2  +  -2+    ^^  = 

J    1  e       a^    '    a^    '     a- 


-  (e^  -  1)  +  1  -t 


ea"^ 


und  schließlich: 


L"" 


d  X  =       .j . 
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a.  IrUegration  unter  denn  Integralzeichen, 

Ebenso  wie  durch  die  Differentiation  können  auch  durch  Inte- 
gration nach  einem  Parameter  Integrale  verallgemeinert  oder  aus  be- 
kannten neue  Integrale  hergeleitet  werden. 

Gegeben  sei  das  Integral 

J/(x,  a)  d  X  =  cp  (a), 

dessen  Grenzen  vom  Parameter  unabhängig  sind. 

Multipliciert  man  beiderseits  mit  g  (a)  d  a,  wobei  g  (a)  eine  beliebige 
Function  des  Parameters  a  ist,  integriert  sodann  zwischen  den  Grenzen 
a,  nnd  di^^  so  erhält  man: 

\  {g(a) d a[\ /(x,  a) d  x]|  =  \  g (a) ? (a) d a, .     .     .     .     (a 

wo  links  zuerst  die  Integration  innerhalb  der  eckigen  Klammer  nach  x 
und  dann  jene  nach  a  auszuführen  ist. 

Es  kann  bewiesen  werden,  dass  die  Reihenfolge  der  Integration 
gleiehgiltig  ist,  dass  also  die  Ausdrücke 

Ug(a)da[f/(x,a)dx]}  und   f{dx[f  g(a)/(x,a)da]}, .  .  .  (ß 

in  welchen  die  Integration  in  der  eckigen  Klammer  zuerst  auszuführen 
ist.  einander  gleich  sind. 

Bildet  man  nämlich  die  Differentialquotienten  der  beiden  Aus- 
drücke (ß  nach  a2,  so  erhält  man,  weil  die  Integrale  nach  ihrer  oberen 
Grenze  differenziert  werden: 

g (^2)  J / (X;  ag) d X    und   j  dx  g(a2)/(x,  aj), 

zwei  Größen,  welche  gleich  sind,  weil  g(a2)  beim  rechten  als  von  der 
Integrationsvariablen  unabhängig  vor  das  Integralzeichen  gesetzt 
werden  kann. 

Die  beiden  Ausdrücke  (ß  haben  sonach  denselben  Differential- 
quotienten, können  sich  also  nur  um  eine  additionelle  Constante  unter- 
scheiden. 

Dass  selbst  ein  solcher  Unterschied  nicht  bestehen  kann,   zeig*" 
sich  sofort,  wenn  a^  =  a2  gesetzt  wird;  dadurch  verschwindet  von  df 
beiden  Ausdrücken  (ß  jener  links  als  Integral  von  gleichen  Integratio 
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grenzen,  jener  rechts,  weil  alle  Elemente  des  Integrals  Null  werden: 
die  Ausdrücke  können  sich  also  um  keine  Constante  voneinander 
unterscheiden. 

Wegen  der  Gleichheit  der  beiden  Ausdrücke  (?  kana  die 
Gleichung  (a  auch  in  der  Form 

\  dx|\  g(a)/(x,a)da}=\  g(a)(p(a)da 

Xl  »1  »1 

geschrieben  werden.  Führt  man  beiderseits  die  Integration  nach  a  aas, 
so  erscheint  links  ein  neues  Integral,  dessen  Wert  durch  das  rechts 
vom  Gleichheitszeichen  stehende  gegeben  ist. 

Weil  nun  g  (a)  ganz  willkürlich  ist,  so  bietet  die  Inte^ation 
unter  dem  Integralzeichen  ein  Mittel,  aus  bekannten  Integralen  ver- 
schiedenartigste neue  zu  combinieren. 

Beispiele : 

1.  Multipliciert  man  das  bekannte  Integral 


I 

[ 


00 

e-*^dx  =  - 

a 

0 


mit  da  [g(a)=  1],   und  integriert  zwischen   den  Grenzen   ai   und  a^. 
so  erhält  man: 


£a.{fe-..a.}=S^^  =  .S 


0  a,  a. 

Nun  ist  aber 


5 


e-"da  =  |_--J  = ^ 


»1  *, 

Demnach  hat  man  als  neues  Integral 


f 


e*i»  —  e*«*  ,  ,  ao 
d  X  =  1  -^ 


»1 


2.  Betrachtet  man  in  dem  Integral 


[ 


1. 
x»dx  = 


n  +  1 


n  als  willkürlichen  Parameter  und  integriert  nach  Multiplication  mit  du 
zwischen  den  Grenzen  Ui   and  n2,  so  erhält  man: 
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Ca.{f.a„}=J>_»-j=.-^-!, 


und  weil 


schließlich: 


:»dn  — 

x» 
.fx. 

1         x"«  —  X"' 

1              Ix       ' 

"l 

1 

x°«  —  X°' 

Ix 

n 

dx 

_  1  °2  +  1 

Setzt  man  nun  speciell 

n^  =  11,       II  i  ^=  Oj 


so  folgt: 

1 


3.  ix 


dx  =  l(n  +  l). 


3.  Betrachtet  man  in  dem  Integral 


\e-«»  sin  ß  X  d X  =  2«— r  os  *) 


a'  +  ß' 

a  als  willkürlichen  Parameter   und  integriert  nach  Moltiplication  mit 
da  zwischen  a  und  b,  so  erhalt  man 

/.*  /•**  /»** 

\  sinßxdx  V  e-«Ma=  \  -g-^Tp^^^- 


0 
Nun  ist  aber 

b 


[ 


e-«»da  = 


e-**  —  e~^* 


*)  Das  unbestimmte  Integral  ^ 

\e~    *  sin  p  X  dx 

wird  analog  gefunden  wie  das  abgeleitete  \  e  '  sin  ßx  dx  (102  und  kann  von  demselben 
darch  Substitution  a  =  —  a  direct  übertragen  werden,  so  dass 

r*— ax    .    Q      ,           r— a  sinßx  —  P  cosßx    -uxl*  ß 

\e         B.n?xdx=[ ^-^-p-p, e        J  = -,-+|,  • 


172  Erster  Theil.     3.  A^Bchnitt. 

und 


J 


ß        :»  f  a 

-* *  arc  tang 


b 


^^«=1 


Man  findet  also  schließlich  als  neues  Integral: 


00 


sin  ß  X  d  X  =  arc  tang  -^  —  arc  tang  -^ . 

0  ^  P  P 


Setzt  man  speciell  a  =  0  und  b  ==  co,  was  gestattet  ist  da  a  und  b 
jeden  positiven  Wert  annehmen  können,  so  erhält  man: 


[ 


sin  ß  X  -  ,7: 

0 


(+  je  nachdem  ß^O  ist). 

4.  Die  Methode  der  Integration  unter  dem  Integralzeichen  kann 
zur  Bestimmung  des  Wertes  des  bestimmten  Integrals 

Je-^'dx. 

— ~  CO 

angewendet  werden.    Da  e"**  für  gleich   große  positive   und  negative 
Werte  des  x  dieselben  Werte  annimmt,  so  ist 

fe-^*dx  =  2fe-**dx, 

denn  die  Summe  hat  im  Intervalle  —  co  bis  0  dieselben  Elemente  wie 
im  Intervall  0  bis  oo,  es  ist  also  nur  der  Wert  des  Integrals 


u  =  fe-»'dx 

zu  berechnen. 

Multipliciert  man   auf  beiden  Seiten  mit  e~°''da  und  integriert 
zwischen  den  Grenzen  0  und  oo,  so  erhält  man: 


00 


u  f  e-«'  da  =  f  dx  f  e-(«'+*'>  da, 
und,  weil 


le-'^*  da  =  u, 


0 


u«  =  fdxfe-('"+»'>da. 
*'o      •'o 
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Setzt  man  nun 

a=x.Zj       da  =  xdz, 

so  ist,  weil  für  a  =  0,     z  =  0  und  a  =  oo,     z  =  co  wird, 

u«  =  f  dx  f  e-*'<i+«')  X  dz  =  f  dz  fl-»Vi+««)  X  dx. 

Das  Integra] 

Ce-x«(i  +  z.)xdx 

geht  durch  die  Substitution 

weil 

—  (l  +  z2)2xdx  =  dt, 
and 

, dt^ 

""  —  2(l  +  z-^) 

in 

f'         dt  __  1  f'^.  1__ 

J/  -  2  (1  +  z-^;--  2  (1  +  z^) .)/  '''-2(r+  z') 

über.   Da  nun 

1 


ist 


\  e-«'(»+«')  X  d  X  = 


2(1  4- z2)' 


n« 

*  1 
2, 

1                    V«,    «« 

l^~ 

■■iV"' 

und 

schließlich 

u  ■■ 

=ly'. 

d.  h. 


\e-»'dx  =  Kit 

—  09 


(116 


§  21.  Erweiterung  des  Begriffes  eines  bestinunten  Integrals. 

Der  Begriff  des  bestimmten  Integrals  wurde  unter  zwei  denselben 
wesentlich  einschränkenden  Voraussetzungen  entwickelt,  und  zwar: 
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1.  dass  die  Function  nnter  dem  Integralzeichen  f{x)  für  alle 
im  Integrationsintervall  einschließlich  der  Grenzen  gelegenen  Werte 
des  X  endlich  und  stetig  ist. 

2.  dass  das  Integrationsintervall  selbst  ein  endliches  ist. 

Es  fragt  sich  also,  ob  das  bestimmte  Integral  beim  Nichtzntreffen 
einer  dieser  Bedingungen  überhaupt  eine  Bedeutung  hat  oder  den 
Sinn  ganz  verliert. 

Dass  ein  bestimmtes  Integral  seine  Bedeutung  behält,  wenn  die 
Function  im  Integrationsintervall  eine  Unterbrechung  ihrer  Stetigkeit 
um  ein  endliches  Maß  erleidet,  ist  aus  der  geometrischen  Bedeutung 
des  bestimmten  Integrals  direct  zu  ersehen. 

Wird  nämlich  die  Function  f(x)  an  der  Stelle  x  =  c  des  Inter- 
valls a  bis  b  in  der  Art  unstetig,  dass  der  Functionswert  an  dieser 
Stelle  einen  Sprung  um  einen  endlichen  Betrag  macht,  d.h.  fürx  =  c 
zwei  um  eine  endliche  Größe  verschiedene  Functionswerte  y,  und  }\ 
erhalten  werden,  so  hat  die  durch  die  Gleichung  y  =/(x)  dargestellte 
Curve  für  die  Abscisse  x  =  c  zwei  verschiedene,  endliche  Ordinaten, 
also  beispielsweise  den  in  der  Fig.  6  angegebenen  Verlauf. 


Das  bestimmte  Integral 


Fig.  6. 


[7) 


f(al 


I 

I 

7M  W^ 


ilb) 


f/(x)dx  =  J 

ist  mit  Rücksicht   auf  die  geo- 
metrische   Bedeutung    des   be- 
stimmten  Integrals   die  Flache 
der  ebenen  Figur  a  b  B  C2  C^  Aa. 
Diese  Fläche   ist   im  vor- 
liegenden Falle  eine  bestimmte, 
endliche  Größe,  das  Integral  hat 
somit   einen   bestimmten  Wert 
Das  Integral   behält  auch 
seine     Bedeutung,     wenn    die 
Function  im  Integrationsintervall   eine   größere   aber   endliche  Anzahl 
solcher  Unstetigkeitsstellen  aufweist. 

Wird  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  für  einen  dem  Inte- 
grationsintervall angehörigen  Wert  von  x  unendlich,  dann  ist  zur 
Entscheidung,  ob  das  bestimmte  Integral  dennoch  einen  Sinn  beibehält 
eine  besondere  Untersuchung  erforderlich. 

Zunächst  soll  der  Fall  ins  Auge  gefasst  werden,  in  welchem  die 
Function  /(x)  im  Integral 


a 


(x) 
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an  der   oberen  Grenze   unendlich  wird,    für   alle   anderen  Werte   des 
Integrationsintervalle  aber  endlich  und  stetig  bleibt. 
Zufolge  der  gemachten  Annahme  ist 

/(b)  =  » 

und  das  Integral 

hat  einen  bestimmten  Wert  J,  wenn 

S<b 
vorausgesetzt  wird. 

Convergiert  nun  der  Wert  des  Integrale  J  gegen  eine  bestimmte 
(irenze,  wenn  sich  £  dem  Werte  b  unbeschränkt  nähert,  so  nennt  man 
diesen  Grenzwert  den  Wert  des  bestimmten  Integrals: 

J/Wdi  =  linJ/(x)dx. 

Kann  z.  B.  das  unbestimmte  Integral 

J/Wdx  =  F(x)  +  C 
angegeben  werden,  so  ist 

J/(x)dx  =  F(S)-r(a) 
ond  mithin 


J/(ii)d]t=lim[F(S)-F{a)]. 


Nähert  flieh  F  (S)  einer  bestimmten  Grenze,  wenn  i  gegen  b  con- 
vergiert, so  kann  diese  mit  F(b)  bezeichnet  werden    und   man  frliiili: 


J/(i)dx  =  F(b)-F(.). 


Der  Fall,  in  welchem  die  Function  nnter  dem  Integralzeichen 
an  der  nntcren  Grenze  unendlich  wird,  ist  in  dem  behandelten  i^nl- 
halten,  weil  man  bei  Änderung  des  Vorzeichens  die  Integrationagreiizeii 
eiufach  vertauschen  kann. 

Hiedurcb   ist   aber   auch   der  Fall,    in  welchem   die  Fanctinn  f 
eme  Stelle  x  ^  c  des  Integrationsintervalls  a  bis  b  durch  Uneud' 
i^erden  unstetig  wird,  bereits  erledigt,  weil  durch  Zerlegung; 
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J/(x)  d  X  =  J/(X)  d  X  +  J/(X)  d  X 

erhalten  wird,  demnach  nur  Integrale,  in  welchen  die  Function  an 
einer  der  Grenzen  unendlich  wird,  zu  untersuchen  sind. 

Diese  Betrachtungen  fbhren  somit  zu  folgendem  Schluss:  »Wird 
die  Function  an  einer  Stelle  des  Integrationsintervalls  unstetig  in  der 
Art,  dasB  sie  unendlich  wird,  so  kann  unter  Voraussetzung,  dass  das 
unbestimmte  Integral  bekannt  ist,  der  Wert  des  bestimmten  Integrals 
nach  der  Definitionsgleichung 

J/(x)dx  =  F(b)-F(a) 

ermittelt  werden,  sobald  das  unbestimmte  Integral  F(x)  sich  einem 
bestimmten  Grenzwert  nähert,  wenn  x  gegen  die  Unstetigkeitsstelle 
con  vergiert.« 

Beispiele: 

1.  Auf  das  Integral 

'     dx 


[ 


f  a2  —  x2 

ist,  trotzdem  für  x  =  a  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  un- 
endlich wird,  die  Definitionsgleichung  zur  Wertermittlung  anwendbar, 
weil  bei  Annäherung  von  x  gegen  den  Wert  a  das  unbestimmte  Inte- 

gral  arc  sin       gegen  die  Grenze  ^  convergiert,  es  ist  sonach 

a  A 


f       dx  r         .     xT        iü 

\  -—-1= — -  =  I  arc  sm  -  I  =  —  • 

J  ^  a«  —  x2       L  a  J        2 


0 

2.  Das  Integral 

dx 


(b  -  X)' 


hat  nur  dann  eine  Bedeutung,  wenn  n  <  1  ist  An  der  Stelle  x  =  b. 
für  welche  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  unendlich  wird. 
convfergiert  der  Wert  des  unbestimmten  Integrals 


i 


dx 1 ,   g 

(b  —  x)»      (n  —  1)  (b  —  x)°-i  '^ 
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gegen  Kall,  wenn  n  <  1  ist,  wird  hingegen  unendlich,  wenn  n  >  1  an- 
genommen wird,  in  welchem  Falle  das  Integral  jeden  Sinn  verliert. 

Für  n  =  1  ist  das  bestimmte  Integral  auch  ohne  Interesse,  weil 
das  unbestimmte  Integml 


i 


_dj^  =  _,(b_.)  +  C 


für  X  =  b  anendlich  wird. 
3.  Das  Integral 


J 


iTx 


hat,  obgleich  Tr=^  für  x  =  0  unendlich  wird,  einen  bestimmten  end- 
lichen Wert,  weil  das  unbestimmte  Integral  2  j/^x  für  x  =  0  den  end- 
lichen Wert  Null  annimmt. 

1 


rFi=[^%^- 


4.  Hingegen  hat  das  Integral 


s 


+1 

dx 

X2 
—  1 


keine  Bedeutung,   weil  bei  Annäherung  von  x  gegen  Null  nicht  nur 
die  Function  unter  dem  Integralzeichen,  sondern  auch  das  unbestimmte 

Integral  derselben unbegrenzt  wächst. 

Auf  dieses  Integral  ist  also  die  Anwendung  der  Gleichung: 

J /(x)  d  X  =  F  (b)  -  F  (a) 

fdx 
unzulässig  und  würde  zu  dem  Resultat    \    -^  =  —  2  führen,  welches 

—1 
offenbar  unrichtig  ist,  da  doch  eine  Summe  durchaus  positiver  Elemente 

(Quadrate)  nicht  negativ  sein  kann. 

Ist  das  unbestimmte  Integral  der  Diiferentialfunction  nicht  be- 
kannt, so  muss  in  den  zuletzt  angeführten  drei  Unstetigkeitsfkllen  stets 
vorerst  untersucht  werden,  ob  das  Integral  einen  bestimmten  Wert  hat 
oder  nicht 
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Z^^^EITER  THEIL. 

Anwendungen  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung. 

I.  Abtheilung. 

Anwendung  der  Differential-  und  Integralreclinung  auf  Auf- 

gal3en  der  Algebra 

1.  Abscilnitt. 

Die  Reihen. 

§  22.  Begriff  einer  Reihe  und  ihrer  Convergenz. 

1.     Unter   einer  Reihe   versteht    man   eine    unbegrenzte 
Folge  von  Zahlengrößen 


["  •  • 


Ui,       U2,      U3,       U4. 

welche   nach   einem   bestimmten   Gesetze    aus   einander   ent- 
stehen. 

Diese  Zahlengrößen  Ui  werden  Glieder  der  Reihe  genannt. 

Gewöhnlich  betrachtet  man  die  Summe 

S    =   U,    -f-    U2    +    Ug    -f   U4    +      .     .     . 

der  unendlich  vielen  Glieder  Ui  und  belegt  die  Sunmie  schlechtweg  mit 
dem  Namen  Reihe. 

In  einer  solchen  Reihe  pflegt  man  die  Summe  der  ersten  n  Glieder 
mit  Snj  die  Summe  der  übrigen  auf  das  n'®  folgenden  Glieder  mit  Kn 
zu  bezeichnen,  welch  letztere  das  Restglied  der  Reihe  genannt  wird. 

Sn  =  U,   -j-  ^2  +  ^3  +    •    •    •    +  ^n-l  +  Uu, 
R.»  =  Un  +  i  4"  ^n  +  2  4~  ^n  +  8   "l-    •    •    • 
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2.  Ist  die  Summe  einer  Reihe 

S  :^  Sn  -\-  Rn 

eine  endliche  Zahl,  so  nennt  man  die  Reihe  convergent,  ist  sie  hin- 
:regen  unendlich  groß  oder  gar  unbestimmt,  so  wird  die  Reihe  als  di- 
vergent bezeichnet  und  verliert  dadurch  jedes  Interesse. 

Reihen,  deren  Summe  abwechselnd  verschiedene  Werte  hat, 
werden  oscillierende  Reihen  genannt  In  diese  Gruppe  gehört  bei- 
spielsweise die  Reihe 

a  —  a  -\-  Si  —  a-f-a  —  a-f-a  —  •  •  • 

Ihre  Summe  ist  unbestimmt,  und  zwar  entweder  a  oder  0. 

Sind  die  Glieder  einer  Reihe  complexe  Zahlen  von  der  Form 
p  -f-  q  i?  so  nennt  man  die  Reihe  imaginär. 

Es  ist  an  sich  klar,  dass  nur  convergente  Reihen  eine  Bedeutung 
haben,  weshalb  in  der  Folge  nur  solche  untersucht  werden  sollen. 

§  23.  Gonvergenz  der  Reihen. 

Soll  eine  Reihe  eine  endliche  Summe  haben,  so  muss  sie  von 
einer  bestimmten  Stelle  angefangen  fallend  sein,  d.  h.  es  müssen  ihre 
Glieder  von  einer  Stelle  angefangen  continuierlich  abnehmen,  denn 
jede  Summe  unendlich  vieler  numerisch  wachsender  Glieder  wird  un- 
endlich groß. 

Daraus  folgt,  dass  eine  Reihe  nur  dann  convergent  sein 
kann,  wenn  sie  fallend  ist. 

Bei  einer  Reihe  von  durchwegs  positiven  Gliedern  ist  das  Ab- 
nehmen derselben  gegen  eine  von  Null  verschiedene  endliche  Größe 
für  die  Convergenz  nicht  hinreichend,  weil  die  Glieder  einer  derartigen 
Reihe  stets  endliche  von  Null  verschiedene  Größen  bleiben,  deren 
Samme,  als  Summe  unendlich  vieler  endlicher  Größen  unendlich 
groß  wird. 

Eine  Reihe  von  durchaus  positiven  Gliedern  kann  nur 
dann  convergieren,  wenn  ihre  Glieder  von  einer  Stelle  ange- 
fangen continuierlich  gegen  Null  abnehmen. 

Setzt  man  beispielsweise  in  der  Formel 

2 

u„  =  — - 

2  — - 

n 

nach  und  nach  für  n  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  .  .  .  etc.,   so   erhält   man 
(iie  Reihe 

12» 
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2        4        6        8       10       12 

1'      3'      5'      7'       9  '      11  •     • 

welche  zwar  fallend  ist,  deren  Glieder  aber  nicht  kleiner  wie  die  Ein- 
heit werden,  so  dass  von  einer  endlichen  Summe  dieser  Reihe  keine 
Bede  sein  kann. 

Diese  Reihe  ist  fallend  nnd  doch  nicht  convergent. 

Übrigens  ist  das  Abnehmen  der  Glieder  einer  Reihe  g^en  NnU. 
für  die  Convergenz  derselben  nicht  unbedingt  hinreichend,  weshalb 
diese  Eigenschaft  in  jedem  einzelnen  Falle  durch  besondere  Unter- 
suchungen erwiesen  werden  muss. 

Es  gibt  viele  Kennzeichen  und  Sätze  für  die  Convei^enz  der 
Reihen;  die  wichtigsten  derselben  sollen  in  dem  Folgenden  angefahrt 
und  bewiesen  werden. 

1.  Jede  fallende  Reihe  mit  regelmäßigem  Zeichenwechsel 
der  Glieder  ist  convergent. 

Die  Summe  einer  solchen  Reihe 

S  =  Uj  —  Uj  +  U3  —  U4  +  U5  —  .  ,  . 

kann  nämlich  in  folgenden  zwei  Formen  dargestellt  werden: 

S  =  (u,  —  u^)  +  (U3  —  u.)  +  (U5  —  u«)  +  .  .  ., 

S  =  uj  —  (u2  —  U3)  —  (U4  —  U5)  —  (u«  —  U7)  —  .  .  .; 

da  laut  Annahme  u,  >  U2  >  U3  >  u^  >  etc.,  also  die  Klammeraasdrücke 
wesentlich  positive  Größen  sind,  sieht  man,  dass 

S  >  Uj  —  U2  und  S  <  Up 

Die  Summe  S  der  Reihe  hat  einen  zwischen  den  beiden  endlichen 
Größen  u,  —  U2  und  Uj  gelegenen  Wert,  ist  somit  endlich,  mithin  die 
Reihe  convergent. 

Hiebei  sei  insbesondere  bemerkt^  dass  bei  einer  Reihe  mit  regel- 
mäßigem Zeiehenwechsel,  das  Abnehmen  ihrer  Glieder  gegen  Null,  für 
ihre  Convergenz  nicht  erforderlich  ist,  vielmehr  ist  bei  einer  der- 
artigen Reihe  das  Abnehmen  der  Glieder  gegen  eine  beliebige  endliche 
Größe  für  die  Convergenz  vollständig  hinreichend. 

So  ist  z.  B.  die  Reihe 

2       3    ,    4_  5,6  _ 

1        2  +  3       4  "^5        •      •' 
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deren  Glieder  gegen  die  Einheit   abnehmen   convergent.   Ihre  Summe 

2      3      1 
hat  einen  Wert,  welcher  zwischen  Uj  —  ^2=-  —  ö^^^ö  ^^^  iij  =  2  liegt- 

2.  Kann  für  n  Glieder  der  Reihe  eine  Summenformel 
anfgestellt,  d.  h.  Sn  als  Function  yon  n  dargestellt  werden, 
so  ist  die  Reihe  convergent,  wenn  der  Grenzwert  dieser 
Summe  Sn  bei  unendlich  wachsendem n  eine  endliche  Größeist. 

Also  ist 

lim  Sn  =  endliche  Größe 


BSOO 


eine  Convergenzbedingung. 

Dieser  Satz  bedarf  keines  besonderen  Beweises,  weil  derselbe  im 
Begriffe  der  Convergenz  einer  Reihe  liegt. 

Beispiele: 

Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  besteht  die  Gleichung: 
1  — X» 


^__^=l  +  x  +  x2+x»  +  x^+...+x-^ 

Es  besteht  somit  für  die  Reihe 

1  +  X  +  x2  -f  x'  +  X*  +  x*  +  .  .  .  -[-  X"  +  x»  +  i  -f  .  .  .  (117 
die  Summenformel 

Q        1  — X» 

Ön  = 

1  —  X 

Diese  Reihe,  bekanntlich  die  geometrische  Reihe  genannt, 
kann  nur  convergieren,  wenn  1  >  x  >  —  1  (x  ein  echter  Bruch)  ist, 
weil  sie  nur  dann  fallend  ist. 

Ist  nun  X  ein  echter  Bruch,  so  ist  lim  x°  =  0,  demnach 

S  =  limS„=      — (117a 

Die  Summe  S  hat  einen  endlichen  Wert,  die  Reihe  ist  somit 
convergent  für  alle  Werte  von  x,  welche  zwischen  —  1  und  -\- 1 
liegen. 

Die  Reihe 

1      1      i      1      1  ai8 

1'      2'      3'      4'      5' *■ 

iharmonische  Reihe  genannt)  divergiert,   obwohl   ihre  Glieder  oo- 
tinaierlich  gegen  Null  abnehmen. 


182  Zweiter  Theil.     I.  Abtheilang.     1.  Abschnitt. 

Die  Glieder  dieser  Reihe  haben  nämlich  die  Form: 

1    r  r~' 

-  =  \  x"-^  dx  =  lim  \  x°-^  dx. 

ö  Jo  6=0  Jo 

Setzt  man  nach  und  nach  n  ==  1,  2,  3,  4,  5,  ...  so  erhält  man: 

1  ^2  ^3  ^4  ^  •  ■  ■  ~ 


oder 


=-.([■ 


1—6 

1  4-  X  +  X2  +  X3  +  X*  +    .    .    .]  dx. 


Da  in  diesem  Integral  x  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  kann 
statt  der  convergenten  geometrischen  Reihe  unter  dem  Integralzeichen 
die  Summenformel  gesetzt  werden,  so  dass  sich 


S  =  lim  \  - 


1— s 

dx 


X 

0 

oder 

S  =  lim  f-  1(1  —x)l  =  lim  (—  Is)  =  csd 

ergibt. 

Die  harmonische  Reihe  convergiert  nicht,  weil  ihre  Summt- 
unendlich  ist. 

Da  die  Summenformel  nur  in  seltenen  Fällen  aufgestellt  werden 
kann,  müssen  andere  Mittel  gesucht  werden,  um  die  Convergenz  einer 
Reihe  zu  erkennen. 

3.  Sind  die  Glieder  einer  Reihe  von  einer  bestimmten 
Stelle  angefangen  kleiner  als  die  Glieder  einer  convergenten 
Reihe,  so  ist  die  vorgelegte  Reihe  auch  convergent 

Der  Satz  ist  selbstverständlich,  bedarf  also  keines  Beweises. 

Wäre  beispielsweise  die  Reihe 

S=l+i,  +  2,+-3j  +  -4,-+-  •  •■ 
zu  untersuchen,  so  könnte  man  sie  mit  der  Reihe 

S'  =  l  +  Y  +  2"  +  2:2  +  2."2T2  +  ■  "  ■ 
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vergleichen.    Die  letztere  ist  vom  zweiten  Gliede  angefangen  eine  geo- 
metrische Reihe  l^x  =  ^    V  also  convergent  und  hat  die  Summe 

S'  =  1  +     — .  =  3. 

Die  Glieder  der  vorgelegten  Reihe  S  sind  vom  vierten  angefangen 
kleiner  als  die  correspondierenden  Glieder  der  Reihe  S',  weil  sie  größere 
Nenner  haben. 

Demnach  ist  die  Sunune  der  gegebenen  Reihe  S  kleiner  als  S', 
also  kleiner  als  3. 

(BekanntKeh  S  =  e  =  2718281828  . . .) 

Durch   Combination   bekannter  Reihen  kann   man   neue  Reihen 
construieren  und  diese  dann  als  Vergleichsreihen  anwenden. 
So  geben  beispielsweise  die  Reihen 

1 


1  — X 

X 


=  1     +  X     4-  X2  +  X»  +  X^  +    .    .    . 


-  =  X    +  x2  +  X^  -f  X*  +  X^  +    .   . 


1— X 

-^  =  x2  +  x'  +  X*  +  X'>  +  x6  +   .   . 


welche  von  der  zweiten  an  durch  Multiplication  der  ersten  mit  x,  x^.  x^  .  . . 
entstehen,  als  Summe: 

l"t^-+-^±.^+_-_-_-  =  i  4_2x  +  3xi  +  4x3  +  5x^+  .  .  . 

1  —   X  I  I  I  I  I 

also  schUefilich,  weil  links  im  Zähler  eine  geometrische  Reihe  steht,  deren 

Summe   ;; ist: 

1  — X 

^        =l-f2x  + 3x2 +  4x3 +  5x^4- (119 


(l-x)2 

4.  Hat  das  Restglied  Rn  einer  Reihe  den  Grenzwert  Null 
für  ein  unendlich  werdendes  n,   so  ist  die  Reihe  convergent. 

Ist  nämlich  die  Reihe  convergent,  so  nähert  sich  die  Summe  Sn 
der  ersten  n  Glieder  bei  unendlich  wachsendem  n  einer  bestimmten 
endlichen  Grenze  S: 
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S  =  lim  & 

es  muss  also  die  Differenz 


n=:aD 


S  —  Sn  =  Rn 

für  hinreichend  großes  n  beliebig  klein  werden,  was  durch 


lim  Rn  —  0 

ausgedrückt  wird. 
Ist  umgekehrt 

lim  Ra  —  0, 

so  sind  die  Reste 

Rn        =  Un         -|-  Uo  +  1 -j- ^n  +  2 -f-    •    •    •    =S  Sn, 

Rn  +  l  =  Un  +  i-j" 'in  +  a -|-  Un-f3-f-    •    •    •    =S  —  Sn+l, 
Rn  +  2=  Un  +  2  +  Un  +  S  4"  ^n  +  *4"    •    •    *    ^==  ^  Sn  +  25 

Rn  +  l  =  Un  +  i  -f"  ^n  +  l  +  l  "f"  Un  +  1  +  8  -|"    •    •    •    ^=^  ^  —  Sn  +  i 

für  hinreichend  große  n  sämmtlich  beliebig  klein,  mithin  sind  es  auch 
alle  Differenzen 

Rn  —  Rn  +  l  =  Sn-|-1  —  Sn« 

Ist  also  lim  Rn  =  0,  so  wird  die  Differenz 

Sn  +  i Sn 

für  hinreichend  große  n  beliebig  klein,  wie  groß  auch  i  werden  mag. 
d.  h.  Sn  nfthert  sich  mit  wachsendem  n  einer  bestimmten  endlichen 
Grenze,  die  Reihe  ist  also  convergent. 

Um  ein  Beispiel  einer  derartigen  Restglieduntersuchung  zu  geben, 
soll  die  Convergenz  der  Reihe 

l+yj  +  -2!  + 3l  +  4!+  •  •  • 

welche  als  convergierend  erkannt  wurde,  nochmals  nachgewiesen 
werden. 

Das  Restglied  dieser  Reihe  ist: 

^+*~  (n  +  1)!  "^  (n  +  2)!  "^  (n  +  3)!  "^  •  •  • 
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Nun  ist  offenbar 

^+2*^(n  4-  1)!  ^  (n  +  1)1  n  ^  (n  +  1)!  n*  ^  '  "  ' 

weil  die  Nenner  der  Brttche  vom  zweiten  angefangen  alle  kleiner  sind 
wie  jene  der  Reihe.  Demnach  ist 

also 

n 

für  sehr  große  n  wird  Rn+s  offenbar  sehr  klein  nnd  für  n  =  co  wird 
R  =  0,  die  Reihe  ist  also  convergent. 

Die  Restgliednntersuchungen  sind  manchmal  sehr  schwierig,  wes- 
halb noch  andere  Kennzeichen  der  Convei^enz  aufgesucht  werden 
müssen. 

5.  Ist  der  Grenzwert  von     °"^^  für  n=co  kleiner  als  die 

Un 

Einheit,  so  ist  die  Reihe  convergent. 

Dieses  Kriterium  für  die  Convergenz  einer  Reihe  wurde  von 
Cauchy  gegeben. 

Ist  nämlich 


lim  --  + » 

B=:aD    Un 


<l, 


so  muss   schon   von   einem   im   endlichen  Bereiche  gelegenen  Gliede, 

z.  B.  dem  k**"  angefangen,  das  Verhältnis  — —  kleiner   sein   wie  die 

Einheit,  also  gleich  sein  einem  echten  Bruche. 

Es  wird   sich   deshalb   ein   echter  Bruch    a   so  grofi   annehmen 
lassen,  dass 


Uk 
Uk+2 


<  a     oder     Uk+i  <  a  Uk 


<  a     d.  h.     Uk+2  <  a  Uk  + 1,     also  umsomehr    Uk-f  2  <  «^  Uk, 


Uk-fl 

<a        »        Uk  +  3<auk  +  25       »  »  Uk+8<a''*Uk, 


»lk  +  8  ^  ^  _  -  ^  .3 


Uk  +  2 

u.  s.  w. 
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Durch  Summierung  erhält  man: 

Hk-i-i  +  Uk+2  +  Uk+3  +  .  .  .     <  Uk  (a  -f  a2  -f  a»  -f  .  .  .) 

Da  nun  a  ein  echter  Bruch  ist,  so  hat  die  rechts  befindliche 
Größe  einen  endlichen  Wert,  es  ist  also  die  linksstehende  Summe 
Rk+i  endlich,  ferner  ist  die  Summe  der  ersten  k  Glieder  Sk  an  sich 
endlich,  mithin  ist  es  auch  die  Summe  der  Reihe 

S  =  Sk  -f-  Rk. 
Die  Reihe  ist  sonach  convergent. 
Ist  lim  — ^-  =  1,   dann  sind   zur   Entscheidung,   ob    die    Reihe 

nsao      Un 

convergiert,    besondere    Untersuchungen     erforderlich.     Ist     hiiig^en 
lim     -—  >  1,  so  ist  die  Reihe  unbedingt  divergent. 

Un 

Beispiele: 
Für  welche  Werte  von  x  convergiert  die  Reihe 

X  x'"^  X**  X** 

IP  +  2P  "'"  '3p  "^  *  '  *  "^  nP  +  •  •  • 

Hier  ist 

x°  x"  +  * 

Un  =  -  n  5         Un  + 1  = 


demnach 


nP'         "^'~(n+l)P' 

P  X 


Un-i-i  _  /    n     \ 
u„         \n4-l/ 


+--^ 


i^+ir 


also 


hm         -  =  lim  -; -j^  =  X. 


('+-i)' 


Die  Reihe  convergiert  für  jeden  Wert  von  x,  welcher  numerisch 
kleiner  als  die  Einheit,  also  wenn  x  ein  echter  Bruch  ist. 

Dies  schließt  aber  die  Convergenz  der  Reihe  für  x  =  +  1  keines- 
falls aus  und  es  kann  durch  entsprechende  Untersuchung  gezeigt 
werden,  dass  sie  für  x  =  +  1  auch  convergiert,  wenn  p  >  1  ist. 

Für  welche  Werte  von  x  convergiert  die  Reihe  von  Newton 
(Binomialreihe) : 
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m(m-l)(m  — 2)  .  .  ■  (m  — n  +  2)         , 
•••^  1.2.3".  .'.  (n  —  1)  "       "        -1-  .  .  .    (IJO 

Das  allgemeine  Glied  dieser  ReiLe  ist 

m(in  — 1)  (m  — 2)  .  .  .  (m  — ii  +  2) 
°~  1.2.3  ...  (n-1)  ^      ' 


also 


_m(m— l)(m  — 2)  .  .  .  (m-_n+l) 


mithin 


HnJ- 1       m  —  n  -4-  1 

— x_  = '  _  X 


Un  n 


[=L+'-.]. 


somit 


im    ""^ *  =  lim  1  — ^- 1  1  x  =  —  x. 


lim 

n 

Der  Grenzwert  von  -       -  ist  kleiner  als  die  Einheit,  wenn  x  ein 

echter  Bruch  ist. 

Die  Reihe  convergiert  für  jeden  Wert  von  x,  welcher  ein  echter 
Brach  ist. 

Man  kann  aber  auch  die  Convergenz  der  Reihe  für  x  =  -j- 1 
und  x  =  —  1  nachweisen.  Für  x  >  -[-  1  und  x  <  —  1  ist  die  Reihe 
divergent. 

Für  x=  +  l  ist 

np-fi n  — (m  +  1) 

Un  n 

Da  n  eine  unbegrenzt  wachsende  Größe,  also  unbedingt  größer 
als  m  -|-  1  ist,  kann  der  Quotient     °—  nur  negativ  sein.  Der  negative 

Un 

Quotient  aber  zeigt  an,  dass  die  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Glieder 
der  Reihe  Un  und  Un+i  entgegengesetzt  bezeichnet  sind,  d.  h.  dass  die 
Reihe  von  einer  bestimmten  Stelle  angefangen  regelmäßigen  Zeichen- 
wechsel aufweist. 

Wenn  es  nun  gelingt,  zu  zeigen,  dass  die  Reihe  fallend  ist,  so 
ist  auch  die  Convergenz  derselben  erwiesen. 
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Soll   die   Reihe   fallend   sein,   so  muss  --^^    ein    echter   Bruch 
werden,  d.  h. 

^^   <1. 
Nun  ist 


I  Ub+1 
i   Vn' 

Aus  der  Annahme 


n 


folgt 


n 


m  4-  1       /^ 

-—^--  <0; 
n 


—  (m  +  1)<  0; 

m  -f  1  >  0, 
oder 

m  >  —  1 

als  Bedingung  fttr  das  Fallen  der  Reihe,  somit  auch  als  Bedingung 
für  ihre  Convergenz. 

Die  Reihe  von  Newton  con vergiert  also  auch  für  x  =  4"  ^ 
wenn  m  >  —  1  ist. 

Die  Convergenzbedingung  dieser  Reihe  für  x  =  —  1  kann  durch 
Anwendung  des  folgenden,  leicht  nachweisbaren  Satzes  gefunden  werden. 

6.  Eine  Reihe  mit  durchaus  positiven  Gliedern    ist   con- 

vergent,    wenn   der  Grenzwert   des  Ausdruckes  nll ^^\ 

für  ein  unendlich  wachsendes  n  gröfier  ist  wie  die  Einheit 
d.  h.  wenn: 


=  00      \  Un     / 


lim 

n 


Trifft  nämlich  diese  Voraussetzung  zu,   so  muss  schon  für  einen 
im  endlichen  Bereiche  gelegenen  Wert  von  n  die  Ungleichheit 


»0-=lr)>' 


bestehen,  aus  welcher  nachstehende  abgeleitet  werden  können: 
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_n-i^>l_n; 

Un  n 

°°+t  <  1  _  1 . 

Un  n 

Geht  man  nnn  auf  die  Grenze  für  n  =  ;<o  über,  so  erhält  man: 

Iim5^+'<1, 

was  bereits  als  Kennzeichen  für  die  Convergenz   einer  Reihe  erkannt 
wnrde. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Reihe  von  Newton,  in  welcher 
X  =  —  1  gesetzt  wurde,  an,  so  findet  man,  weil 

^n  +  l  1^  ^        m  -|-  1 

ür~^  ^n      ' 

lixnnri-5!^l  =  limnri-l+5L+ll=„,+  l. 

Soll   nun,   was   für  die   Convergenz   der  Reihe   erforderlich  ist, 
dieser  Grenzwert  größer  werden  wie  -j-  1,  so  muss 

m  +  1  >  1, 
mithin 

m>0 
sein. 

Die   Reihe   von   Newton    convergiert   also   auch    für   x  =  —  1, 
wenn  m  eine  wesentlich  positive  Größe  ist. 

§  24.  Reihe  von  Taylor. 

Transformiert  man  das  bestimmte  Integral 

J/(u)du 

durch  die  Substitutionsgleichung 

u  =  X  -|-  h  —  z, 

in  welcher  z  als  die  Variable  angesehen  wird,  so  erhält  man,  weil 

du  =  —  dz 
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und 

Z  =  X  -|-  t  —  Qj 

also  für 

u  =  x;       z  =  h, 
ferner  für 

u  =  X  -(-  h;       z  =  0, 

j'/'u)  du  =  -  j/'  (X  +  h  -  2)  dz  =  J/'  (X  -f  h  -  Z)  d  Z. 

Es  besteht  somit  die  Gleichung: 

/(x  +  h)  -/(x)  =  J>  (X  +  h  -  z)  d  z. 

Wendet  man  nun  auf  das  Integral 

J/'(x  +  h-z)dz 

die  Methode  der  theilweisen  Integration  an,  indem  man  setzt: 

n  =f  (x  -f  h  —  z),     also     du  =  — /",  (x  +  h  —  z)  d z,*) 
d  V  =  d  z,  also     v  =  z, 

so  findet  man: 

J/'  (x  +  h  -  z)  dz  =  z/'  (X  +  h  -  z)  +  Jz/'  (x  +  h  —  z)  dz. 

Setzt  man  in  dem  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Integral 
u  =/"  (x  -f-  h  —  z)     und     d  V  =  z  dz, 
so  erhält  man  durch  theilweise  Integration: 

\zf"  (x  -fh  -  z)  dz  =  j^/"(x  +  h  -  z)  +  -  A-^zV"'(x-l-h-  z)dz. 
und  analog: 

(X  +  h-z)dz  =  j-^g/'"(x  +  h-z)  + 

''^(x  +  h-z)dz 


äW 


7^ 


1-27^^'^' 


(^"2)!j^°"'-^'"~''  (x+li-z)dz  = 

*)  Der  Index  z  zeigt  an,  daas  die  Differentiation  nur  nach  der  Integrations- 
variablen  z  auszuführen  ist,  was  selbstverständlich  ist,  weshalb  dieser  Index  iu  der 
Folge  weggelassen  wird. 
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Demzufolge  ist 
C/'(x  +  h-z)dz  =  z/(x  +  h-z)  +  |'/.-(x  +  h-z)-f ... 


also: 


\/'  (x  +  h-z)dz  =  h/(x)  +  |-j/'(x)+  . . .  +^^l-l^,y("-i)(x)  + 

Durch  Einführung  des  Wertes  für  das  links  vom  Gleichheits- 
zeichen stehende  Integral  erhält  man: 

/(x  +  h)-/(x)  =  h/'(x)  +  |-j/'(x)  +  ...+^^^,/(»-»(x)  + 

+(„-A-i)-,Sr'/^»>(-+i^-^)dz, 

also  schließlich 

/(x + h)  =/(x) + h/  (X) + |-j/"  (x)  + . . .  +  -^::ij/(-o  (X) + 

+(ir-"i)!jf~'*^^'"^''+^~'^'^^  ....  (121 

Diese  Formel,  welche  die  Reihe  von  Taylor  genannt  wird,  ge- 
stattet die  Entwicklung  von  /(x  -f-  h)  in  eine  Potenzreihe  nach  steigenden 
Potenzen  des  h. 

Sie  gilt  nur  dann,  wenn  alle  DiflFerentialquotienten  der  Function 
bis  zum  n**°  im  ganzen  Intervall  x  bis  x  -f-  h  endlich  und  stetig  sind, 
und  nur  für  jene  Werte  von  h,  für  welche  sie  con vergiert. 

Die  Taylor'sche  Reihe  kann  auf  eine  andere  Form  gebracht 
werden,  indem  in  derselben  zunächst  x  =  a  und  dann  h  =  x  —  a 
gesetzt  wird. 

Man  erhält  dann: 

/(x)  =/(a)  +  ^  /'  (a)  +  ^-=-^  V"  (a)  +  ^^^f"  (a)  + ...  (121a 

Diese  Umformung  hat  zur  Voraussetzung,  dass  sowohl  die  Func- 
tion /(x)  als  auch  ihre  DiflFerentialquotienten  an  der  Stelle  x  =  a 
endlich  und  stetig  sind. 
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Für  die  Reibe  von  Taylor  ist 

u„+,_h    /(-)(x) 


somit  convergiert  diese  Beihe   für  alle  Werte  von  h,  welche  der  Be- 
dingung genügen: 

k  u»  i  ,^?i^  <  1. 

I  n /("-*)  (x) 

Die  Summe  aller  Glieder  einer  Reihe,  welche  auf  das  n^  fol^n. 
nennt  man  das  Restglied  der  Reihe. 

Die  Summe  aller  dieser  Glieder  der  Taylor'schen  Reihe  wird 
durch  das  bestimmte  Integral 

W(x-|-h  — z)dz 


i(n  - 1)1-^ 


repräsentiert,  somit  ist  dieses  das  Restglied  R  der  Reihe;  für  die  An- 
wendung kann  es  durch  entsprechende  Transformation  in  eine  brauch- 
barere Form  gebracht  werden. 

Die  Transformation  nach  Lagrange  erfolgt  durch  die  SubstitntioD 

t  =  h  —  z,     also     z==h  —  t,     dz  =  —  dt, 

wodurch  dasselbe  in 

1      r" 

R  = 

(n  — ijlj 

0 


=  (-^i),f  (^  -  *)"-•  /^"^  (x  +  t)dt 


übergeht.    Bestimmt  man  nun  den  Wert  des  Integrals  näherungsweise 
durch  Anwendung  des  Mittelwertsatzes 

f\(x)tKx)dx  =  ?(£)  fVx)dx;     g  =  a  +  8(b  -  a), 

indem  man /(°)  (x -f- 1)  als  ©(x),   und   (h  — 1)°~^  als  tp(x)   anzusehen 
hat,  so  erhält  man: 

h  U 

Wh  —  t)°-^ /('»)(x  +  t) d t  =/<")  (x  +  6  h)  Wh  —  t)»-i  d t  = 
also  schließlich  nach  Einführung  des  Wertes  für  das  bestimmte  Integral 


j 
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R=    °/C)(x4-8h)      |s|<l (122 

XL  • 

als  Bestglied  in  der  Form  nach  Lagrange. 

Um  zu  der  2'®°  üblichen  Form  des  Restgliedes  (nach  Cauchy) 
zü  gelangen,  ist  dieselbe  Substitution  anzuwenden.  Bei  der  Ermittlung 
des  Integralwertes  durch  Anwendung  des  Mittelwertsatzes  ist  aber 
ih  —  t)"~*/^°>  (x -j- t)  als  ?(x)  nnd  1  als  <|^(x)  anzusehen. 

Dementsprechend  ist: 

f  (h  —  t)°-^ /(»^  (x  +  t)  d  t  =  (h  —  6h)»-^/(")  (x  +  sh)  f  dt; 

=  h(h  —  eh)°-^/(°)(x  +  eh); 

=  h»(l  —  s)°-i/(°)  (x  +  eh), 
also  schließlich: 

R=      (n_l)i     /<"^(^  +  ^h) (123 

das  Restglied  in  der  Form  nach  Cauchy. 

Die  Reihenentwicklung  hat.  wie  schon  einmal  bemerkt,  nur  dann 
einen  Sinn,  wenn  die  Reihe  convergiert,  also  wenn 

lim  R  =  0 

nssoD 

ist 

Hat  nun  ß^^  (x  -|-  e  h)  für  n  =  oo  einen  endlichen  Wert,  dann 
ist  lim  R  sicher  Null,  weil 

h° 
lim  ^  =  0. 

Denn  man  findet 

h'»        h    h    h        h        h  h 


n!  ~  l"  2*  3*"'k-k+r"n' 

h° 
also  dass    -  ein  Product  von  Brüchen  ist,  deren  Zähler  alle  fi'leich  h, 

n!  ^  ö  ? 

d.  h.  gleich  einer  endlichen  Größe  sind,  während  die  Nenner  unbegrenzt 

zimehmen.    Von  einem  Factor  g  angefangen  wird  der  Nenner  größer 

geworden   sein  als  der  Zähler,   so   dass  unendlich   viele  echte  Brüche 
miteinander  multipliciert  erscheinen,  deren  Product  demnach  Null  ist. 

§  25.  Reihe  von  Maclaurin. 

Setzt  man   in   der  Reihe   von  Taylor   x  =  0   und   schreibt,   wie 
allgemein  gebräuchlich,  x  für  h,  so  erhält  man  die  Reihe  von  Maclaurin, 

BaditftTlJeTiö  n.  Miknta,  Leitf.  d.  bCber.  Mathemat.  II.  Bd.  13 


194  Zweiter  Theil.     I.  Abtheilang.     1.  Abschnitt. 

welche  dadurch   eine   besondere  Bedeutung   hat,   dass   sie   ein    Mittel 
zur  Entwicklung  der  Functionen  in  Potenzreihen  repräsentiert. 
Sie  lautet: 

/W=/(0)+x/(0)  +  |^/"(0)  +  ...4-(~l~y;/--^H0)  +  R.  (124 

Die  beiden  Formen  des  Restgliedes  ergeben   sich  aus  jenen   der 
Taylor'schen  Reihe  als 


x«^ 


R  =  ^  /(°)  (s  x)  (Form  nach  Lagrange). 

R  =  X»  ^^.^^°      /(»)  (e  x)        (Form  nach  Cauchy). 
Die  Reihe  hat  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  lim  R  =  0,  also  wenn 

/(»)  (6  X) 

filr  ein  unendlich  werdendes  n  einen  endlichen  Wert  hat  und  die 
Differentialquotienten  von  /(x)  im  ganzen  Intervall  von  0  bis  x  end- 
lich und  stetig  sind. 

Ist    lim  R  =  0    dann    ist  /(x)    die    Sunmie     der   Reihe     von 

Maclaurin. 

§  26.  Reihe    von    Taylor    für   Functionen    zweier    unab- 
hängigen Variablen. 

Hat  man 

/(x  +  h,    y  +  k)   " 

in  eine  Reihe  nach  Taylor  zu*  entwickeln,  so  betrachtet  man  zonftchst 
y  -f-  k  als  willkürlichen  Parameter  und  entwickelt  die  Function  von 
X  -f-  h  nach  steigenden  Potenzen  von  h.  Auf  diese  Weise  erhält  man: 

Ax  +  h,y  +  k)=/(x,y  +  k)  +  h-Ä?-+?^)  + 

I    h^gV(x,y  +  k) 
"•"2!  5x2         1~--- 

Betrachtet  man  in  dieser  Reihe  x  als  constanten  Parameter,  so 
kann  man  ihre  Glieder  als  Functionen  von  y  +  k  nach  Taylor  in 
Potenzreihen  nach  steigenden  Potenzen  von  k  entwickeln  und  erhält: 
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m^ y+JL) _ ^/(^ y) _L k £'/(^' y)  I  ^ ^'/(^> y)  . 

5x         ~"      5x       '        5x5y   "1"  2!  '2x5y2  "•    ■•• 


5» 


y/(x,y+k)  _  Sy  (x^  ,   .  ö»/(3  y)       k»  3*/ (x^y)  , 

2x^         ~      5x2     "^      5x»3y  "^  2!  5x2  5y2"^""* 

Setzt  man  nun  diese  Werte  ftlr  die  entsprechenden  Glieder  der 
zuerst  entwickelten  Reibe,  so  hat  man  die  Gleichung: 

/(x  +  h,y  +  k)  =  /*(x,y)  +  h^^^^^  +  k^';-^y^  + 


5 

oder,  wenn  die  symbolische  Bezeichnung  wie  bei  Bildung  höherer  Diffe- 
rentiale angewendet  wird, 

/(x  +  h,y  +  k)=/(x,y)  +  h^^  +  k--^(^^  + 

J 

+M^Ä+-^5y/(^y)+-ä![^Ä+'^/yr-^(^y)+---+^(i25 

wobei  wie  leicht  gezeigt  werden  kann, 

Diese   Gleichung   gibt  eine  Entwicklung    der   Function    zweier 

Variablen 

/(x  +  h,y  +  k) 

in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  h  und  k. 

In  analoger  Weise  kann  auch  die  Reihe  von  Taylor  für  Func- 
tionen mehrerer  unabhängigen  Variablen  hergeleitet  werden. 

§  27.  Entwicklung  der  Functionen  in  Reihen. 

X  Durch  Anwendung  der  Beihe  von  Madaurin. 
a)  die  Exponentialreihe. 

Es  soll 

/(x)  =  e- 

in  eine  Reihe  entwickelt  werden. 

13* 
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Man  hat: 

/  (x)  =  e«,  also  /  (0)  =  e«  =  1, 

/'(x)  =  e»,  »  /' (0)  =  e«  =  1,  • 

/"(x)  =  e»,  .  /"(0)  =  eO  =  l, 


/(«-»)(x)  =  e»,     ako    /(— »  (Q)  =  e»  =  1, 
/(»)(8x)  =e«», 
demnach  zufolge  Maclanrins  Formel: 

n! 
Die   Reihe   con vergiert    für  jeden    endlichen   Wert  von  x,  da 
/^°>(ex)=e«»  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  endlich  bleibt  (e  echter 
Bruch),  also  lim  R  =  0  wird.  Die  Summe  dieser  Reihe  ist  e\ 

Setzt  man  x  =  1.  so  findet  man: 

e  =  l  +  l  +  .lj  +  3\  +  -A,  + (126 

b)  Die  Sinuareihe. 

/(x)  =  sin  x 

ist  in  eine  Reihe  zu  entwickeln. 
Man  hat: 

/  (x)==sinx,        also        /  (0)  =  sin  (0)  =  0, 

/  (x)  =  cos  X,  .  /'  (0)  =  cos  (0)  =  1, 

f"  (x)  =  —  sin  X,  »  /"  (0)  =  —  sin  (0)  =  0, 

f"  (x)  =  —  cos  X,  .  /'"(O)  =  —  cos  (0)  =  -  1, 

/'V(x)  =  sinx,  »  /"^(O)  =  sin  (0)  =  0. 


/>-)(ex)  =  8in(°2''  +  8x), 


mithin  nach  Maclaorin 

3 


smx  =  x—       +^  — ^  +  ...  +  R,  .    .    •   (12 


^        X»    .    /nie  \ 
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Diese  Reihe  convergiert  auch  fttr  jeden  endlichen  Wert  von  x, 
weil  für  jeden  endlichen  Wert  des  x,  /t°)  (sx)  =  sin  I -^j-  -|-  ^^)  ^^^ 
Sinus  endlich  bleibt,  demnach  lim  R  =  0  wird. 

nssOB 

In  analoger  Weise  erhält  man: 
c)  die  Cosinusreihe. 

cos  X  =  1  —  2j  +  ^j-  —  |y  + (128 


sie  convergiert  ebenso  wie  die  frühere  für  alle  endlichen  Werte  von  x, 

d)  die  Binomialreihe  (Reihe  von  Newton). 

Es  ist 

(l  +  x)» 
in  eine  Reihe  zu  entwickeln. 
Man  hat: 

/(x)  =  (1 -f  x)»  also    /(0)  =  1'»  =  1 

f  (x)  =  m  (1  +  x)»- 1  »      f  (0)  =  1—1  m  =  m 

/'"(x)=m(m— l)(l+x)»-»     »      /"(0)=m(m— l)l»-»=m(m— 1) 

f "  (x)  =  m  (m  —  1)  (m  —  2)  (1  +  x)—»,  also  /"  (0)  =  m  (m  —  1)  (m  —  2) 


m — n 


/^■»(ex)  =  m(m  —  l)(m  —  2) . . .  (m  —  n  +  1)[1  +  8x] 
demnach  nach  Maclaurins  Reihe: 

(l  +  xr  =  l  +  (7)x  +  (^)x^  +  (^)x»  +  ...  +  R    (129 

R  =  (^)  (1  +  8  X)—' '. 

Dass  diese  Reihe  für  jeden  Wert  von  x,  welcher  ein  echter 
Bruch  ist,  dann  für  x  =  -|-  1,  wenn  m  >  —  ^  und  für  x  =  —  1, 
wenn  m  >  0  ist,  convergiert,  wurde  bereits  gezeigt. 

Anmerkung:  Die  Entwicklung  nach  der  Reihe  von  Maclaurin  ist  bei  aUen 
Fnnctionen  m5gUch,  welche  endliche  und  stetige  Differentialquotienten  haben. 

2.  Durch  IntegreUton  der  in  eine  Beike  entwickelten  Differential- 
funcHon. 

a)  die  logarithmische  Reihe. 
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Die   Entwicklung   der   Fonction   l(x)   in    eine   Reihe   stößt    auf 
Schwierigkeiten,  weil  die  Differentialqaotienten      5  —  -^  i-.-fürx  =  0 

unendlich  grofi  werden. 

Man  hilft  sich,  indem  man 

1(1 +x) 

in   eine   Reihe   entwickelt,   was   sowohl   nach   Maclaurins   Formel   als 

auch  auf  folgende  in  diesem  Falle  bequemere  Art  geschehen  kann. 

dx 
Die  Differentialfunction  von  1(1  +  x)  ist  yzT —  ^^^  kann  nach 

X  ~~Y~  X 

der  Binomialreihe  in  eine  Reihe  entwickelt  werden.  Es  ist 
1 


1  +  x 


=  (1  +  x)-i  =  1  _  X  +  x2  —  X»  +  x^  —  .  .  . 


also 


^^^-  =  [1  —  X  4-  X2  —  X»  +  X^  —  .  .  .]dx, 

1  -f-  X 


mithin 


Z  X 


X^      .      X^  X^      .      X* 


l(l+x)  =  x--2-+  3   -   ^  +-5--.-- 

Diese  Reihe  convergiert  für  alle  Werte  des  x,  welche  echte 
Brtlche  sind,  und  für  x  =  -}"  1  deshalb,  weil  sie  fallend  ist  und  regel- 
mäßigen Zeichenwechsel  aufweist.  Für  x  ==  —  1  ist  sie  aber  divergent 
weil  sie  zur  negativ  genommenen  harmonischen  Reihe  wird. 

Setzt  man  — x  statt  x  in  der  Reihe  für  1(1  -f-x)  und  multi- 
pliciert  beiderseits  des  Gleichheitszeichens  mit  — 1,  so  erhält  man: 

v2  v3  -^4  v5 

-l(l-x)  =  x  +  -2-+  3   +-4-  +-5-  +  ..- 
und  wenn  man  die  Reihen  für  1(1  -|-  x)  und  — 1(1  —  x)  addiert: 

Die  letzte  Reihe  eignet  sich  zur  Berechnung  der  natürlichen 
Logarithmen. 
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Setzt  man  nämlich  darin 

1 

2z 1 

wobei    wegen   der  Convergenz  z  >  1    sein  muss,   damit  x  <  1  sei,   so 
entsteht,  weil 

l  +  x_     ^2z  — 1_     2z      _      z 


1  — x"~  1  2z  — 2~z  — 1' 


2z  — 1 
die  Reihe: 


z  — 1  L2z  — l'^S  (2z  — l)»"*"  5  (2z  — 1)*"'""J 

oder 

Iz  =  l(z-l)  +  2[^^-  +  -^(2^3  +  l(2l^-I).  +  .-.](130 
Für  z  =  2,  3,  4,  .  .  .  erhält  man  nun 

1  4  =  2  . 1  2, 

l5  =  U  +  2[|  +  ^^+^-^  +  i^  +  ...] 

u.  s.  w. 

Anmerkung:  Um  aus  den  natürlichen  Logarithmen  die  Brigg'schen  Loga- 
rithmen za  berechnen,  geht  man  von  der  Definitionagleichang  des  Brigg*8chen  Loga- 
rithmus ans. 

Nimmt  man  beiderseits  den  natürlichen  Logarithmus,  so  erhält  man 

log  X  .  1  10  =  1  X, 

woraus 

1  ^^ 

lOff  X  =  z — 

^  1  10 

folgt. 

Die  natürlichen  Logarithmen  sind,  um  aus  denselben  Brigg'sche  zu  erhalten, 
mit  dem  Factor 

^  (Modul)  =  0-43429448 
llO 

zu  multipllcieren. 
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b)  Arcustangentenreihe  (Kreisreihe). 

Um  die  Reihe   für   arc  tang  x  zu  erhalten,   entwickelt  man  den 
Differentialquotienten  dieser  Function 

nach  der  Binomialreihe 


vn — ö  =  1  —  x^  -f-  X-»  —  x^  -f  x^—  •  •  -1 

1  -j-  x^ 
multipliciert  sodann  mit  dx  und  erhält  durch  Integration: 

\  y-yr^  "^  ^^®  **^S  ^  ^^  \  f'"  —  x2  -f-  X*  —  X®  -[-  x^  —  .  .  .]  d  x, 
also 

X  X**  TC 

arctangx  =  x ö"  +   ^ ^  ~\' (131 

o  O  7 

Diese  Reihe   con vergiert  für  jx|^l,   denn  sie  ist  für    |x  <1 
und    X  =  -|- 1    fallend    und    hat    regelmäßigen    Zeichen  Wechsel;    fiir 

X  =  —  1  geht  sie  über  in  —  I  1  -|-  9  +  c  +  •  •  •  f?    ist    also    diver- 
gent, weil  1  +  .^-  +  ---[-  -^-  -f  ...>  -g-  +  _  -f  _  -f  .. .,   also   auch 

>  ^  (  --  -|-  jj  -f-  "ö"  +  T  +  .  . . ),  welch  letztere  Reihe  nicht  convergiert. 

Da  die  Reihe  für  x  =  -|-  1  convergiert,  kann  man  mit  derselben 
durch  Substitution  x  =  1  die  Zahl  tc  berechnen,  weil  arc  tang  1  =  '-. 


Es  ist: 


4  ~  3  "^  5        7  "^  9        il 


Diese  Reihe  heißt  die  Reihe  von  Leibniz. 
Aus  derselben  folgt: 

:-=o-j-)+a-i)+G-A)+- 

also 

4  ~     V3  ^  35  ^  99  ^  •  •  •/ 


w 


^A 
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also 


4  VS       6/       \7       9/       Vll        13/ 

4  Vl5  ^63    '    143^"'/' 


Aaf  diese  Art  lassen  sich,  wenn  nur  eine  beschränkte  2^hl  von 
Gliedern   der  Reihen   genommen   wird,   zwei  Zahlen  finden,   zwischen 

denen  j  liegt. 

Die  Rechnung  von  -  aus  diesen  Reihen  würde   sieh   aber  sehr 

langwierig  gestalten,  wenn  man  den  Wert  nur  auf  sechs  Stellen  genau 
haben  wollte,  weshalb  man  bemüht  gewesen  ist,  Reihen  für  ic  zu  con- 
struieren,  deren  Glieder  rascher  abnehmen. 
Setzt  man  z.  B. 

tang  u  =  o  o^^r  u  =  arc  tang  1  o  ) ? 

tang  V  =  3      ^     V  =  arc  taug  y^J, 
dann  wird 

tang  (u  +  V)  =  ,^XntTZ\  =  ^T^  =  I  =  ^ 

1  — tangutangv       .115 


^       2     3 


oder 


u  -I-  V  =  arc  tang  1  =  ~, 

4 


d.  h. 

J  =  arc  tang  (g  )  +  arc  tang  \^^f , 

und  wenn  man  beide  Arcustangenten  in  Reihen  entwickelt, 

4~V2        3  2»  ^5. 2^       ^    •7^\3       3  3»^  5  3»      ^■■■J 

oder 

4  ^  V2"^  3"/       3  \2»  "^  3»/  "*"  5  \2*  ~  3^)  ~      ' 
ir  _  ^  _  35^         257 


4        6       648   '   38880 
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Diese  Beihe  heifit  die  Reihe  von  Euler,  sie  eonvergiert  bedentend 
rascher  wie  jene  von  Leibniz,  ist  somit  zur  Berechnung  von  ic  besser 
geeignet. 

Noch  rascher  eonvergiert  die  Reihe 


w  _  17  _  _J}_3_  ,      33857 

Ol  O'T'TQQ        I 


.  .  ., 


4        21        27783     '   20420505 
welche  durch  die  Bentltzung  der  Gleichung 

--  =  2  arc  tang^  +  arc  tang  -^ 

erhalten  wird. 

Die  Richtigkeit  der  letzten  Gleichung  ist  leicht  einzusehen. 
Setzt  man  nämlich: 

tang  u  =  -^     oder     u  =  arc  tang  -^, 

1  ,         1 

tang  V  =  -y        »       V  =  arc  tang  ^ , 

dann  ist 

2  tang  u 


I      X  tanff2u+tanffv  1 — tang^u 

tang  (2  u  -f  v)  =  , /     o      i  x    —  = ö . 

^^        '      ^       l--tane2u+tanfi:v         .  2tanffu 


+  tang  V 


tang  2u-l-tangv         ^ 2  tang 


1  —  tang^  u 
8      ^1 


tangv 


9 25  _ 

2  "~  25  ~    ' 

3  1 


also 


d.  h. 


9 


2  a  -|-  V  =  arc  tang  1, 


1  1        tt 

2  arc  tang  -^  -|-  arc  tang  "7  =  "t- 


Auf  sechs  Decimalstellen  genau  ist: 

^  =  0-7853981632, 

4 

w  =  314159265. 
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IC 

Wenn  in  der  für  —  zuletzt   aufgestellten  Reihe   die   ersten  drei 

Glieder   allein  berücksichtigt  werden,  so  erhält  man  schon  -j  auf  drei 
und  7z  auf  zwei  Decimalstellen  genau. 

c)  Arcussinusreihe. 

In  derselben  Art  erhält  man,  weil 

"     dx 
arc  sm  x  = 


-[n 


X2 


^^^  i/r^        —k  nach  der  Binomialreihe  entwickelt: 
^'l  —  x^ 


V 


arc  sm  x 

'  0 


ilx     ,l.öx*,x*o.0x     ,  .^  „-. 

arc8mx  =  x  +  -2  3+  — --K^-^-g^H- (132 


Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  ist 

^        _  1.3.5  ■  ■  .  (2nj--3)   x«»-i 
'^°~2.4.6  .  .'."(2n  — 2)  2n— I' 

also 

_  1.3.6  .  .  .  (2n  — 3)(2n  — 1)  x«''+^ 
'»»  +  1  — 2.4.6  ...  (2n  —  2)2n        '2n  +  l' 

demnacli 

(i  -  --V 

Um  ?i±l  =  lim  pi^"  =  J)'-  x^  =  lim  ^^ i^  x^  =  x"^. 

D=cD  Un         n=:ao(2n  +  1)  2n  „  =  •    .    ,     1 

'^2n 

Die  Reihe  convergiert  für  alle  Werte  von  x,  welche  numerisch 
kleiner  sind  wie  die  Einheit,  also  wenn  x  ein  echter  Bruch. 
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Sie  con vergiert  aber  auch  für  x=  +  1?  denn  es  ist  für  x=  -p  1 

4    I    1  6       11 

r       4  — _+— ,T         ——-5      6  —  -- 


r         ^-n+^q  n 


=  n     1- 


n^  n 


4  +  -J  4  +  --        4  +  - 


also 


=  00      V  Un    /  4 


• .     • 


limnll— ^^-M  =  i^>l. 

Für  X  =  —  1  werden  alle  Glieder  der  Reihe  negativ,  sonst  ist  sie 
aner  für  x  =  -|-l  identisch,  also  auch  convergent. 


mit  jener 

Bedenkt  man,  dass 


also 


J  =  arc8in(|), 


SO  orliHlt  man  eine  Reihe  zur  Berechnung  von  ä 

n        1    .    iJ_il-3     1  1.3.5     1      ■ 

0        2  "^  2  3.  23^2.  45:2^  ^"  2.  4.  6  7.2^"^"  ••' 

wh\r\w.  ftf)or  nicht  so  rasch  convergiert  wie  die  zuletzt  angegebene. 

AUH 

I  IC 

arc  sm  x  -f-  arc  cos  x  =  -^ 

\ti\vy, 

«       /     ,lx'1.3x»1.3.5x^,        \ 

§  28.  Summieren  der  Reihen  mittelst  Düferentiatioii  und 
Integration. 

Ist  S]  die  Summe  der  Reihe 

Si  =  u,'  +  U2'  +  U3'+.     .     .     .;    ui'=/i'(xl 

deren  Glieder  die  Differentialquotienten  der  Glieder  einer  anderen  Reihe 

S  =  Ui  +  Uj  +  ^3  +  ^14  +  •    •     •     •;    ^1  =/i (^> 
\d,  so  ist  die  Summe  der  letzteren  Reihe  gegeben  durch  die  Gleichoog 
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S  =  JS,dx, 

in  welcher  die  Integrationsconstante  entsprechend  zu  bestimmen  ist. 

Diese  keines  besonderen  Beweises  erfordernde  Thatsache  kann 
häufig  als  Mittel  zur  Bildung  der  Summe  einer  Reihe  benützt  werden, 
was  an  einigen  Beispielen  gezeigt  werden  soll. 

d)  Es  ist  die  Reihe 

x2        x' 

y  =  l+x+  2y+3j-  +  ..., 


welche,  wie  bereits  bekannt,  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  convergiert, 
zu  summieren. 

Durch  Differentiation  erhält  man: 

d  V  X'^        x^ 

dx""^  +  ''  +  '2r+  3T  +  '" 

und  findet  demnach,  daas 

ii— 

dx~y 

>  • 

oder 

^  =  dx, 

y 


somit 
also 


ly  =  x-f-lC 
(willkürliche  Int^rationsconstante  als  Logarithmns  geschrieben) 

1  -^-  =  X 

y=Ce'. 

Nun  zeigt  aber  ein  Blick  auf  die  gegebene  Reihe,  dass  für  x  =  0, 
y  =  1  werden  muss.  Um  dieser  Bedingung  zu  gentigen,  muss  C  ==  1 
werden. 

Man  hat  also  schließlich: 

TC  ^  "JC 

y=l  +  ^+  2T+3T+  4!" +  •••=■•  ^'' 
e^  ist  die  Summe  der  Reihe. 
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b)  Es  sind  die  Reihen 


x^    .    x^        x^ 


^  —  "^       31  '^bl        7!+*" 


-1       ^^jEl_i^u- 
^  —  ^        2!  ^  4!         6!^"' 

deren   Convergenz   für    jeden   endlichen   Wert    von   x   nachgewieseB 
i¥urde,  zu  summieren. 

Darch  Differentiation  erhält  man: 

d  y  _  x^        X*        x^    ■ 

d'x  ~  2!  +  4!        6!  "^  •    • 

dz I    ^^        x^    ,    x^ 

di  ~  ~ ""  +  3f  ~  5 r  +  7 !  ~  •    "' 
d.  h. 


dy dz 


25j      ^=-7 


dx         '      dx 


? 


oder,  wenn  man  in  den  letzten   zwei  Gleichungen  mit  y   und  z  mul- 
tipliciert, 


demnach 


dy  dz 

yT^  =  yz      z^— =  —  yz, 
•^  dx       -^  dx  -^    ' 


dy    ,      dz 
•'  dx         dx         ' 


oder 


jdy  -\-zAz 

0, 

Jytiy+J^^z 

.    ü, 

y'  4.  ^'  _ 

2  "T"   2  ~ 

c 

"  2' 

yl  +  z» 

C. 

Die  Constante  C  kann  bestinmit  werden,  wenn  die  Werte  für  y 
und  z  gesetzt  werden,  welche  x  =  0  entsprechen.  Diese  sind  y  =  0 
und  z  =  1,  demnach  muss  C  =  1  sein. 

Es  ist  somit 

also 
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Nun  ist  aber 


demnach 


dx 


ll  =  Kl  ^yK 


-7=^ :  =  d  X, 


mithin 


arc  sin  y  =  X  —  C, 

X  =  arc  sin  y  +  C. 

Setzt  man  in  die  erste  Reihe  x  =  0,  so  findet  man,  dass  y  mit 
X  gleichzeitig  verschwindet,  dass  also 

0  =  arc  sin  0  -|-  C, 

also  C  =  0  sein  muss. 
Aus 

X  =  arc  sin  y 
folgt 

y  =  sin  X  als  Summe  der  ersten  Reihe, 

und  aus 

z  =  cos  X  als  Summe  der  zweiten  Reihe. 

Es  ist  demnach 

v3  yri  v7 

X  X  X 

^  =  ^-2!  +  4!-6r  +  --='^'^ 
c)  Es  ist  die  Summe  der  Reihe 

v2  IT*  "V* 

7  =  1  +  ^  +  ^  +  ^3-  +  ^ 

zu  bilden. 

Bevor  die  Aufgabe  gelöst  wird,  muss  zunächst  untersucht  werden, 
ob  die  Reihe  convergiert.  Es  ist 
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also 


Hb 

n  — 

1 

1? 

Un 

X» 

Un 

[ 

n  — 
n 

1 

lim  - 

ln  +  1 
Un 

lim 

n=  Q 

.('- 

n/ 

Die  Reihe  convergiert  für  jeden  Wert  von  x,  welcher  ein  echter 
Bruch  ist. 

Für  X  =  -}-  1  convergiert  die  Reihe  nicht,  weil  sie  zur  harmo- 
nischen Reihe  wird,  für  x  =  —  1  ist  sie  als  fallende  Reihe  mit  regel- 
mäßigem Zeichenwechsel  convergent. 

Sind  die  Convergenz-Bedingungen  erfüllt,  so  hat  die  Reihe  eine 
endliche  Summe  und  diese  ist  darzustellen. 

Bildet  man  den  Differentialquotienten  der  Reihe,   so  erhält  man: 

J-?=1+X  +  X«  +  X3  +  X*  +  ..., 

das  ist  aber  die  geometrische  Progression,  deren  Summe 

1 


1  — X 


bekannt  ist 

Man  hat  sonach 


also 


dx 

1 

1          X 

dy 

dx 

1  — X 

ix 

ICl 

=  [/:h,  =  -ia-^)  +  o 


als  Summe  der  Reihe. 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  hat  man  nur  zu  berücksichtigen, 
dass,  mit  Rücksicht  auf  die  gegebene  Reihe,  ihre  Summe  y  =  1  ^^^ 
X  =  0,  also  C  =  1  werden  muss. 

Die  Summe  dieser  Reihe  ist  somit 
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d)  Die  Reihe 

_  Ix^       2x3       3x4 

y  —  X       2"^^        4+-"» 

welche   für  jeden  zwischen  —  1  und  -(- 1  liegenden  Wert  von  x  con- 
vergiert,  ist  zu  summieren.  Durch  Differentiation  erhält  man: 

^'  =  l  —  x  + 2x^  —  3x3 -f..., 

dx  '  '         ' 

^^  =  1  —  x(l  —  2x  +  3x2  — 4x3  +  ...). 

dx  ' 

Setzt  man 

z  =  l  — 2x  +  3x^  — 4x3  +  ..., 

also 

zdx  =  (l  —  2x  + 3x2  —  4x3+  ...)dx, 

so  ergibt  sich 

f  z  d  X  =  X  —  x'-^  +  x3  —  X-*  +  . . ., 

und    man   hat,    weil   rechts  vom  Gleichheitszeichen    eine   geometrische 

X 

Progression  steht,  deren  Summe  —  ,  —  bekannt  ist, 

1  — p-  X 


J 


z  d  X  =    — j 

1  +  X 

0  ' 


demnach 


X 

^X 

0       


df  zd 


and 


oder  integriert 


d  X     •     (1  +  X  ,)••' 
dx  l'^x^' 

y  =  x-l(l  +  x)-j-^_^  +  C*). 


j(i+x)--      3  (1-fx)'       ji+x  yi+xy  y+x  }(i-\-xr 

BadliaTlj6Ti£  n.  Hikata,  Leitf.  d.  höher.  Matbemat.  II.  Bd.  14 
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Für  X  =  0  muss  aber  y  =  ü  werden,  d.  h.  es  muss  aacb  C  =  0 
sein,  man  hat  sonach  als  Summe  der  Reihe 

y=l-i-x-^-l(l+x). 

y  =  -j--^— -l(l  +  x). 

§  29.  Integration  durch  Reihen. 

In  vielen  Fällen,  in  denen  die  bisher  angeführten  Integrations- 
methoden zur  Integration  einer  Differentialfunction/(x)dx  nicht  aus- 
reichen, das  Integral  derselben  also  in  geschlossener  Form  nicht  ange- 
geben werden  kann,  ist  es  zweckmäßig,  dasselbe  in  Form  einer  Reihe 
darzustellen. 

Diese  Darstellung  ist  immer  möglich,  wenn  die  Function  f{x) 
unter  dem  Integralzeichen  in  eine  Potenzreihe  nach  Maclaurin  ent- 
wickelt werden  kann. 

Man  erhält  dann 

/(x)  =/(o)  +  x/  (0)  +  ^y/"  (0)  +  |r/"'  (0)  +  •  •  •' 

also 
J/(x)  d  X  =  J[/(0)  +  x/'  (0)  +  2j  /"  (0)  +  ^f"  (0)  +  .  . .]  d  X. 

Nun  ist  aber  das  Integral  einer  Summe  gleich  der  Summe  der 
Integrale  der  einzelnen  Glieder.*) 

Es  ist  demnach 
J/(x)  dx  =  J/(0)dx  +  J ..^?_/. (0)  d X  +  J|^/'(0)  dx  + 


+  j3T/'"(0)dx  +  ..., 


d.  h. 


^V(x)  d  X  =  C  +  ^""j  /(O)  +  ^j  /  (0)  +  -^'-/"  (0)  +  --/'"  (0)  + . . . 


*)  Der  Satz  gilt  allerdings  zunächst  nur  für  die  Summe  einer  endlichen  AnzaM 
von  Gliedern  und  ist  nicht  mehr  unbedingt  richtig,  wenn  es  sich  um  Summen 
unendlich  vieler  Glieder  handelt.  £r  behält  aber  im  gegebenen  Falle  sein^e  Richtigkeif, 
wofür  der  Beweis  in  jedem  umfangreicheren  Werke  zu  finden  ist. 
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Selbstverständlich  bestehen  diese  Gleichungen  nnr  bei  solchen 
Werten  von  x,  für  welche  die  Reihen  convergieren. 

In  vielen  Fällen,  in  denen  die  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen /(x)  als  Product  zweier  Functionen  cp(x)  und  ^j^(x)  dargestellt 
werden  kann,  wird  mit  Vortheil  nur  einer  der  Factoren  in  eine  Potenz- 
reihe entwickelt. 

Beispiele: 

Das  Integral  der  Differentialfun ction  e""**dx  ist  in  geschlossener 
Form  nicht  darstellbar,  kann  aber  durch  eine  Potenzreihe  ausgedrückt 
werden. 

a)  Zufolge  der  Exponentialreihe  ist  nämlich: 


x2     .    x^        x« 


1!  ^  2!        3!  ^'    •' 


oder 


S 


-X«  A       —  X3  l      X^  1      X'  1      X« 

e       dx-x-   g   +—   ^   -  gj    ^-+  J.J    g 


Dass  die  Reihe  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  convergiert,  kann 
leicht  nachgewiesen  werden. 

Denn  es  ist 

demnach 

1 


" "  + 1  _  1  Ij^izl  ,2—1 


2  — 


n 


X*  =  —  . ,   x^ 


und 


Un  n2n  +  l  "24-- 

'    n 


lim  — ^  =  lim  —  .  -   x^, 


2  + 
n 


also  Null  für  jeden  endlichen  Wert  von  x. 

14* 
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b)  Um  das  in  geschlossener  Form  nicht  darstellbare  Integral 


d^x 

X 

durch  eine  Reihe  auszudrücken,  entwickelt  man  nur  den  Factor  e^  der 
DifFerentialfunction  in  eine  Reihe  (Exponentialreihe)  und  erhält: 


e 

X 

oder 


:         X  V+  1!  ^  2!^  3!  ^'     / 


demnach 


«'  -  1  _i_  1  4_  .?'..  J_  ^'  _L  5'  4. 

X   ~  X  ^     ^  2!  ^  3!  ^  4!  ^•••' 

d.  h. 

~e»dx_       ,    ,       ,         ,     1    x2        1    x'        1    x^ 

X  "  -  ^  -^  *^  +  ^  +  2    2r  +  3'   3!  +  4   4!  +  • 

Die  Reihe  convergiert  für  alle  endlichen  Werte  von  x  mit  Aus- 
schluss von  X  =  0,  denn  es  ist: 


J 


_  1    x*»  1         x»  +  i 

Un ,>  Un  +  l  = 


also 


n    nV         "-^'"n  +  l  (n  +  1)!' 


1^ 
lim  =  hm  , — . — --TT.  X  =  hm 


n  =  oe     Un  n  =  ao  (n  -j"  1)^ 


"-(.+  1)* 


gleich  Null  für  jeden  endlichen  Wert  von  x. 

Für  X  =  0  wird  aber  das  vor  der  Potenzreihe  stehende  Glied  1  x 
negativ  unendlich,  die  Reihe  ist  divergent. 

c)  Um  das  bestimmte  Integral 

2  d'f 


i 


1'  1  —  e'^  sin-cp 

0 

in  welchem  s  einen  echten  Bruch  bedeutet,  und  welches  für  keinen  Wert 

der  oberen  Grenze  in  geschlossener  Form   darstellbar  ist,  durch  eine 

1      •  .    .         -' 

Reihe  auszudrücken,  entwickelt  man    ,  _^=  =  (1  —  s'-^  sin^  rp)    ^ 

nach  der  Binomialreihe.  Da  s^sin-cp   immer  ein  echter  Bruch,  ist  dies 
möglich  und  man  erhält: 
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_  1 

(1  —  e-^sin^^)    ^  = 


l  13  13    5 

=  1-1-2"  ^*^^^^^?  +  2  \~4  ^'  sin'cp  +  2  '  476  ^'  ^^^^'P  +  •  •  m 


somit 


S 


2^  d? 

yi  — s-  sin-^ 


"^  \    L^  +  ¥  ^^  ®^^^'^  +  274  ^'  ^'^'"P  +  2"  4"76  ^'^^^^'^  +  •  •  J  ^? 

"0 


oder 


IC 


^ 


TC 


Nun  ist  aber  (siehe  §  20,  Formel  113) 


T  .  _       _  1  .3.5  ...  (2n  —  1)  IT 

sm     '^  d  ^  ^ ^ — . 

f  «f       2.4.6  .  .  .  2n  2' 

0 

mithin 


[ 


Dieses  Integral,  welches  bereits  als  das  vollständige  elliptische 
Integral  erster  Gattung  bekannt  ist,  erscheint  somit  durch  eine  Reihe 
ausgedrückt,  welche  umso  rascher  convergiert,  je  kleiner  s  ist.  Sein 
Wert  kann,  wenn  eine  entsprechende  Zahl  der  Glieder  der  Reihe 
berücksichtigt  wird,  mit  beliebiger  Genauigkeit  gerechnet  werden. 
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^.  Abschnitt. 

Bestimmang  der  Werte  von  Aasdrucken,  welche  tur  besondere 

Werte  der  Variablen   eine  der  unbestimmten  Formel   ^-  - 

O.cc,  CO  —  (V),  0®,  cc^,  1*  annehmen. 

Bei  Ausdrücken  von  der  Form 

kann  es  vorkommen,  dass  für  einen  Wert  x  =  a  Zähler  und  Nenner 
gleichzeitig  Null  oder  Unendlich  werden,   wodurch   solche  Ausdrücke 

eine  der  unbestinmiten  Formen   -   oder   —  annehmen. 

0  CO 

Diese  Ausdrücke  können  aber  dennoch  für  x  =  a  ganz  bestimmte 
Werte  haben,  welche  im  Folgenden  ermittelt  werden  sollen. 

Ein  bereits  bekanntes  BeiBpiel  bietet  hieftir  der  Bruch 

x3  —  a^ 

x2  —  a2 ' 

welcher  für  x  ^  a  die  unbestimmte  Form  -^  annimmt. 

Da  aber 

x3  —  a^ (x  —  a)  (x^  -[-  a  x  -j-  a^) 

x^  —  a**^  (x  —  a)  (x  -|-  a) 

so  kann  der  Bruch   durch   x  —  a   gekürzt  werden,   wodurch  die  Un- 
bestimmtheit beseitigt  wird. 
Es  ist 

x3  —  a' x^  -|-  * X  ~("  ^^ 

x2  —  a^  X  -f-  a 

3 
also  für  X  =  a  der  Wert  des  Bruches  gleich  -^  a. 

Um  die  Methode  zu  zeigen,  nach  welcher  in  complicierteren 
Fällen,  der  Wert  eines  Ausdruckes  von  unbestimmter  Form  ermittelt 
werden  kann,  sollen  die  verschiedenen  Formen  nacheinander  besprochen 
werden. 
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§  30.  Ausdrücke  von  der  Form  ^- 

Werden  in  dem  Bruche 

für  X  =  a  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig  Null,   d.  h.  wird  ^  (a)  =  0 
und  ^  (a)  =  0,  so  betrachtet  man  zunächst  den  Bruch 

Hx  +  h)' 

welcher  durch  Entwicklung  des  Zählers  und  des  Nenners  nach  Taylor 
auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

'^^''  +  ^^       ^  (x)  +  h<|>'(x)  +  >j  r  «  +  •  •  ■ 

Setzt    man    nun    x  =  a5    so    ergibt    sich,    weil    cp(a)^0    und 
«})(a)  =  0  ist 

^(a-fh)      I^'f'(a)  +  -|^T»  +  ...       ?'(a)4--^r(a)+3;r(a)  +  ... 
^^^^""^      h<I-'(a)  +  -2j<I'"(a)  +  ...       <I''(a)-f  l.rCa)^-  3;r(a)  +  ... 

woraus  durch  Übergang  auf  den  Grenzwert  für  h  =  0 

5^(a)_^^(a) 
^  (a)      cj>^  (a) 
folgt. 

Man  erhält  also  den  wahren  Wert  der  unbestimmten  Form 

j-    für   x  =  a,   wenn   man  die  Functionen   im  Zähler   und   im 

Nenner  durch  ihre  Differentialquotienten  ersetzt  und  dann 
x=a  substituiert. 

cp'  (x)  0 

Sollte  TTT-^  für  X  =  a  ebenfalls  die  Form    -  annehmen,  so  führt 

^'  (x)  0 

dasselbe  Verfahren  zum  Werte  dieses  Bruches;  man  erhält  dann 

cpja)  ^  ?;^(a) 

1>  (a)      * '  (a) 
u.  s.  w. 
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Beispiele : 

1.  Der  Wert  des  Ausdruckes 

a»  — b* 


welcher  für  x  =  0  die  unbestimmte  Form  -„   annimmt,  ist  zu  ermitteln. 


Darch  Anwendung  der  Regel  erhält  man: 


Fa'  —  hn      _  TaM  a  —  b*  U"| 

L  X  Jx=:0  L  1  Jx  =  0 


Demnach  ist 


[a*  —  b^"|       _  la~ 


la  —  Ib ,  a 

~~   b* 


2.  Es  soll  der  Wert  des  Ausdruckes 

X  —  sin  X 


x3 

für  X  =  0  ermittelt  werden,  in  welchem  Falle  er  in  der  unbestimmten  Form  — ^ —  =  — 

erscheint. 

Ersetzt  man  nach  der  Regel  die  Functionen  im  Zähler  und  im   Nenner  darcb 
ihre  DifFerentialquotienten,  so  erhält  man: 


[x  —  sin  xl       r  1  —  cos  x"| 


Nun  ist  aber 

—  COS  xl  0 


[1  —  COS  xl 
~3i2— J 


3x2       I  ^.      0 


wieder  unbestimmt,    und   es  muss    zur  Ermittlung  des  Wertes    dieses   Bruches    neuer- 
dings die  Regel  angewendet  werden. 
Man  erhält  dadurch: 


[1  —  COS  xl       Fsin  x"| 


also  nochmals  die  unbestimmte  Form  -  . 

Schließlich  findet  man  in  gleicher  Weise 


[sin  x"|       Fcos  x"|       1 
fix  Jx=o      L    6    Jx=o      6 


es  ist  somit 

l 
ix=0        6 


[^^1 
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(K> 


CO 


§  31.  Ausdrücke  von  der  Form 

Der  Fall,  in  welchem  ein  Bruch 

für  X  =  a  die  unbestimmte  Form     -   annimmt,   weil  (p  (a)  =  co    und 
'J  Ca)  =  CO  wird,  kann  durch  die  Identität 

_  1 

cp(x) 

auf  den  Fall  x-  zurückgeführt  werden,  denn  für  x  =  a  wird  — — -= —  =  0 

0  °  <t  (a)      CO 

und     -  ;-r  =1  —  =0. 

f  (a)       CO 
Zur  Ermittlung  des  wahren  Wertes  w  des  Bruches 

1 


Hx) 


T(x) 


0 


für  X  ==  a  kann  aber,   weil  derselbe  die  Form  ^  annimmt,  die  in  §  30 
angeführte  Regel  angewendet  werden,  es  ist  somit: 

f  'K(x) 


w 


?'(x) 


_  [FT  WT' 'I'' Wl 


~ib(x)J 


'I'WJ    ?'(x) 


z  =  a 


?(a) 


Nun  ist  aber  -Jy-  der  zu  suchende  wahre  Wert   w,   es  besteht 

^Ka) 


also  die  Gleichung 


w 


w 


,  ¥  (a) 
?•  (a) ' 


aus  welcher 


w 


folgt. 


<l-'(a) 
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CO 

Der  wahre  Wert  der  anbestimmten  Form  —  wird  sonach  dorcli 
dasselbe  Verfahren  ermittelt  wie  jener  der  Form  ^. 

Beispiele: 

1.  Es  ist  der  Wert  des  Ausdruckes 

OO 

für  TL  s:=  CO  zu.  ermitteln,  in  welchem  Falle  er  die  unbestimmte  Form         annimmt 
Durch  Anwendung  der  Regel  erbftlt  man: 

n^l     =f— O     =r  1  1     ==JL=o 

LX°Jx=OD  LnX'*-^Jx  =  OD  LnX'^JxtrrOD  CO 

2.  Der  Ausdruck 

Ix 


a  -f-  n  1  sin  X 


nimmt  für  x  =:  0  die  unbestimmte  Form  -'  -  an,  es  ist  der  wahre  Wert    desselben  zq 

CO 

ermitteln. 

Man  erhftlt  nach  der  Regel 

r L^ 1    _     j^_      ^i  r^pg^i 

La  +  nisinxJx=o     I     n  1  nL     x     Jx=o 

I  -       cosx  I 
Lsmx  Jx  =  o 

tang  X  0 

Nun  ist  aber    -  -^—  für  x  ==  0  auch  unbestimmt  in  der  Form     ^ ,  demnach  i>t 

X  U 

eine  Wiederholung  des  Verfahrens  nöthig. 

Man  hat  dann: 

1  rtangxl      1  I  cos^x  1       1 

nL     X     Jx=o      nL      1      Jx=o      n' 


demnach 


r     ^V    1    =} 

La  +  nlsinxJx=o      n 


+ 

§  32.  Ausdrücke  von  der  Form  0 .  cc 
Nimmt  ein  Ausdruck 

f  (?)  -I-  (X) 
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für  X  ^  a  die  unbestimmte  Form  0 .  cx)  an,  indem  tp  (a)  ^  0  und  ([>  (a)  =  od 
Tvird,  so  kann  die  Bestimmung  des  wahren  Wertes  dieses  Ausdruckes, 
auf  einen  der  beiden  vorhergehenden  Fälle  zurückgeführt  werden. 
Es  bestehen  nämlich  die  Identitäten: 

<p(x),l>(x)  =  ^^l-, 

'fix) 

von   welchen  die  erste  für  x  =  a  auf  die  Form  ^r?  die  zweite  auf  die 
Form   -^   führt 

CO 

Beispiele: 

1.  Es  ist  der  Wert  des  Ausdruckes 

X  COtg  X 

für  X  ^  0  zu  bestimmen.  Derselbe  nimmt  für  x  =  0  die  Form  0  .  cx^  an. 
Nun  ist  aber 

X 

X  COtg  X  = 


tangx 

und   hat  filr  x=0  die  Form  tt-,  demnach  besteht  die  Gleichung  (nach  Regel  §  30) 

tang  X  0 


r^  =r-!-i  =1 

LtangxJx=o      I    _1_     I 


C08*X  -■x=0 

also  auch 

[xcotgx]x=o=l. 

2.  Es  ist  der  Wert  des  Ausdruckes 

(a-x)tang2-^ 

für  X  =  a  zu  ermitteln : 


Man  findet 


|^(a  —  x)  tang  ^  ^  J       =0.od. 

[IT  x"|            r  a  —  X  -| 
(a-x)tang2J       =    ^^1      , 

LcotgsrJ 


^  ft    x=a 


Demnach  ist 
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[a  — xt       _  0  _r       —1       "I      _2a 

[.  Tcxl  2  a 

(a-x)tang2j^^=-. 

3.  Auf  dieselbe  Art  findet  man 
und  bei  BorUcksichtigung  dieses  Wertes  durch  Logarithmieren  u.  s.  w 

[xn  e^' ] 


|x=0=~- 


§  33.  Ausdrücke  von  der  Form  co  —  oc . 
Wird  in  dem  Ausdrucke 

T  (x)  —  ^  (x) 

(p  (a)  =  OD  und  ^  (a)  =  oDj  so  nimmt  derselbe  für  x  =  a  die  unbestimmte 
Form  oo  —  CO  an. 

Die   Bestimmung   des   wahren  Wertes   dieses   Ausdruckes   kann 
auf  den  ersten  Fall  zurückgeführt  werden: 

1 1_ 

T  (x)         ^  (x)  cp  (x)  ^  (x) 

Der  letzte  Bruch  nimmt  für  x  =  a  die  Form    -  an,  so  dass  sein 
Wert  nach  der   angegebenen  Regel  ermittelt  werden  kann. 

Beispiele: 

1.  Der  Ausdruck 


1(1 +  X)         X 

hat  für  X  =  0  die  unbestimmte  Form  cxi  —  oc. 
Da 

1 1_^  — 1(1+.^) 

1(1 +  x)       x~'xl(l+x) 

und   der  Bruch  für  x  =  0  die  Form        annimmt,    kann    sein  Wert   nach    der    Hegel 
'mmt  werden. 
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£s  ist 


[ 


x-l(l  +  x) 


=  0 


x-|-(l-fx)l(l  +  x)J,  =  o 


und  weil   sich  wieder  -     ergibt, 


demnach  ist 

Ll(l  +  x)       xJx=o      2' 


2.  £s  ist  der  Wert  des  Ausdruckes 

1 l 

für  X  ==  0  zu  bestimmen.  Derselbe  hat  fiir  x  =  0  die  unbestimmte  Form  oc  —  cx). 
Nun  ist  aber 

1  1  X- — sin^x x-j-sinx  x  —  sinx 

sin^x       x'^        x'-^sin^x  sin^x     "        x^ 


Vsin^x        sinx/ 


X  —  Bin  X 


X  X' 

Da  für  X  =  0,  -.  —  =  1»  also  auch  — /  „  =  1  [siehe  £inleitunff  (31,  so  ist 

sm  X  sin-  X  o  \  jt 


Lsin'^x       x2Jx=o         L       x^       X 


X  —  sin  X  ^  rv   ,.     ^  0 

—= —    für  X  =  0  die  Form   ,, 
x^  Ü 


und   weil   33 — '    für  x  =  0  die  Form   ^^  annimmt,  nach  der  Kegel 


Lsm^x       x^Jx=o         L      3x2      j^^^         L6xJx=o 

L    b    Jx=o       o 

§  34.  Die  unbestimmten  Formen  1°°,  0%  oc^ 

Auch  diese  unbestimmten  Formen  können  durch  entsprechende 
Umformung  auf  die  beiden  ersten  zurückgeführt  werden,  was  an  einigen 
I3eispielen  gezeigt  werden  soll. 
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1.  Der  Ausdruck 

(cos  a  x)*' 

hat  für  x  =  0  die  unbestimmte  Form  1*. 

Es  ist  aber 

cosax  =  e^*°*«*, 
mithin 

1  1  cos  a  X 

(cosax)*'  =e    *'    ; 

man  hat  also  nur^  um  den  Wert  des  gegebenen  Ausdruckes  anzugeben. 

den  Wert  von 

1  cos  a  X 

^x'^~ 

für  X  ^  0  zu   suchen.    Dieser  Bruch  hat  für  x  =  0  die  Form  — .  e^ 

0 

ist  daher  die  Regel  anwendbar  und  gibt 

[I  cos  (a  x)"|       a  f —  tang  a  x"|       0 
x2~     L  =  o~^L         X          J,=o~()' 


OL  r —  tang  a  xl       a 

21        X    "   Jx=o~2 


—  a 


cos'^ax  I       a- 

x=o~~'2 

Mithin  ist 

e     2. 


[(eosax)«]_  = 

2.  Der  Ausdruck 

( sin  x)'' 

hat  ftlr  x  =  0  die  unbestimmte  Form  0^ 

Da  aber 

(sin  x)^  =  e* » •*"  ", 

so  ist  nur  der  Wert  von  x  1  sin  x,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Wert  von 
— -   —  für  x  =  0  zu  suchen. 

x 

Dieser  Bruch  nimmt  die  Form  —  an,  es  ist  also  nach  der  Regel: 

1    •  1-        cosx|  --  „-, 

tl  sm  x-|       I  sm  X  I       I  — x-*  1 

1       I        ~ I      _  i  "~  LtangxJ,  =  o" 
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und  weil  sich  jetzt  wieder  der  unbestimmte  Wert  v^  ergibt, 


LtangxJx=o      1  _  ^  _.  I 

Lcos*'^x  Jx=o 


,— X 


Man  hat  somit: 

[(sinx)^],=o=e<^=l. 
3.  Der  Ausdruck 

hat  für  X  =  a  die  unbestimmte  Form  co  0. 
Es  ist  aber 

somit  nur  der  Wert  des  Ausdruckes 

(a  — x)ltang2'^  — 

für  x  =  a  zu  suchen. 

Derselbe  hat  die  Form  0.  co,  die  Wertermittlung  derselben  wurde 
im  §  32  gezeigt  und  wird  hier  nicht  weiter  ausgeführt.  Man  findet 


demnach  ist 


[(.-«)It.ng^-?]__=0, 

[(•-^iirL.=«"='- 


3.  Abrtcliiiitt. 

Über  complexe  Größen. 

§  35.  Allgemeines  über  complexe  Größen  und  das  Rechnen 
mit  denselben. 

Häufig  führt  schon  die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung 
auf  imaginäre  Wurzeln  von  der  Form  a+  \ — l.b. 
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Man  nennt  eine  Größe  von  der  Form. 


a  +  b  1^—  1     oder     a  +  b  i, 

in  welcher  a  und  b  real  vorausgesetzt  werden,  eine  complexe  Größe. 

a  heißt  der  reale  Theil,  b  der  Factor  des  imaginären 
Theil  es  derselben. 

Ist  der  reale  Theil  einer  complexen  Größe  Null,  so  nennt  man 
sie  rein  imaginär. 

Beim  Rechnen  mit  complexen  Grüßen  sind  dieselben  Regeln  wie 
ftlr  das  Rechnen  mit  realen  Größen  anzuwenden.  Die  Berechtigung 
hiezu  sei  als  erwiesen  vorausgesetzt.  Durch  Anwendung  dieser  Regeln 
werden  stets  wieder  Größen  von  der  Form  A-f-Bi  erhalten,  was  an 
folgenden  Beispielen  gezeigt  werden  soll. 

Durch  Anwendung  der  Regeln  für  das  Addieren,  Subtrahieren 
und  Multiplicieren  auf  die  complexen  Größen  erhält  man: 

(ai  +  bi  i)  -f-  (»2  +  ^2  i)  =  i^i  +  ^2)  +  C^i  +  ^2)  h       ^^s^  Form  A  -f  B  i- 
(ai  +  b,  i)  +  (a2  — b2i)  =  (a, +a.2)  +  (bi— b2)i, 

(a^  -f-  b,  i)  (aj  +  b2 i)  =  a,  a^  +  bj  a,2  i -j- aj  b2 i  +  b^  h^  i^  (i^  =  —  V'^ 

=  aj  a2  —  bj  bi  +  (bj  83  +  a^  b2)  i,  also  Form  A-f-B  i. 

Zwei  complexe  Größen,  deren  reale  Theile  gleich,  während  die 
Factoren  ihrer  imaginären  Theile  entgegengesetzt  gleich  sind,  also  bei- 
spielsweise die  Größen 

a-|-bi     und     a  —  bi 

werden  conjugierte  complexe  Größen  genannt, 

Sie  sind  insbesondere   dadurch  ausgezeichnet,   dass  ihre  Summe 

(a  +  bi)  +  (a  — bi)  =  2a 

real  und  ihre  Differenz 

(a  +  bi)-(a  — bi)  =  2bi 

rein  imaginär  ist.  Ferner  ist  das  Product  zweier  conjugiert  complexer 
Größen 

(a  +  bi)(a  — bi)  =  a*^  +  b2 

real  und  positiv. 

Dieses  Product  heißt  nach  Gauß  die  Norm  der  complexen 
Größe,  und  ist  es  sowohl  für  a-)-bi  als  auch  für  a  —  bi. 
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Die  positive  Quadratwurzel  aus  der  Norm 

la^b2 

wird  der  absolute  Betrag  der  complexen  Größe  genannt,  er  ist  für 
beide  Größen  des  conjugierten  Paares  derselbe 

;a+bi:  =  ia— bij  =  4-l'«^Hrbi 

Soll  der  Quotient  zweier  complexer  Größen 

&!  +  bi  i 
a2  +  bj  i 

gebildet  werden,  so  multipliciert  man  Zähler  und  Nenner  mit  der  dem 
Xenner  conjugierten  Größe  und  erhält: 

\  +^bi_i ai  aj-l-  b,^+  (a2  b,  —  a,  ba)  i aj  »2+^1  ^2   1   H^i — ^1^2  • 

a^  +  b^i""  '  "     V  +  bj-^    "  "a^^  +  b^^"'^   V+b^^"'' 

also  wieder  eine  Größe  von  der  Form  A-f-Bi. 

Da  eine  imaginäre  Größe  die  Quadratwurzel  aus  einer 
wesentlich  negativen  Zahl  ist,  kann  eine  reale  von  0  ver- 
schiedene Größe  niemals  einer  rein  imaginären  Größe  gleich 
sein.   Ist  also 

a  +  bi  =  0, 

so  müssen  a  und  b  einzeln  verschwinden. 

Darausfolgt:  Sind  zwei  complexe  Größen  einander  gleich, 
so  müssen  die  realen  Theile  und  ebenso  auch  die  Factoren 
der  imaginären  Theile  einander  gleich  sein. 

Denn  aus 

aj-f-bi  1  =  32  +  ^21 
folgt: 

(ai  —  a.^)  +  (bi  —  bi)  i  =  0, 
was  nur  möglich  ist,  wenn 

ai  —  a2  =  0     und     b^  —  b2  =  0     oder     a^ = aj,     bj  =  bj. 

Für  gewisse  Untersuchungen  und  einzelne  Operationen  mit  com- 
plexen Größen  ist  es  zweckmäßig,  dieselben  auf  eine  andere,  vortheil- 
haftere  Form  zu  bringen. 

Setzt  man  nämlich: 


+  l'a^  +  b^  =  r, 

BndiiaylJeTic  u.  Mlknta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  15 
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SO  kann,    weil  r  größer  als  a  und  als  b  i^t.    ein   zwischen  0  und  '2- 
gelegener  Winkel  9  derart  bestimmt  werden,  dass 

a  1) 

—  =  coa  f       -  :=  sin  f. 
1-  '        r  ' 

Man  nennt  diesen  Winkel  rp  das  Argument  der  eomplesen  Grülr 
a  +  bi. 

Fuhrt  man  das  Äi^ument  in  die  complexe  Größe  ein,  so  er- 
hält man: 

a  +  b  i  ^  r  (cüa  ^  +  i  sin  ^). 
Die  Form 

r  (eos  f  +  i  sin  f), 

auf  welche  jede    complexe  Größe  g-ebrncht  werden  kann,   eignet   räch 
besonders  für  das  Multiplicieren  und  Dividieren  coniplexer  Größen. 
So  ist  das  Product  der  complexen  Größen 

r,  {coa  (f  1  -|-  i  sin  (p,)     und     r^  (cos  ^^  +  i  s*iii  fj) 
gegeben  durch 

r,  {cos  ^1  -|-  i  sin  f,) .  v.,  (cos  (p^  -|-  i  sin  tp^}  = 

^r,  r2[(co8!p,  cos^j  —  sin/p,  sintpj)  -|-i(8in!p,  costpo  -f  eosfp,  sin  f-.))  = 

=  ri  r,j  [cos  (<pi  +  (pj)  +  i  sin  {-p,  +  7^)]. 

ihr  Quotient  durch: 

r,  (eos  tpi  +  i  sin  -pi) ri  (cos  tpi  -L  i  sin  f  1)  (coa  f^  —  i  sin  f.j^ 

r^  (cos  rp.j  +  i  sin  ip.^)       r^  (coa  f^  -\-  i  sin  f ;i)  (cos  f.,  —  i  sin  (fj) 

__  r,  {cos  fpi  cos  f  3  -|-  sin  tp,  sin  fj)  -|-  i  (sin  (p,  cos  f.,  —  coa  (p,  sin  f  3) 

"r^  cos'^^j+sin^'f,  ~ 

==  7  [co8(Ti  —  fi)  +  i sin  (f  1  —  (f,)]. 

Daraus  folgen  die  Slitze: 

„  ,  fi    ..n  j  ■.    ■  1  multipliciert 

(Jomplexe     Großen    werden    miteinander    — r-—^^- 

'  dividiert 

.,  ,      ,  r.  ...        multiplicieri 

wenn  man  ihre  absoluten   BetrJlfre  miteiiiiindcr  — -,-; — f^. 

dividiert 

addiert. 
und  ihre  Argumente  —  ,        ^  .  —  . 

f^  Uli  Kfi-O  h  1  ort 
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§  36.  Eulers  Formel. 

Setzt  man  in  der  Exponentialreihe 


.  ^^   z     I     z^    I    z^     I    z^ 

®'~^  +  TT+2T+3!  +  4!' 

welche   für   alle   endlichen  Werte   von  z  convergiert,   z=xi,    so  er- 
halt man: 

oder  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

i2  =  — 1,    i3  =  i2.i  =  — i,    i4  =  i2.i2  =  _j_l^    i5  =  i4.i=i^ 

i6=i4.i2  =  _l 

also 

e**=:co8x-|-isinx (133 

Diese  Gleichung  wird  Eulers  Formel  genannt  und  ist  einer  Er- 
weiterung fähig. 

Setzt  man  nämlich  2kic-(-x   statt  x,   wobei  k  eine  ganze  Zahl 
bedeutet,  so  hat  man 

e(»^«+^)  =  cos(2kit  +  x)  +  isin(2kit  +  x), 
oder,  weil  zufolge  der  bezüglich  k  gemachten  Voraussetzung 

cos  (2  k  IC  -|~  ^)  =  ^^ö  ^j     ^^^  (2  k  :c  -[-  x)  =  sin  x, 
e(2kTC+x)  =  eos  X -f- i  sin  X. 

Durch  die  Substitution  — x  für  x  in  die  Euler'sche  Gleichung 

e**  =  cos  X  -|-  i  sin  x 
erhält  man: 

e~"**  =  cos  X  —  i  sinx 

und  aus  beiden  durch  Addition,  beziehungsweise  Subtraction 

e**  +  e~** 

cos  X  = '-^ , 

2 

sin  X  = ^r-. . 

2i 
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Diese  zwei  Formeln  geben  die  analytische  Definition  trigono- 
metrischer Functionen  und  gelten  auch  für  imaginäre  Bogen,  z.  B. 
für  x  =  iz. 

Dann  ist 

e-«4-e* 
cos  iz  = ^ — 5 

.    .         e~* — e"       e*  —  e~". 


und 


tangiz  =  ^;-^-^-;i, 


—  t, 


cotg  i  z 


e'+e 
e*  —  e-« '' 


d.  h.  der  Cosinus  eines  imaginären  Bogens  ist  eine  reale  Zahl: 
der  Sinus,  die  Tangente  und  Cotangente  imaginärer  Bögen 
sind  imaginär. 

Die  realen  Factoren  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  heißen 
hyperbolische  Functionen,  ihre  Werte  sind  in  Tabellen  zusammen- 
gestellt worden  und  finden  manche  zweckmäßige  Anwendung. 

So  ist 

der  hyperbolische  Cosinus  von  x, 

der  hyperbolische  Sinus  von  x  u.  s.  w. 

§  37.  Satz  von  Moivre. 

Mehrwertigheit  der   Wurzelgrößen, 

Geht  man  von  der  Euler'schen  Formel 

cos  X  -[-  i  sin  x  =  e** 

aus.  und  erhebt  beiderseits  vom  Gleichheitszeichen  auf  die  n**  Potenz. 

so  erhält  man: 

(cos  X  -j-  i  sin  x)°  =  e^°% 

ersetzt  man  aber  in  Eulers  Formel  x  durch  nx,  so  findet  man 

cos  n  X  -j-  i  sin  n  X  =  e*°*, 
demnach  ist 

(ccs  X  -(-  i  sin  x)"*  =  cos  n  x  -[-  i  sin  n  x (13* 


/ 


über  complexe  Größen.  •  229 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  endlichen  Wert  von  n  und  wird 
die  Formel  von  Moivre  genannt. 

Schreibt  man  cp  für  x  und  multipliciert  beiderseits  des  Gleich- 
heitszeichens mit  r°,  so  erhält  man: 

r°  (cos  9  -|-  i  sin  'f )°  =  r°  (cos  n  9  -|-  i  sin  n  cp). 

Nun  kann  aber,  wie  bereits  angeführt,  jede  complexe  Größe  auf 
die  Form  r  (cos  cp  -|-  i  sin  cp)  gebracht  werden,  es  enthält  also  die  letzte 
Gleichung  den  Satz: 

Eine  complexe  Größe  wird  potenziert,  indem  ihr  ab- 
soluter Betrag  potenziert  und  ihr  Argument  mit  dem  Potenz- 
exponenten multipliciert  wird. 

Die  Gleichung  von  Moivre  ist  auch  einer  Erweiterung  fähig. 

Da 

cos  X  =  cos  (2  k  IC  -[-  x),     sin  X  =  sin  (2  k  1:  -}-  x), 

wenn  k  eine  ganze  Zahl,  ist 

cos  X  -}-  i  sin  X  =  cos  (2  k  ir  -|-  x)  -|-  i  sin  (2  k  ir  -|-  x) 
und 

(cosx-f-isinx)°  =  cosn(2kic  -f-  x)  -|-  isinn(2ki:  -|-  x). 

Ist  nun  insbesondere  n  =  — ,  wobei  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
so  hat  man: 

l_         m  

(cos  X  -|-  i  sin  x)™  =:  |^cos  x  -|-  i  sin  x, 
also 

Tr j— r-7 —  2k:c  +  x    ,    .      .    2  ick  4- X 

icosx  +  1  sm X  =  cos h  1 .  sm — . 

m  m 

Da  für  k  jede  beliebige  ganze  Zahl  gesetzt  werden  kann,  möchte 
es  scheinen,  dass  hieraus  unendlich  viele  Wurzelwerte  resultieren,  was 
indessen  nicht  zutrifft. 

Es  ist  nämlich  leicht  einzusehen,  dass  nur  für  m  unmittelbar 
aufeinander  folgende  ganze  Zahlen  verschiedene  Werte  der  Wurzel 
erhalten  werden  und  sich  nach  Überschreiten  der  m**°  Zahl  einfach 
wiederholen. 

Setzt  man  nämlich  für  k  nach  und  nach 
P5     P  +  I5     P  +  2,     p  +  3,  .  .  .  p  +  m  —  1,     p  +  m, 
so  erhält  man  für 
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2kic-f  x_  X        2kTC 

~ —  ~  + 


m  mm 


folgende  Werte: 

X     ,    2pic 
mm' 


X     1^  2pÄ  _.   2ä 
m  m  m 

mm  m' 

m    '      m  m 


m    '      m      '  m       ' 

^  +  2P5   I   2?"-^, 
m    '      m  m 


^  ?P5  _L  2  ^?-tll^  =  .^_    _L  ?P_^  _L  2  ?-  +  2  -- 


X 

mm"  m  mm'         mm 


Die  Substitutionen  k  =  p  und  k  =  p-f-JÄ)  k  =  p-f-l  und 
k=p-|-m-|-l,  k  =  p-|-2  und  k  =  p  -[-  m  -f-  2  u.  s.  w.  ergeben 
Bögen,  welche  sich  um  eine  ganze  Anzahl  von  Umdrehungen  {2tj 
unterscheiden,  daher  dieselben  Cosinus  und  Sinus  haben. 

Es  hat  also  die  m'*  Wurzel  aus  einem  complexen  reducierten 
Binom  m  Werte. 

Die  m- Wertigkeit  der  Wurzel  pflegt  man  dort,  wo  dies  noth- 
wendig  erscheint,  durch  ein  doppeltes  Wurzelzeichen  anzudeuten  und 
zu  schreiben: 

in/ i— ^^ —  2kit-|-x    ,    .   .    2k«-|-x 

L^  l' cos  X  +  1  sm  X  =  cos ' \-  i  sm ' — . 

'  '  '  m  '  m 

Setzt  man  speciell  x  =  0,  so  erhält  man: 

.f,nr  2k^    ,     .    .    2k^ 

yyl=z  cos h- 1  sin 

'  '  m      '  m 

und    durch  Substitution   von  m    aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen 
für  k  die  m  m**°  Wurzeln  der  Einheit. 
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3 


Die  drei  Werte  von  ^1   z.  B.  sind  (k  =  1,  2,  3,    m  =  3): 

j  _-i  +  K=^.    j  _-i-K-3.      _ 

Die  m  Werte  der  m*"  Wurzel  einer  Größe  a  werden  er- 
halten, wenn  man  den  numerischen  Betrag  dieser  Wurzel  mit 
den  m  Wurzelwerten  der  Einheit  multipliciert. 


m  m       xn 


][^ß=  ]'^Jl  1  a. 

§  38.  Vielwertigkeit  der  natürlichen  Logarithmen. 

Logarithmiert  man  die 'erweiterte  Euler'sche  Gleichung 

e(akTC-f  x)i  =  cos  X  -|-  i  sin  x, 
so  erhält  man: 

1  (cos X  -|-  i  sin  x)  =  (2  kic  -f"  ^)  ^• 

Daraus  ist  zu  ersehen,  dass  der  Logarithmus  des  complexen 
Ausdruckes 

cosx  -|-  isinx 

unendlich  viele  Werte  hat,  da  für  k  jede  beliebige  ganze  Zahl  gesetzt 
werden  kann. 

Setzt  man  x  =  0,  so  erhält  man: 

ll  =  2kiti. 

Der  Logarithmus  der  positiven  Einheit  ist  unendlich  vieldeutig, 
man  erhält  alle  seine  Werte,  wenn  man  für  k  nach  und  nach  alle 
positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  substituiert. 

Der  einzige  reale  Wert  ergibt  sich  für  k  =  0  mit 

11  =  0, 

alle  anderen  Logarithmen  der  positiven  Einheit  sind  imaginär. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  für  den  Logarithmus  des  reducierten 
complexen  Binoms  x  =  :c,  so  erhält  man: 

l(-l)  =  (2k  +  l)zi, 

d.  h.  unter  den   unendlich  vielen  Logarithmen    der  negativen  Einheit 
ist  keiner  real. 

Man  pflegt  den  vielwertigen  Logarithmus  durch  Einschließen  der 
Größe  in  doppelte  Klammern  zu  bezeichnen  l((a)),  zum  Unterschiede 

*)co8 -  =  —  cos  ^  ;r  =  -^  ,     sin  -  =  sin  -3-  =  2  r 


1 
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von    dem    einzigen    realen,    der    einfach    durch    la    oder    l(a)   aus- 
gedrückt wird. 

Da  jede  Zahl  durch  das  Product  aus  ihrem  absoluten  Betrag 
und  der  positiven  oder  negativen  Einheit  darstellbar  ist,  kann  auch 
der  vielwertige  Logarithmus  derselben  angegeben  werden. 

Es  ist: 

l((a))  =  l((a  .  1))  =  la  +  1((1))  =  la  +  2  k:ci, 

l((-a))  =  l((a.-l))  =  la  +  l((-l))  =  la  +  (2k  +  l)iri. 

Bringt  man  das  complexe  Binom 

a  +  bi 

auf  die  Form 

r  (cos  cp  -|-  i  süi  (p), 
wobei 


r  =  -}-  I  a^  -(-  b'-^     9  =  arc  tang  -, 
so  ergibt  sich 

l((a  +  bi))  =  l(r)  +  1  ((cos  ^  +  i  sin  ?)), 

=  ll(a2  +  b2)+(2k7:+?)i, 


=  2  l(a2  +  b^)  +(2  k«  -f  arc  tang-)i. 


4:.  Abscliiiitt. 

Algebraische  Gleichungen. 

§  39.  Allgemeine  Eigenschaften  der  algebraischen  Gleichungen 
mit  einer  Unbekannten. 

1.  Definition  der  algebraischen  Formen  und  Gleichunge7i, 

Wenn  eine  algebraische  ganze  rationale,  nach  fallenden  Potenzen 
von  X  geordnete  Function  /(x)  oder  X"  gleich  Null  gesetzt  wird,  er- 
gibt sich  die  allgemeine  Form 

/(x)^TAoX«  +  A,X"-'4-A2X°-«+...+Än_lX-f-Aa  =  0 

einer  geordneten  algebraischen  Gleichung  des  n^*°  Grades ymit  einer  Un- 
bekannten. 
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Wird  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  des  x  durch  Division 
mit  A.T  auf  die  Einheit  reduciert,  so  erhält  man  die  einfachere  Form 
der  Gleichung: 

X°  =  x°  +  a,x°-i  +  a^x^-2_^  . . .  +  a„_ix  +  an  =  0, 

welche  den  folgenden   Betrachtungen    zugrunde    gelegt   werden    wird. 

Die  Coefficienten  ai,  aj,  83,  .  .  .  an  bedeuten  bestimmte  Buch- 
staben- oder  Zahlengrößen,  welche  in  der  Folge  stets  als  reale  Größen 
vorausgesetzt  werden. 

Je  nachdem  die  Coefficienten  Buchstaben-  oder  Zahlengrößen  be- 
deuten, nennt  man  die  Gleichung  literal  oder  numerisch. 

Die  Coefficienten  a,,  a2,  ...  an  können  positiv  und  negativ, 
gaDz  oder  gebrochen,  rational  oder  irrational  und  auch  zum  Theil 
gleich  Null  sein.  Das  von  der  Unbekannten  freie  Glied  an  heißt  das 
Absolutglied  der  Gleichung. 

Die  Normalgleichung  möge  abgekürzt  mit  X°  =  0  bezeichnet 
werden.  Die  Function  X°  ist  das  Polynom  der  Gleichung 
(Gleichungspolynom),  und  zwar  eine  rationale  Function  von  x  des 
L^"  Grades. 

2,  Begriff  der   Wurzel  einer  algebraischen   Gleichung. 

Jede  Größe  von  allgemeiner  Beschaffenheit  oder  jeder  Zahlen- 
wert  w,  sei  er  real  oder  complex  von  der  Form  a-|-ßi(i=|/ — 1). 
welcher  für  x  substituiert  das  Gleichungspolynom  X°  zu  Null  macht, 
d.  h.  der  Gleichung  X"  =  0  Gentige  leistet,  heißt  eine  Wurzel  der 
Gleichung. 

Eine  Gleichung  auflösen  bedeutet  ihre  Wurzeln  aufsuchen,  also 
alle  Werte  von  x  bestimmen,  welche  der  gegebenen  Gleichung  genügen. 

Die  allgemeine  Auflösung  numerischer  oder  literaler  Gleichungen 
ist  nur  bis  inclusive  der  Gleichung  4.  Grades  immer,  dagegen  die 
Auflösung  der  vollständigen  literalen  Gleichungen  höheren  als  4.  Grades 
im  allgemeinen  nicht  mehr  möglich,  wohl  aber  ist  man  imstande  die 
Wurzeln  numerischer  Gleichungen  aller  Grade  durch  Versuche  oder 
Annäherung  zu  berechnen. 

Die  Näherungsmethoden  zur  Auflösung  höherer  Gleichungen 
setzen  die  Kenntnis  einer  Reihe  von  allgemeinen  Eigenschaften  der- 
selben voraus,  welche  zunächst  in  folgendem  besprochen  werden  sollen. 

5.  Theilbarkeit  des  Gleichungspolynoms  durch  Binomialfactoren. 

Sind  Wj,  W2,  W3,  .  .  .  Wn  Wurzeln  der  algebraischen 
Gleichung  X"  =  0,  so  ist  das  Polynom  X°  durch  jede  der  Diffe- 
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renzen  X  —  w,,  x  —  Wj,  x  —  Wg, . .  .,  welche  man  Wurzelfactoren 
nennt,  ohne  Rest  theilbar. 

Würde  nSimlich  die  Division  durch  x  —  wi  nicht  aufgehen,  so  müssti 
man  einen  Quotienten  X"""^  erhalten,  welcher  eine  Function  de>  x 
vom  Grade  n  —  1  sein  muss  und  einen  Rest  R,  welcher  kein  x  mehr 
enthält.  Man  hätte  dann: 

X»  =  (x  — Wi)X°-^  +  R 

Laut  Voraussetzung  ist  Wi  eine  Wurzel  der  Gleichung,  mithin 
muss  ftlr  X  =  Wi,  X°  =  0  werden,  also  auch 

(wi  — wOX°^'''  +  R  =  0, 
woraus  nothwendig 

R  =  0 

folgt. 

Es  kann  also  bei  der  Division  kein  Rest  bleiben. 
Ist  daher  Wj  eine  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0,  so  kann  letztere 
auch  in  der  Form 

X»LZ(X  — Wi)X"-i  =  0. 

dargestellt  werden.  Ist  femer  Wj  eine  zweite  Wurzel  der  Gleicbun«: 
X°  =  0,  so  ist  X  —  W2  ein  Factor  von  X°~^  und  Wg  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X°~^  =  0,  so  dass  man  erhält: 

X" -    (X  —  wj)  (x  —  wj)  X»-2  =  0. 

Denn  es  kann  der  Ausdruck  X°  oder  (x  —  Wj)X°""^  durch  die 
Substitution  x  =  W2  (weil  die  Wurzeln  im  allgemeinen  verschieden 
sind)  nur  dann  Null  werden,  wenn  X"""^  =  0  wird,  d.  h.  es  muss  w. 
eine  Wurzel  der  Gleichung  X"~"*  =  0,  also  x  —  w.^  ein  Factor  von 
X**"~^  sein. 

Durch  Division  von  X°""^  mit  x  —  Wj  erhält  man  eine  Function 
vom  (n  —  2)*«°  Grade: 

X°-2  =  x°-«  +  C3  x«»-»  -f  C4  X»-*  -f-  ...  4-  Co, 

welche  gleich  Null  gesetzt  eine  Wurzel  W3  haben  kann  u.  s.  w. 
Die  Division  eines  Polynoms 

/(x)  — a^x»  +aiX'»-i  +  a2X»-2-f  •  •  •  +an_ix  +  an 

durch  einen  Binomialfactor  x  —  w  kann  sehr  rasch  ausgeftihrt  werden 
durch  folgendes  Verfahren. 

Das  Resultat  der  Division  ist  ein  Polynom  ^n  nächst  niederem 
Grade,  also  von  der  Form 
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und  ein  kein  x  enthaltender  Best  R;   es   besteht  somit  die  Gleichung 

/(x)  =  (x-w)fp(x)  +  R, 
welche  nach  ausgeführter  Multiplication 

/(x)  =  b,  x^  +  bjx'^-i  +  h,  ix»-2  +  ...  +  b„'x4-R 
—  wbj         — wb2|  — wbn  — 1|  —  wbn 

gibt. 

Da  nun  das  Polynom  rechts  für  alle  Werte  des  x  gleich  f(x)  sein 
rauss,  müssen  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  des  x  in  beiden 
Polynomen  gleich  sein,  also  die  Gleichungen  bestehen: 

ao  =  bi 

ai=b.2  — wbi 

•  •  •  ■  •  • 

an  =  R  —  w  bn, 

aus  welchen   die  Coefficienten   des  Resultates   der  Division   berechnet 
werden  können. 

bi  =  ao, 

b2  =  wbi  +ai, 
ba  =  wbj  +  ^2, 


R  =  W  bn  4"  ^n. 

Ist  speciell  w  eine  Wurzel  der  Gleichung  /  (x)  =  0,  so  muss  R 
verschwinden. 

Aus  dieser  Entwicklung  folgt  ein  sehr  rasch  zum  Ziele  führender 
Vorgang  bei  numerischen  Aufgaben,  welcher  an  zwei  Beispielen  demon- 
striert werden  soll. 

Das  Polynom 

2x*  —  13x^  +  10x2  4-  32  X  —  36 

ist  durch  das  Binom  x  —  2  zu  dividieren. 
Schema  der  Rechnung: 

-f  2       —13       +10       +32       —36  Coefficienten  des  Polynoms 

I  (2.3)  (2.-9)  (.2.-8)  (8*16)    Coefficienten  der  nicht  ▼orhandenen 

Q      I     i-k  a  ^  Q  *  f»  ['    Qf)        Potcnsen  sind  mit  0  aozaretccn. 

'r~2      ^^"Ö      ^^^"8      +16      —4 
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Das  Kesnltat  der  Division  ist 

2x3  — 9x2  — 8x  +  16 

und  —  4  ist  der  Rest. 
Das  Polynom 

x5  —  2x^  —  15x3  —  2x2  +  50 

ist  durch  x  —  5  zu  dividieren. 
Schema  der  Rechnung: 

1      —2      —15       -2  0      +50 

+  0      +5      +15  0      —10      —50 


13  0—2      —10  0 

Das  Resultat  der  Division  ist 

x^  +  3x3  — 2x— 10. 

Da  sich  hier  der  Rest  Null  ergibt,  ist  5  eine  Wurzel  der 
Gleichung 

x5  —  2x^  —  15x3  —  2x2  +  50  =  0. 

4,  Die  compleocen   Wurzeln  und  die  trinomiachen  Factoren, 

Ist  x  =  a+ßi  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  X"=0, 
so  ist  auch  a  —  ßi  eine  Wurzel  der  Gleichung. 

Denn  setzt  man  für  x  den  Wert  a  +  ß  i  ein,  so  erhält  man  nach 
Vereinigung  der  realen  und  imaginären  Glieder  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

X__:P  +  Qßi=P, 

wobei  P  und  Q  nur  gerade  Potenzen  von  ß  enthalten. 

Diese  Gleichung  hat  aber  wegen  der  Heterogenität  der  Glieder 
(§  35)  die  beiden  Gleichungen 

P  =  0,     Q  =  0 
zur  Folge. 

Setzt  man  für  x  den  zweiten  Wert  a  —  ß  i,  so  ändert  sich  offen- 
bar nur  das  Vorzeichen  von  Qß  und  es  ist  auch 

X-P-Qßi  =  0, 

weil  P  =  0    und   Q  =  0   ist.    Es  genügt  also  auch  der  Wert  a  —  ^i 
der  Gleichung  X  =  0,  ist  somit  auch  eine  Wurzel  derselben. 

Man  nennt  zwei  solche  complexe  Größen  ein  Paar  conjugiert 
complexer  Wurzeln  der  Gleichung. 
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Complexe  Wurzeln  treten  nur  paarweise  auf. 

Da  nun  das  Gleichungspolynom  durch  jeden  Wurzel- 
factor  ohne  Rest  theilbar  ist,  muss  es  sowohl  durch  x  —  (a-|-ßi) 
als  auch  durch  x  —  (a  —  ßi),  mithin  auch  durch  das  Product 
[x  —  OL — ßi][x  —  a-(-ßi]  theilbar  sein.  Dieses  Product  ist  real 
und  repräsentiert  den  trinomischen  Factor: 

(x  — a— ßi)(x  — a-f  ßi)  =  (x  — a)2  +  ß'-i  =  x2  — 2ax4-(a2  4-ß2). 

Anmerkung:  Sind  die  Coefficienten  einer  Gleichung  durchwegs  rational  und 
(X  -1-  1/^ß    eine  Wurzel    derselben,    so   ist,    wenn  a  eine   rationale  Größe   und    ß    kein 

vollständiges  Quadrat,  auch  a  —  Vß    eine  Wurzel  der  Gleichung. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  ganz  analog  zu  führen,  wie  für  complex  con- 
jugierte  Wurzeln. 

o.  Stetigkeit  des  Gleichungspolynoms. 

In  der  Gleichung  X°=0  ist  das  Polynom  X"^  für  alle 
realen  und  endlichen  Werte  von  x  eine  stetige  Function. 

Denn  ändert  sich  x  um  h,  so  geht  X°  =/(x)  in  /(x  -\-  h)  über 
und  es  ist 

/(x  +  h)  =  (x  +  h)-+ai(x  +  h)— i  +  a,(x  +  h)— 2  +  ... 

. ..  +an_i(x4-h)  +  an5 

oder  wenn  man  den  Ausdruck  nach  den  Potenzen  von  h  ordnet  und 
/(x)  auf  die  linke  Seite  der  Gleichung  schafft: 

/(xH-h)-/(x)  =  h[(°)x»-i  +  (''Y^)ax-''+...+a„_J, 

+ 

Für  h  =  0  wird  also,  weil  die  Klammerausdrücke  für  alle 
endlichen  realen  Werte  des  x  real  und  endlich  bleiben,  auch 
/;  X  -\-  h)  — /(x)  =  0,  und  lim  [/(x  -f-  h)  — /(x)  =  0]  ist  das  Kennzeichen 

b  =  0 

für  eine  stetige  Function.  (Siehe  Einleitung.) 

Wegen  der  Stetigkeit  des  Polynoms  X°  kann  sich  der  Wert  des- 
selben nicht  sprungweise  ändern,  kann  also  nicht  von  einem  positiven 
endlichen  Werte  zu  einem  negativen  übergehen,  ohne  hiebei  die  Scheide 
Null  dieser  Zahlengebiete  zu  passieren,  sondern 
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das  Gleichungspolynom  wird  für  einen  bestimmten  Wert  des  x,  z.  B. 
x  =  w,  Null  und  dieser  ist  offenbar  eine  Wurzel  der  Gleichung. 

6,  Von  den  Grenzen  der   Wurzeln, 

Es  lässt  sich  für  jede  Gleichung  X°=0  ein  solcher 
Wert  von  X  angeben,  dass  für  diesen  und  alle  größeren  Werte 
das  erste  Glied  des  Gleichungspolynoms  dem  absoluten  Be- 
trage nach  größer  wird  als  die  Summe  aller  übrigen  Glieder. 

Ist  nämlich  am  dem  absoluten  Betrage  nach  der  größte  im 
Gleichungspolynom  vorkommende  Coefficient,  so  wird  für  x>aBi— 1 
das  erste  Glied  x**  größer  als  die  Summe  aller  übrigen  Glieder.  Denn 
es  ist  unzweifelhaft 

a„,(x°-i-f  x»-2-fx"-8+...  -hl)>aiX'»-i  +  a.^x°-2+,.. 

•  •  •  jT^  ^m  ^  ~|     •  •  •    ~|     an 

oder,  was  dasselbe  ist: 

x°  —  1 
aoi  ^~  ^  a^  x        "Y" ^2  ^        ~i    • "  •  ~|~ an« 

Weil  nun  x  —  1  >  am  angenommen  wurde,  ist  umsomehr 

x°  — I>atx°-i4-a2x'^-2_|_        .^an 
und  auch 

X    ^^  oLa  X  I "  Oio  X  p"  •  .  «     I    an« 

Aus  dieser  Thatsache  folgt  der  Satz: 

Ist  am  der  dem  absoluten  Betrage  nach  größte  Coefficient 

einer  algebraischen  Gleichung  X°  =  0,  so  wird  für  x>am-f  1 
das  Gleichungspolynom  positiv  und  fürx<  —  (am-|-l)  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 
Diese  zwei  Weihte  des  x 

X  =  am  +  1?       X  =  —  (am  -j-  1) 

geben  daher  die  Grenzen  für  die  Wurzeln  an.  Keine  der  Wurzeln  kann 
nämlich  einen  größeren  Wert  haben  als  am  -}-  1  und  keine  eineu 
kleineren  als  —  (am  +  1),  weil  für  alle  außerhalb  derselben  gel^nen 
W^erte  des  x  das  Gleichungspolynom  zeichenbeständig  wird,  und  för 
jede  Wurzel  muss  dasselbe  einen  Zeichenwechsel  erfahren. 

7.  Existenz  der   Wurzeln  und  Kennzeichen  dafür. 

Setzt  man  in  das  Gleichungspolynom  X°  oder  /(x)  für 
X  nacheinander  zwei  reale  Werte  p  und  q  ein  und  erhält 
dadurch  Resultate /(p)  und/(q)  vom  entgegengesetzten  V(»r- 
zeichen,  so  muss  das  Gleichungspolynom  /(x)  wenigstens  flir  eimn 
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zwischen  p  und  q  liegenden  realen  Wert  des  x  verschwinden,  also 
die  Gleichung  X"  =  0  zwischen  p  und  q  mindestens  eine  reale 
Wurzel  haben. 

Dieser  Satz  ist  die  unmittelbare  Folge  der  Stetigkeit  des  GHeichungs- 
polynoms. 

Haben  die  Substitutionsresultate  /(p)  und  /(q)  verschie- 
dene Vorzeichen,  so  können  zwischen  p  und  q  auch  mehrere 
Wurzeln  der  Gleichung,  und  zwar  in  ungerader  Anzahl  liegen. 
Sind  hingegen  die  Substitutionsresultate /(p)  und  /(q)  gleich 
bezeichnet,  so  kann  sich  zwischen  den  Werten  p  und  q  nur 
eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  befinden. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ist  direct  einzusehen,  wenn 
man  bedenkt,  dass  jede  Wurzel  einen  Zeichenwechsel  hervorruft. 

Lässt  sich  kein  realer  Wert  von  x  angeben,  für  welchen  das 
Gleichungspolynom  X°  verschwindet,  so  ist  der  Wert  des  Gleichungs- 
polynoms für  jeden  beliebigen  positiven  oder  negativen  Wert  des  x 
positiv.  Umgekehrt,  wenn  der  Wert  des  Gleichungspolynoms  für  alle 
möglichen  realen  Werte  des  x  positiv  bleibt,  so  besitzt  die  Gleichung 
keiue  reale  Wurzel. 

Denn  für  x>am+l,  wo  am  den  absoluten  Wert  des  größten 
Coefficienten  des  Gleichungspolynoms  bedeutet,  wird  das  Polynom 
positiv.  Würde  es  einen  anderen  Wert  des  x  geben,  für  welchen  das 
Polynom  negativ  würde,  so  müsste  zwischen  diesem  und  am  -j"  1  noth- 
wendig  eine  reale  Wurzel  der  Gleichung  liegen,  was  der  Annahme 
widerspricht  Die  Umkehrung  ist  auch  richtig,  weil  zur  Existenz  einer 
Wurzel  erforderlich  ist,  dass  das  Gleichungspolynom  das  Vorzeichen 
wechseln  könne. 

Anmerkung:  Zufolge  des  zuletzt  angeführten  Satzes  kann  eine  Gleichung 
mit  durchwegs  poBitiven. Coefficienten,  welche  nur  gerade  Potenzen  der  Unbekannten 
enthält,  keine  reale  Wurzel  haben. 

Jede  Gleichung  von  ungeradem  Grade  hat  mindestens 
eine  reale  Wurzel,  deren  Vorzeichen  jenem  des  Absolut- 
gliedes an  entgegengesetzt  ist. 

Setzt  man  nämlich  zunächst  in  das  Gleichungspolynom  /(x) 
X  =  0,  so  erhält  man  /(O)  =  an-  Setzt  man  hierauf  x  =  +  (am  +  Ij 
(an,  ist  der  größte  Coefficient),  so  nimmt  das  Gleichungspolynom  einen 
Wert  an,  dessen  Vorzeichen  jenem  vom  ersten  Gliede  x°  und,  weil  n 
tingerade  vorausgesetzt  ist,  jenem  vom  substituierten  Wert  für  x  gleich 
ist.  Möge  also  an  positiv  oder  negativ  sein,  jedenfalls  wird  durch  eine 
der  Substitutionen  x  =  an,  -f-  1  oder  x  =  —  (am  -|-  1)  das  Vorzeichen 
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des  Gleichungspolynoms  geändert.  Ist  das  letzte  Glied  an  speciell  positiv, 
so  ändert  das  Gleichungspolynom  das  Vorzeichen  für  einen  realen  Wert 
von  X,  welcher  zwischen  x  =  0  und  x  ==  —  (am  -{-  1)  liegt,  ist  hin- 
gegen an  negativ  für  einen  zwischen  x  =  0  und  x  =  am  -j-  1  gelegener. 
Wert  des  x.  Die  Gleichung  hat  somit  mindestens  eine  reale  AVurzel. 
welche  im  ersten  Falle  negativ,  im  zweiten  positiv  ist. 

Jede  Gleichung  von  geradem  Grade  hat  wenigstens  zwf  i 
reale  Wurzeln  von  entgegengesetzten  Vorzeichen,  wenn  das 
Absolutglied  negativ  ist. 

Setzt  man  wieder  zunächst  x  =  0.  so  geht  das  Gleichungspol jnoro 
in  an  über;  setzt  man  hierauf  x  =  +  (am  +  1),  so  wird  in  beiden  Fällen 
das  erste  Glied  x°  des  Gleichungspolynoms,  also  das  ganze  Gleichuiig>- 
polynom  positiv,  mithin  liegt  zwischen  0  und  am  +  1  eine  positive 
und  zwischen  0  und  —  (am  -|-  1)  ei^e  negative  reale  Wurzel  der 
Gleichung. 

Da  auch  nachgewiesen  werden  kann,  dass  jede  Gleichung  vom 
geraden  Grade,  deren  Absolutglied  positiv  ist,  wenigstens  eine  reale  oder 
complexe  Wurzel  hat  (von  dem  Beweise  soll  hier  abgesehen  werden-, 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

Jede  algebraische  Gleichung  von  der  angenommenen 
Form  hat  wenigstens  eine  Wurzel. 

8,  Anzahl  der   Wurzeln  einer  algebraischen   Gleichung, 

Jede  Gleichung   n**"  Grades   hat   mindestens  n  Wurzeln. 
Ist  w^  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung 

X°  =  x°  +  aiX°-i  +  a^x"-2-|-...-f  an  =  0, 

welche  sie  nach   dem  zuvor  Entwickelten  haben   muss,   so  ist  x  — Wj 
ein  Factor  derselben,  also 

X°  =  (x~Wi)X°-i  = 

=  (x  — w,)(x"-i  +  biX»-«  +  b3X— »+...+b„)  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  aber  außer  durch  x  —  w,  ^  0,  auch  durch 
X°-iH.x"-i  +  b2x"-«  +  b3X»-«H-...-f  b„  =  0 

befriedigt.  Ist  nun  Wj  eine  Wurzel   der  Gleichung  X''~*^0,  welche 
diese  tyibedingt  haben  muss,  so  ist 

X»-i  =  (x  —  Wj)  X»-«  = 

=  (X  — W2)(x°-«-l-a,X»-8-(-C4X°-*+  .  .  .  -f  Cb)  =  0 
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und 

X°  =  (x  — Wi)(x  — W2)X»-2  =  0. 

Fährt  man  in  der  Weise  fort,  so  erniedrigt  man  den  Grad  des 
Polynoms  bis  auf  X°"~("~^^  =  x-}-mn5  ^^  ^^s®  ^^^  erhält 

X  =  (X  —  Wi)  (X W2)  (X  —  W3)  .  . .  (X Wn-l)  (X  +  nin)  =  0 

X  -p  mn  =  0  liefert  die  Wurzel  Wn  =  —  mn. 

Da  nun  das  Polynom  für  jede  der  Substitutionen  Wi,  Wj,  W3, . . .  Wn 
verschwindet,  so  folgt  daraus,  dass  jeder-  dieser  Werte  w  eine  Wurzel 
der  Gleichung  ist,  dass  also  die  Gleichung  mindestens  n  Wurzeln 
besitzt. 

Jede  Gleichung  vom  n**°  Grade  hat  nur  n  Wurzeln. 

Sind  Wi,  W2,  W3, . . .  Wn  die  n  Wurzeln  einer  Gleichung  n*^°  Grades, 
so  müsste,  falls  es  noch  eine  (n  -\-  1)**  Wurzel  r  gäbe,  diese  für  x  in 
das  Gleichungspolynom  substituiert,  dasselbe  zu  KuU  machen.  Es 
müsste  also 

X^=(r—  Wi)(r  — W2)(r  — W3) ...  (r  — Wn)  =  0 

sein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  einer  der  Klammerausdrücke  ver^ 
schwindet,  also  r  einer  der  n  Wurzeln  w  gleich  ist. 

Dividiert  man  eine  Gleichung  des  n^*°  Grades  durch  einen  Wurzel- 
factor  X  —  w  derselben,  so  erhält  man  eine  Gleichung  vom  (n  —  1)^^ 
Grade,  welche  die  übrigen  n  —  1  Wurzeln  liefert. 

Kennt  man  also  eine  Wurzel  einer  Gleichung,  so  kann  man  ihren 
Grad  um  eine  Einheit  erniedrigen. 

9.  Bildung  des  Oleichungapolynoms  aus  den  Wurzelfactoren  und 
Beziehung  der  CoifficierUen  zu  den   Wurzeln, 

Sind  sämmtliche  Wurzeln  einer  Gleichung  bekannt,  so  lässt  sich 
aus  diesen  wieder  das  Gleichungspolynom  dadurch  herstellen,  dass  man 
sämmtliche  Wurzelfactoren  x  —  Wp  x  —  W2,  x  —  W3,  x  —  W4  . . .  mit- 
einander multipliciert. 

(x  —  Wi)  (x  —  W2)  =  X^  —  Wi  !  X 

W2  I   -f-  Wj  Wj 


(X  —  W,)  (X  —  W2)  (X  —  W3)  =  X^  —  Wi  I  X*-*  +  Wi  W5 


W2  I       Wi  W3 


W2  W3 


Wj  W2  W3 


—  ^3 
BadiBftvlJevid  n.  Miknta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  16 
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(X  —  Wi)  (X  —  W2)  (X  —  W3)  (x 

=  X*  —  Wj  ix^  -|-  Wi  W2  i  x^  —  Wj  W2  W3 


w,)= 


w 


2  ' 


W. 


:j  ' 


w, 


W^  W3 

W2  W4 

W3W4 


—  Wi  W.2  W4 

—  Wi  W3  W4 
W2  W3  W4 


-|-  Wi  W2  W3  W4. 


Für  numerische  Wurzeln  ergibt  sich  hieraus  ein  einfaches  Schema 
der  Berechnung  der  Coeflicienten  der  Gleichung. 

Beispiele: 

1.  Die   Wurzeln   einer  Gleichung   4.    Grades   sind   — 2,    -r-« 

-1, +3. 

U        +2 

—  211 

+i!i 

-3   1 

Die  Gleichnng  lautet  somit 

X*  — 2x3  — 7x2  + 8x  + 12  =  0. 

2.  Die  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  5.  Grade  seien  — 1,  2.  3. 


(-2.1) 

0 

(-2.2) 

4 

(1.1) 

1 

(1.0) 

—  4 

(1 .  — ») 
4 

(-S.1) 

2 

(-8.1) 

—  7 

(-8.-4) 

+  8 

(-S.-4) 

+  12 

1    -6 

4'       ^• 


—  2 

—  3 


1 
1 
1 


+    1 

—  1 

—  4 


—    2 

+   1 


^4' 


0 


13 

4 

13 


_  8 
4 

—  8 


+   6 

+  27 
—  13 


+   18 
+  153 


+  90. 


1 

4 

+  5!   4        +7        —73 

Die  Gleichung  lautet  sonach: 

4xä  +  7x<  — 73  X»— 13x2+ 153  X +  90  =  0. 

Wie  dem  literalen  Schema  zu  entnehmen,   sind  die  Coefficienten 
der  Gleichung  Functionen  ihrer  Wurzeln,  und  zwar: 

Der   negative    Coefficient    des   zweiten    Gliedes  ist  die 
Summe  aller  Wurzeln. 

Der  Coefficient  des  dritten  Gliedes  ist  die  Summe  aller 
Producte  aus  je  zwei  Wurzeln. 

Der    negative    Coefficient   des    vierten   Gliedes  ist  die 
Summe  aller  Producte  von  je  drei  Wurzeln,  etc. 
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Das  Absolutglied  der  Gleichung  ist  stets  gleich  dem 
Producte  aller  Wurzeln,  und  zwar  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen, je  nachdem  die  Gleichung  von  geradem  oder  un- 
geradem Grade  ist. 

Anmerkung:  Das  Gesetz  der  Bildung  der  Goefficienten  aus  den  Wurxelfactoren 
gibt  n  Gleichungen  zwischen  den  Wurzeln  und  den  Goefficienten  der  Gleichung,  diese 
sind  aber  im  allgemeinen  zur  dirccten  Bestimmung  der  Wurzeln  ungeeignet,  da  sie 
bei  der  Elimination  von  n  —  1  Wurzeln  zur  Bestimmung  der  n*"^  die  ursprüngliche 
Gleichung  wiedergeben. 

Kennzeichen   der   Wurzeln. 

10.  Zeichenfolgen  und  Zeichenwechsel^  Cartes-ischer  oder  Harrio^ scher 
Lehrsatz, 

wSind  sämmtliche  Wurzeln  einer  Gleichung X"  =0  positiv, 
so  haben  die  Goefficienten  der  Gleichung  abwechselnde  Vor- 
zeichen; sind  alle  Wurzeln  negativ,  so  sind  alle  Goefficienten 
positiv. 

Der  erste  Theü  dieses  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  dem  bei  der 
Bildung  der  Goefficienten  aus  den  Wurzeln  angesetzten  Schema,  wenn 
alle  Wurzeln  als  positiv  angenommen  werden.  Der  zweite  Theil  des 
Satzes  ist  direct  einzusehen,  wenn  man  bedenkt,  dass  bei  durchwegs 
negativen  Wurzeln  alle  Wurzelfactoren  die  Form  x-j-w  haben,  also 
(las  Product  derselben  kein  negatives  Zeichen  aufweisen  kann. 

Bei  durchwegs  positiven  realen  Wurzeln  hat  das 
Gleichungspolynom  nur  Zeichenwechsel,  bei  durchwegs  nega- 
tiven realen  Wurzeln  nur  Zeichenfolgen. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt  nicht. 

Ändert  man  in  der  Gleichung 

das  Vorzeichen  des  zweiten,  vierten  etc. ...  2  n**°  Gliedes,  so  sind  die 
Wurzeln  der  so  gebildeten  neuen  Gleichung 

x"  —  ai  x°'-^-[-a.2X°'-*^  —  agx""-^-!-  .  . . 

jenen  der  ursprünglichen  entgegengesetzt  gleich. 

Berücksichtigt  man  die  Bildung  der  Goefficienten  ai,    bl^.   a^,  . .  . 

aus  den  Wurzeln,  so  wird  offenbar,  wenn  man  die  Zeichen  sämmtlicher 

Wurzeln    der   ersten   Gleichung   in   die  entgegengesetzten  verwandelt, 

die  aus  diesen  gebildete  Gleichung  dieselben  Goefficienten  haben,    nur 

16* 
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wird  das  Zeichen  jener  CoefBcienten,  welche  aus  Producten  einer  un- 
geraden Zahl  von  Wurzeln  zusammengesetzt  sind,  wieaj,  a.„...a2n_i. 
entgegengesetzt  ausfallen,  was  die  Richtigkeit  des  aufgestellten  Satze» 
darlegt. 

So  hat  beispielsweise  die  Gleichung 

x3_9x2-f  26x  — 24  =  0 

die  Wurzeln  2,  3,  4  und  die  Gleichung 

x3  4-9x24- 26x  +  24  =  0 

die  Wurzeln  —  2,  —  3,  —  4. 

Dieser  Satz  gibt  ein  Mittel,  die  Bestimmung  aller  realen  Wurzeln 
auf  die  Bestinmiung  der  positiven  zu  reducieren.  Um  nämlich  die 
realen  negativen  Wurzeln  zu  ermitteln,  ändert  man  die  Zeichen  der 
Glieder  an  den  geraden  Stellen,  sucht  die  positiven  Wurzeln  der  si> 
transformierten  Gleichung,  welche,  negativ  genommen,  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung  sind. 

Eine  Gleichung  X°=0  kann  nicht  mehr  reale  positive 
W^urzeln  haben  als  das  Gleichungspolynom  Zeichenwechsel 
und  eine  vollständige  Gleichung  nicht  mehr  reale  negativf 
Wurzeln  als  das  Gleichungspolynom  Zeichenfolgen  aufweist. 

Sind  sämmtliche  Wurzeln  real,  so  ist  die  Zahl  der  positiven 
Wurzeln  gleich  der  Zahl  der  Zeichenwechsel,  und  die  Zahl  der  nega- 
tiven gleich  der  Zahl  der  Zeichenfolgen.  Der  Beweis  dieses  unter  dem 
Namen  Cartesischer  oder  Harriot'scher  Lehrsatz  bekannten 
Satzes  bereitet  keine  Schwierigkeiten. 

Da  eine  Gleichung  n^°  Grades  im  allgemeinen  n  -f"  1  Glieder, 
also  n  Aufeinanderfolgen  von  Zeichen  hat,  stimmt  zunächst  die  Anzahl 
der  Wurzeln  mit  jener  der  Aufeinanderfolgen  von  Vorzeichen  überein. 

Multipliciert  man  irgend  ein  Polynom  X"*"^,  welches  als  Product 
der  übrigen  binomischen  und  trinomischen  Wurzelfactoren  angesehen 
werden  kann  mit  dem  Factor  x  —  w,  so  erhält  man  w  >  0  vorausgesetzt 
ein  Polynom  X°,  mit  mindestens  einem  Zeichenwechsel  mehr  wie  da? 
ursprüngliche. 

So  ergibt  sich  z.  B.  durch  Multiplication  des  drei  Zeichen  Wechsel 
aufweisenden  Polynoms 

x^  —  ax"*  —  bx^-[-cx2  —  dx  —  e, 
worin  a,  b,  c,  d,  e,  positiv  gedacht  sind,  mit  x  —  w  das  Polynom 


X** —  a 
—  w 


»—  b  x*-|--  c  ix^ —  d 

-|- aw  -|- ^^'         I     — ^^ 


x2 —  e 

+  dw 


X 


-^w 


x^ — (a-|--w)x^-f  (aw — b)x^-|-(c-[-bw)x^ — (d4-cw)x2-|-(dw — e)x4-^w- 
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welches  mindestens  vier  Zeichenwechsel  besitzt,  denn  nebst  den  durch 
■  .  .  bezeichneten  zweifellosen  Zeichenwechseln  hat  das  Polynom  zwei 
bezüglich  des  Vorzeichens  unentschiedene  Glieder  (die  unterstrichenen), 
welche,  wie  immer  ihre  Vorzeichen  ausfallen  mögen,  unbedingt  ent- 
weder einen  ihnen  vorangehenden  oder  folgenden  Zeichenwechsel  her- 
vorrufen. 

Da  nun  unbedingt  jeder  einer  realen  positiven  Wurzel  ent- 
sprechende Wurzelfactor  mindestens  einen  Zeichenwechsel  mehr  hervor- 
ruft so  kann  thatsächlich  eine  Gleichung  nicht  mehr  reale  positive 
Wurzeln  haben  als  ihr  Polynom  Zeichenwechsel  aufweist 

Ändert  man  in  der  Gleichung  X°  =  0  die  Vorzeichen  der  an  den 
geraden  Stellen  befindlichen  Glieder,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  die 
mit  ( — X)'*  =  0  bezeichnet  werden  soll,  deren  Wurzeln  jenen  der  ur- 
sprünglichen entgegengesetzt  gleich  sind.  Die  negativen  Wurzeln  der 
Gleichung  X"  =  0  sind  positive  Wurzeln  der  Gleichung  ( —  X)"  =  0. 
Nun  kann  die  Gleichung  ( —  X)°  =:  0  höchstens  so  viele  reale  positive 
Wurzeln  haben  als  in  ihrem  Polynom  Zeichenwechsel  vorkonunen, 
mithin  muss  ( — X)°  mindestens  so  viel  Zeichenwechsel  haben  als 
X"  =  0  negative  Wurzeln  besitzt.  Ist  die  Gleichung  X°  =  0  vollständig, 
d.  h.  ist  kein  Coefficient  derselben  Null,  so  hat  ihr  Polynom  ebensoviele 
Zeichenfolgen  wie  ( —  X)°  Zeichenwechsel,  wodurch  der  Satz  bezüglich 
der  negativen  Wurzeln  auch  nachgewiesen  erscheint 

Eine  unvollständige  Gleichung  X°  =  0  hat  höchstens  so 
viele  reale  negative  Wurzeln,  als  ihr^Polynom  unmittelbare, 
und  durch  eine  gerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unter- 
brochene Zeichenfolgen,  und  durch  eine  ungerade  Anzahl 
fehlender  Glieder  unterbrochene  Zeichenwechsel  aufweist 

Der  Satz  ist  richtig,  weil  jeder  unmittelbaren  und  durch  eine 
gerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unterbrochenen  Zeichenfolge  und  jedem 
durch  ungerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unterbrochenen  Zeichen- 
wechsel in  X°  ein  Zeichenwechsel  in  ( — X)"  entspricht 

Ist  beispielsweise 

X°       x'^  — xö  +  ax»  — bx^  — cx  +  d, 
so  ist 

[— X]°  =  x'>  — x»  — ax«  +  bx*— ex  — d, 

denn  bezeichnet  man  die  fehlenden  Glieder  des  Polynoms  durch  Punkte, 
so  ergibt  sich  für  X"  das  Zeichenschema 

I    •  """   I    •  •  •  "^  •  •  """   I  1 
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hingegen"  erhält  man.  weil  die  Zeichen  der  Glieder  an  den  geraden 
Stellen  des  vollständigen  Polynoms  geändert  werden,  für  [ — X]\  (k> 
Schema 

T  •  •     •     •  T  •     •     ~  • 

Hat  eine  Gleichung  des  n*®"  Grades  zufolge  des  Cartesischen 
Satzes  höchstens  p  positive  und  höchstens  q  negative  Wurzeln,  so  hat 
sie  mindestens  n  —  p  —  q  complexe  Wurzeln. 

JedeunvollständigeGleichung  X°=0,  welcher  eine  gerade 
Anzahl  p  aufeinander  folgender  Glieder  fehlt,  hat  mindesten^ 
p  complexe  Wurzeln.  Fehlt  dagegen  in  der  Gleichung  eino 
ungerade  Anzahl  p  aufeinander  folgender  Glieder,  so  hat  sie 
mindestens  p  +  1  complexe  Wurzeln,  je  nachdem  die  fehlende 
Gruppe  innerhalb  einer  Zeichenfolge  oder  innerhalb  eines 
Zeichenwechsels  liegt. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Cartesischen.  Jede 
Gleichung  hat  nämlich  immer  so  viel  Wurzeln  als  das  vollständige 
Gleichungspolynom  Aufeinanderfolgen  von  Zeichen  aufweist.  Fehlen  aber 
p  Glieder  im  Polynom,  so  fehlen  p  +  1  unmittelbare  Aufeinanderfolgen  von 
Zeichen.  Die  restierenden  n  —  (p-|-l)  unmittelbaren  Aufeinanderfolgen 
von  Zeichen  lassen  aber  höchstens  auf  n  —  (p  -|~  1)  reale  Wurzeln 
schließen. 

Die  unterbrochene  Aufeinanderfolge  zeigt,  wenn  sie  ein  Zeichen- 
wechsel  ist,  höchstens  eine  reale  positive,  und  wenn  die  Zahl  p  der 
fehlenden  Glieder  ungerade  ist,  überdies  noch  höchstens  eine  reale 
negative  Wurzel  an.  Ist  diese  unterbrochene  Aufeinanderfolge  eine 
Zeichenfolge,  so  deutet  sie  auf  höchstens  eine  negative  Wurzel,  und 
zwar  nur  dann,  wenn  p  gerade  ist.  Mithin  ist  die  Gesammtzah)  der 
realen  Wurzeln  für  ein  gerades  p  höchstens  n  —  (p-|- 1) -[- l=:n— p 
und  für  ein  ungerades  p  höchstens  n  —  (p-|-l)-f-2  =  n  —  (p  —  ^• 
beziehungsweise  n  —  (p  -f"  1)^  ^o  dass  also  die  Zahl  der  complexeii 
Wurzeln,  wie  im  Satze  ausgesprochen,  für  gerades  p  mindestens  \\ 
für  ungerades  p  mindestens  p  +  1  ist. 

11.  Mehrfache    Wurzeln, 

Eine  Gleichung  des  n**"  Grades  hat  n  Wurzeln;  es  ist  aber  nicht 
ausgeschlossen,  dass  mehrere  derselben  gleich  sind,  so  dass  es  dann 
den  Anschein  hat,  als  ob  die  Gleichung  weniger  als  n  Wurzeln  haben 
könnte. 

Um  die  Übereinstimmung  herzustellen,  ist  man  übereingekommen, 
in  Fällen,  in  welchen  ein  Wurzelfactor  x  —  w  im  Gleichungspolpo"^ 
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mehrmals  enthalten  ist.  w  unter  den  Wurzeln  mehrfach  zu  zählen 
und  also  von  einfachen,  zweifachen,  dreifachen.  .  .  .  r fachen  Wurzeln 
zu  sprechen. 

Dass  in  dem  Falle,  wo  Wr  eine  r  fache  Wurzel  der  Gleichung  ist, 
der  Wurzelfactor  x  —  Wr  im  Gleichungspolynom  r  mal  enthalten  sein 
muss,  ist  an  sich  klar,  denn  das  Gleichungspolynom  ist  das  Product 
aller  Wurzelfactoren,  deren  Anzahl  bei  einer  Gleichung  n**"*  Grades 
n  sein  muss.  Sind  nur  n  —  r  Wurzeln  von  einander  verschieden,  so 
ist  das  Product  aller  von  denselben  herrührenden  Wurzelfactoren  vom 
(n  —  r)"*"  Grade,  kann  also  durch  die  Multiplication  mit  dem  von 
der  r fachen  Wurzel  herrührenden  Factor  x  —  w,  nur  dann  auf  den 
j^tcn  Qrad  gebracht  werden,  wenn  derselbe  in  der  r*®"  Potenz  in 
Rechnung  gezogen  wird. 

Weil  die  mehrfachen  Wurzeln  bei  der  angenäherten  Ermittlung 
der  Wurzelwerte  Schwierigkeiten  bereiten,  sei  das  charakteristische 
Kennzeichen  derselben  gleich  an  dieser  Stelle  angeführt. 

Wie.  bereits  besprochen,  ist  das  Gleichungspolynom /(x)  und  alle 
Differentialquotienten  desselben  für  alle  endlichen  Werte  des  x  endlich 
und  stetig,  mithin  besteht  die  Taylor.'sche  Gleichung  (121a 

fix)  =/(w)  +  (X  -  w)/  (w)  -f  ^^  7;  ^V-'  (w)  +  ^-^f"  (w)  +  • .  ., 

worin  w  eine  beliebige  endliche  Größe  bedeutet. 

Ist  nun  w  eine  Wurzel  der  Gleichung,  so  verschwindet  /(w) 
und  es  ist 

/•(x)  =  (X  -  w)/  (w)  +  ^""'-{"^'f  (w)  +  ^--~y  ^-/"  (w)  +  . . . 
Dividiert  man  beiderseits  mit  x  —  w,  so  erhält  man: 

f^y  =/  (w) + (^--^/'  (w) + ^3 --)!/.  (^) + . . . 

Verschwindet  auch  f^  (w),  so  sind  auch  beide  Seiten  dieser  Gleichung 
durch  X  —  w  theilbar  und  man  erhält  nach  Division  mit  x  —  w 

Verschwindet  also  mit/(w)  gleichzeitig/'  (w),  so  ist  das  Gleichungs- 
polynom durch  (x  —  w)^  theilbar,  und  es  ist,  aber  auch  nur  dann,  w 
eine  zweifache  Wurzel  der  Gleichung. 

Diese  Schlussweise  kann  weiter  ausgedehnt  werden  und  führt  zu 
dem  Satze: 
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Ist  w,  eine  r  fache  Wurzel  der  Gleichung  /(x)  =  0,  so 
n>uss  für  x  =  Wr  nicht  nur  das  Gleichungspolynom  /ix. 
sondern  es  müssen  auch  die  (r — 1)  ersten  Differential- 
quotienten desselben  verschwinden. 

Gibt  es  umgekehrt  einen  Wert  von  x,  für  welchen  das 
Gleichungspolynom  und  seine  r — 1  ersten  Differential- 
quotienten verschwinden,  so  ist  dieser  eine  r fache  Wurzel 
der  Gleichung. 

Anmerkung:  Ist  Wr  eine  r  fache  Wurzel  der  Gleichung  /(x)=0,  so  ist  e» 
auch  eine  Wurzel  von  /'  (x)  =  0,    /"  (x)  =  0  .../('  - 1)  (x)  =  0. 

§  40.  Transformation  der  Gleichungen. 

i,  Verkleinerung  und  Vergrößerung  der  Wurzeln  durch  Sid>tractm 
und  Addition.  —  Lineare   Variation, 

Aus  einer  gegebenen  Gleichung 

/(x)  --^  X»  -=  x°  -f  ai  x°-i  +  a.2  x»-2  +  .  .  .  +  an  =  0 

kann  stets  eine  andere  hergeleitet  werden,  deren  Wurzeln 
um  z  kleiner  sind  wie  jene  der  ursprünglichen,  d.  h.  man 
kann  immer  eine  neue  Gleichung 

Y-  =  y°  +  A,  y—i  +  Ajy»-^  +  . . .  -f  A„ 

so  bilden,  dass  ihre  Wurzeln  y  =  x  —  z  sind,  wenn  für  x  die  Wurzel- 
werte der  Gleichung /(x)  =  0  gesetzt  werden. 

Die  Größe  z  pflegt  man  die  Variation,  die  neue  Gleichung 
in  y  die  variierte  Gleichung  oder  kurz  Variierte  zu  nennen. 

Um  aus  der  Gleichung /(x)  =  0  die  Variierte  in  y  zu  finden, 
hat  man  nur  hierin  x  =  z-(-y  zu  setzen. 

Die  Substitution  gibt 

/(z  +  y)  =  0, 

und  wenn  man  die  Function  nach  steigenden  Potenzen  von  y  ent- 
wickelt, was  wegen  der  Stetigkeit  zulässig  ist, 

/(z)+/'(z)y +^^^-^+^'3^  y'+  • .  •  +f^'{|r-'  + 

'      n!     •'^ 
als  variierte  Gleichung  in  y. 


\ 
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Beispiel: 

Es  ist  die  Variierte  der  Gleichung 

/(x)r-  x^  — 3x3  +  2x2  +  x  — 3  =  0 

anzugebeD,  welche  um  1  kleinere  Wurzeln  besitzt 
Büer  ist  z  =  1 

/    (x)  =  x^  — 3x'4-2x2-f  X  — 3,  also    /    (z)  =  — 2, 
f    (x)  =  4x3  — 9x24-4x  +  l,  /'   (z)  =  0, 

/"  (x)  =  12x2— 18x  +  4,  r  (z)  =  — 2, 

/'"  (x)  =  24  X  —  18,  /'"  (z)  =  6, 

/iv(x)  =  24  /^v(2)  =  24. 

Die  gesuchte  Variierte  ist  somit 

Bei  der  Substitution  der  linearen  Function  y  -f  m  an  die  Stelle 
der  Wurzel  x  einer  numerischen  Gleichung  kann  ein  einfacheres  Ver- 
fahren eingeschlagen  werden. 

Ist  die  gegebene  Gleichung 

X":_x"-f  aix°-i-f  ajX^-^-f  ...+an  =  0. 
so  ist  die  Variierte 

bei  der  Substitution  x  =  y-|-m   wegen   y  =  x  —  m   identisch  mit 

YV— (x  — m)°  +  Ai(x  — m)°-i  +  A2(x  — m)°-2_|__^ 

. .  .  +  An  _  1  (x  —  m)  -|-  An  =  0. 

Da  das  Polynom  Y°  durch  x  —  m  dividiert,  den  Rest  An  und 
den  Quotienten 

Yn-i  =  (x_in)n-i  +  Ai(x  — m)"-2+...+An-i 

gibt,  so  muss  auch  das  Polynom  X*^  durch  x  —  m  dividiert,  den  Rest 
An  und  den  Quotienten  Y°~^  geben. 

Dividiert  man  den  Quotienten  Y""^  abermals  durch  x  —  m,  so 
erhält  man  den  Rest  An-i  und  einen  Quotienten  Y°~^  u.  s.  w. 

Die  Transformation  der  Gleichung  kann  also  durch  wiederholte 
Division  des  Polynoms  mit  x  —  m  ausgeftihrt  werden,  die  hiebei  auf- 
tretenden Reste  sind  die  Coefficienten  der  neuen  Gleichung.  Die  Aus- 
fuhrung der  Division  wurde  bereits  in  §  39,  Pkt.  2  gezeigt. 
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Beispiele: 

Die  Gleichung 

x^  — 3xä-|-6x  — 5  =  0 

ist  in  eine  andere  umzuwandeln,  deren  Wurzeln  um  2  kleiner  sind. 

,1—3  0  6      —5 

21 1       —1  —2      +2     (—1) 
1+1  0     (+2) 

1      +3  (+6) 
1      (+5) 

Die  Variierte  ist  somit 

y*  +  5y'  +  6y2  +  2y-l=0. 

Ist  der  Coefßcient  des  ersten  Gliedes  nicht  1,    so  ist  das  Verfahren   ganz  ähn- 
lich und  dem  folgenden  Beispiele  zu  entnehmen. 
Die  Gleichung 

2x*  — 9xä  +  6x*  — 3x-f35  =  0 

soll  in   eine    andere  verwandelt  werden,    deren  Wurzeln  um  3  größer  sind.    Hier  ist 
X  =  jr  —  3 

—  3  2 
2 

'2 
12 

Die  Variierte  ist 

2y4  — 33y3-f  I95y^  — 498y  +  503  =  0. 

2.  Vergrößerung  und  Verkleinerung  der  Wurzeln  durch  MuÜipUcatm 
und  Division. 

Jede  gegebene  Gleichung 

kann  in  eine  andere  verwandelt  werden,  deren  Wurzeln  da> 
m  fache  von  denen  der  gegebenen  betragen. 

Man  erhält  die  transformierte  Gleichung,  wenn  man  in  der  gegebenen 

y 

X  =  *'-  setzt   und    dieselbe   zur  WegschaflFung   der  Quotienten  mit  m"^ 
multipliciert. 

Y°=y°  +  maiy»-i  +  m2a^y°-«+  . .  .  +  m"-Un_i  y +  m°ao  =  0. 

Diese  Transformation  wird  angewendet,  um  den  Coefficienten  des 
ersten  Gliedes  auf  die  Einheit  zu  reducieren  oder  auftretende  ge- 
brochene Coefficienten  wegzuschaflFen. 


9 

6               3+35 

—  15 

+   51      —156     (+503) 

—  21 

+  114      (     498) 

—  27 

(+ 195) 

(-33) 
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Um  den  Coefficienten  des  ersten  Gliedes  in  der  Gleichung 
ao  x«»  +  a ,  X »  - 1 -f  a.2  x°  -  2 -f  . . . -f  a „  =  0 
auf  die  Einheit  zu  reducieren,  bildet  man  die  Gleichung 

oder 

y°  +  a,y°-i  +  aoa2y--*  +  Va3y^-«+...+ao"-^an  =  0. 

Die  Wurzeln   dieser  Gleichung    sind  anfache   der  Wurzeln    der 
ursprünglichen  Gleichung. 

Beispiel: 

Die  Gleichung 

2x3  — 3x2  — 3x  +  2  =  0 

hat  die  Wurzeln  -,  2  und  — 1,  mithin  hat  die  Gleichung 

dl 

oder 

y3_3y2_6y-f-8  =  0 

die  Wurzeln  1,  4,  — 2,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann. 
Um  in  der  Gleichung  mit  gebrochenen  Coefficienten 

y 

die  Nenner  der  Brüche    wegzuschaffen,  setze    man  x  =  -  ,   wobei  m 

m 

das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Nenner  b  bedeutet.  Man 
erhält  dann  nach  Multiplication  mit  m° 

,   ma,    „     ,   ,    m^ao    „    «   ,  ,   m°an      r. 

eine  Gleichung,  deren  Coefficienten  durchwegs  ganze  Zahlen  sind, 
und  deren  Wurzeln  das  m  fache  von  denen  der  ursprünglichen  Gleichung 
betragen. 

Beispiel: 

Setzt  man  in  der  Gleichung 

""  ^30  15     ^  10       ^' 

welche  die  Wurzeln  — ,  —  ^ ,  -  hat,  x  =  -~r^  so  erhält  man  die 
Gleichung 
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,,  30.29   ,     30M1      ,  30'     ^ 

y+-3u-y — i5-y+iö=°' 

oder 

y3_j.29y2  —  660y  + 2700  =  0, 

deren  Wurzeln  10,  — 45  und  6  sind. 

Auf  diese  Art  erhält  man  häufig  nicht  diejenige  Gleichung,  welche 
die  möglichst  kleinsten  Coefficienten  hat,  denn  es  genügt  vollständig, 
m  nur  so  groß  zu  bestimmen,  dass  die  Quotienten 

m       m'^      m^         m** 


bi'     b,'     b^^'^bn 
ganze  Zahlen  sind. 

So  gentigt  beispielsweise,  um  die  Gleichung 

x3— ix2+~x-216  =  0 

4         y 

in  eine  andere  mit  ganzen  Coefficienten  zu  verwandeln,  m=12   statt 
m  =  36  und  die  transformierte  Gleichung  ist 

y3_3x24.20x— 1=0, 

deren  Wurzeln  zwölffache  jener  der  ursprünglichen  sind. 

Anmerkang:  Haben  die  Coefficienten  einer  numerischen  Gleichung^  gemein- 
schaftliche  Factoren  in  irgend  welcher  Potenz,  so  kann  man  unter  Vm^f^nden  die 
Wurzeln  der  Gleichung  durch  Division  verkleinern. 

So  lassen  sich  beispielsweise  die  Wurzeln  der  Gleichung 

y3  _j_  18  y2  _  180  y -h  4536  =i  0, 

oder 

y3_^22.32y2  — 2».32.5y  +  2='.3^7  =  0 

durch  die  Substitution  y  =  3.2.z  =  6z  verkleinern,  man  erhält  dann: 

02    Q2  92    Q2    R  OS    Q-l     7 

^  +  ~2T3"  ^  ~  ~22T1J2^  ^  +    2»  .Y»^  ^   ' 

oder 

z3  +  6z2  — 5z  +  21  =  0, 

eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  der  6.  Theil  jener  der  ursprünglichen  Gleichung  sind. 

3.  Wegschaffung  des  zweiten  oder  eines  anderen  Gliedes  der  Gleichung, 

Durch  die  lineare  Variation  kann  jedes  beliebige  Zwischenglied 
der  Gleichung  weggeschaffi,  d.  h.  der  Coefficient  desselben  zu  2sull 
gemacht  werden. 
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Zur  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  muss  die  Variation  derart 
bestimmt  werden,  dass  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  in  der 
Variierten  gleich  Null  werde. 

Ist  nun  /(x)  =  0  die  gegebene  Gleichung  des  n**°  Grades  und  z 
die  nothwendige  Variation,   so  ist  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes 

der  Variierten  (siehe  1) 

_/-i(z) 

^'~(n-l)! 

Da  nun  dieser  Coefficient  Null  werden  soll,  so  wird  die  Variation  z 
durch  die  Gleichung 


(n  - 1)! 
oder  was  dasselbe  ist, 


=  0, 


n(n  — l)(n  — 2).,.3.2.z      a,  (n— J^)  (n  --  2) .  .^.  2  .  1  _  ^ 
(n—  1)  (n  — 2)  ...3.2.1'"^  (n  —  1)  (n  — 2) . .  .3.2.  1~  ~    ' 


(n—  1)  (n  —  2) . . .  3  .  2  .  1     '     (n  —  1)  (n  —  2) 

also  durch 

n  z  -f-  aj  =  0 
bestimmt. 

Demzufolge  ist  z  = '  die  erforderliche  Variation,  durch  welche 

a 
die  Wurzeln  der  Gleichung  um      '-  geändert  werden. 

Beispiele: 

1.  Aus    der  Gleichung 

x'-|-12x2  — 2x  +  5  =  0 

ist  das  ztreite  Glied  wegzuschaffen. 

Hier  ist  aj  =  12  n  =  3,  mithin  die  erforderliche  Variation  z  = .,-  =  —  4, 

jüao  X  ^  y  —  4  die  auszuführende  Substitution. 

1  12        —   2         5 
1  8—34    (141) 

1  4       (-  50) 

1  (0) 

Die  redncierte  Gleichung  lautet  sonach 

x3  — 50x  +  141=0 

und  ihre  Wurzeln  sind  um  4  ^5fler  als  jene  der  gegebenen  Gleichung. 

2.  Um  aus  der  Gleichung 

x4_8x3-f  3x2-f  4x  — 1  =  0 
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a,  —  8 

das  zweite  Glied  wegzuschaffen,  hat  man,  weil  z  = = j-  =  2  ist,  x=  y-j-- 

n  4 

zu  setzen  und  erhält: 

—  8  3               4—1 

—  6  —  9  —14       (—29) 

—  4  -17  (—48) 

—  2  (-  21) 

(0) 
x<  — 21x2- 48x  — 29  =  0 

als  redncierte  Gleichung.  Die  Wurzeln  derselben  sind  um  2  kleiner  als  jene  der  g'e- 
gebenon  Gleichung. 

Soll  irgend  ein  Zwischenglied  der  Gleichung,  also  beispielsweise 
das  r^  weggeschafft  werden,  so  muss  die  Variation  z  so  bestimmt 
werden,  dass  der  Coefficient  des  r'^°  Gliedes  der  Variierten  gleich 
Null  wird. 

Der  Coefficient  dieses  Gliedes  der  Variierten  ist  aber 

'-'""(n— r  +  1)!' 
mithin  gibt  die  Gleicbung 

^(n~r4-l)(z)_ 

(n  — r  +  1)!"" 

durch  jede  ihrer  Wurzeln  einen  für  die  Transformation  geeigneten 
Wert  der  Variation  z. 

Diese  Gleichung  ist  vom  (r  —  1)^°  Grade,  hat  also,  wenn  r  gerade, 
mindestens  eine  reale  Wurzel.  Ist  aber  r  ungerade  und  hat  die  Gleichung 

/(»-'  +  i)(z)  =  0 

ausschließlich  complexe  Wurzeln,  so  kann  aus  der  gegebenen  Gleichung 
/(x)  =  0  das  r^  Glied  nicht  weggeschafft;  werden,  ohne  dass  unter  den 
Coefficienten  der  reducierten  Gleichung  auch  complexe  Coefficienten 
auftreten. 

Zur  FortschaflFung  des  Absolutgliedes  der  Gleichung  ist  deren  Auf- 
lösung selbst  erforderlich. 

Beispiel: 

Aus  der  Gleichung 

y(x)  =  3x<-f  4x3  +  6x2  — 36x4-12  =  0 

ist  das  vierte  Glied  fortzuschaffen.  Die  hiezu  erforderliche  Variation   ergibt  sich,  weil 
r  =  4  und  n  =  4  ist,  aus  der  Gleichung  /'  (z)  =  0,  also  aus 
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12z'  +  12z2+ 12z  — 36  =  0 

oder  ^ 

z»  +  z2  +  z  —  3  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  eine  reale  Wurzel,  nämlich  z  =  l,  mithin  ist  die  erforder- 
liche Substitution  x  =  y  -^1,  welche  die  gewünschte  Reduction  der  Gleichung 
herbeiführt. 


1 

3 
3 
3 
3 
3 

+   4 

+   7 
+  10 

+  13 

(+16) 

+   6 
+  13 

+  23 

(+36) 

-36        +12 
23       (     11) 

(0) 

Die  reduclerte 

Gleichung  lautet: 

3x*  +  16 

x3  +  36x2 

—  11  —  0. 

lind  ihre  Wurzeln 

sine 

[  um  1  kleiner  als  jene  der 

gegebenen. 

§  41.  Pirecte  Auflösnng  der  Gleichnngen  des  dritten  und 
vierten  Grades. 

Es  gibt  sehr  viele  Methoden  der  directen  Auflösung  algebraischer 
Gleichungen  der  ersten  vier  Grade,  welche  alle  darauf  abzielen,  eine 
Function  der  Coefficienten  der  Gleichung  so  zu  bestimmen,  dass  sie 
der  gegebenen  Gleichung  genügt  und  alle  Wurzeln  repräsentiert. 

DieseAuflösungsmethoden  sind  entweder  Substitutionsmethoden 
oder  Combinationsmethoden. 

Die  Substitutionsmethoden  bestehen  darin,  dass  man  eine 
geeignete  Function  der  Unbekannten  x  der  Gleichung  und  einer  oder 
mehrerer  anderen  Variablen  y,  z,  u, . . .  also  allgemein  F  (x,  y,  z,  u, . . .)  =  0 
in  die  gegebene  Function  X"  einführt  und  von  dieser  so  viele  neue 
Gleichungen  (Resolventen)  Y  =:  0,  Z  =  0,  U  =  0, .  . .  absondert,  als 
neue  Variable  eingeführt  wurden,  so,  dass  die  nach  der  Absonderung 
erübrigte  Gleichung  X,  =  0,  welche  Reducierte  heißt,  einfacher 
wird,  d.  h.  leichter  aufgelöst  werden  kann  als  die  ursprünglich  ge- 
gebene. Jede  dieser  Methoden  setzt  die  Kenntnis  der  Substitution  vor- 
aus und  erfordert  die  Anwendung  verschiedener  Kunstgriflfe. 

Die  Combinationsmethoden  gründen  sich  auf  etwas  einfacherem, 
natürlicherem  Verfahren.  Sie  bestehen  darin,  dass  gewisse  einfache 
Combinationen  der  noch  unbekannten  Wurzeln  durch  neue  Variable 
ersetzt  und  für  diese  aus  den  Coefficienten  der  ursprünglichen 
Gleichung  X°  =  0  eine  oder  mehrere  Hilfsgleichungen  (Resolventen) 
{abgeleitet  werden,  welclie  von  niedrigerem  Grade  sind  als  die  ursprting- 
liehe  Gleichung,  also  leichter  aufgelöst  werden  können. 
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! 
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Im   Folgenden   sollen   zur    allgemeinen   Orientierung  zwei  Sub- 
stitutionsmethoden  und   eine  Combinationsmethode  angedeutet  werden. 


1,  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades. 

a)  Die  Cardan'sche  Formel. 

Jede  Gleichung  vom  dritten  Grade  hat  die  Form 

und  kann  durch  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  (indem  x  =  y —   a. 

0 

gesetzt  wird)  auf  die  Form 

y^+py  +  q=o ? 

gebracht   werden.    Die   Wurzeln    der   Variierten,    um  -  a^  vermindert 

o 

sind  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 
Setzt  man  nun 

y  =  U  +  V, 

WO  u  und  V  noch  unbestimmte  Größen  bedeuten,  so  erhält  man 

y3  =  u3+3u2v-f  3uv2  +  v3  =  3uv(u-f  v)  +  u3-f  v', 

oder  wenn  man  statt  u-f-v  wieder  y  schreibt: 

y'— 3uvy  — (a'-f  v»)  =  0, (7 

eine  Gleichung,   welche   dieselbe   Form   hat   wie   (ß   und  von  welcher 

eine  Wurzel,  nämlich  y  =  u-[-v  bekannt  ist. 

Setzt  man 

3uv=  —  p;        u^-[-v'  =  —  q, ^^ 

so  werden  die  Gleichungen  (ß  und  (y  identisch,   wodurch  u  -j-  v  auch 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (ß  wird. 

Aus   der   ersten    der   Gleichungen    (8    folgt   v  =  —     -  ,  welcher 

Wert,  in  die  zweite  substituiert, 

gibt.  Aus  dieser  Gleichung  folgt 

-q±l'q»  +  4|^ 
-      2  > 

also 


u 


±K'+v; 
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Führt  man  diesen  Wert  von  u  in  die  zweite  der  Gleichungen  ( 
so  findet  man 


-,+^'+¥ 


Es  ist  somit,  mit  Rücksicht  anf  die  Gleichsng  y  =:  u 

/ 


-,  +  fq'+^?' 


.-^.'  +  f 


2 

Diese  unter  dem  Namen  Cardan'sche  Formel  bekannte  Lüsung 
liefert  infolge  der  Dreiwertigkeit  der  Cubikwurzeln  alle  drei  Wurzeln 
der  Gleichung. 

Ist  f[^  -j-  -—.'  <  0,  so  erscheinen  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung 
in  imaginärer  Form.  In  diesem  Falle  ist  die  Formel  unbrauchbar, 
tveil  jede  Gleichong  ungeraden  Grades  mindestens  eine  reale  Wurzel 
haben  muss. 

b)  Methode  der  falschen  Substitution. 

Diese  Methode  verdient  besondere  Beachtung,  weil  sie  auch  auf 
Uleiehungen  des  1,  2.  und  4.  Grades  anwendbar  ist. 

Setzt  man  in  die  gegebene  Gleichung  dritten  Grades 

a^p  x'  -|-  a,  x^  4"  ^i  X  +  "j  ^  0 
für   die  Unbekannte  s   die  Größen  y    und    z,   welche   keine  Wurzeln 
der  Gleichung  sind,  so  wird  durch  diese  Substitutionen  die  Gleichung 
nicht   befriedigt    nnd   es   nimmt   das  Gleichungspolynom    von    0   ver- 
schiedene Werte  9,  and  f.^  an: 

»0  y' -f  »1  y'^ + »'2  y + «a  =  ?L 

8(1  z'  +  a,  z^  -|-  a^  z  -)-  83  =  tp,. 

Man  nennt  y  und  z  die  falschen  Substitutionen,  die  Aus- 
drücke X  —  y  und  x  —  z,  in  welchen  x  eine  Wurzel  der  Gleichung 
bedeutet,  die  Fehler  der  Substitionen,  tp,  und  f.j  die  Fehler  der 
Gleichungen. 

Ist  man  imstande,  das  Verhältnis  u  der  Fehler  der  Substitution 
KUzagebeD,  so  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  bereits  bestimmt,  denn  aus 

*-  ^  u   erhält  man 


,  Leiir.  d.  hSbcr.  KubKui 


J 


/ 
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Um  u  ZU  bestimmen,  kann  man  in  folgender  Weise  vorgehen: 
Man  substituiert  den  Wert  von  x  in  die  gegebene  Gleichung  und 
erhält,  wenn  man  nach  Potenzen  von  u  ordnet, 

(ao  2?  +  ai  z2  -f  aj  z  -f  aj)  u»  — 

—  [(3aoz2  +  2a,z  +  a^)y  +  (ajz2  +  2a,z  +  3a,0]u^^ 
+  [(3aoy'^  +  2a,y  +  a2)z  +  (aiy2  +  2a2y-f3a3)]u- 

—  (aoy^  +  aiy'^  +  a2y  +  a3)  =  0, 

eine  Gleichung  dritten  Grades  nach  u,  welche  aber  rein  cubisch  gemacht 
werden  kann,  indem  man 

(3  ao  z2  +  2  ai  z  +  a^)  y  +  (a^  z'^  -f  2  aj  z  +  3  aj)  =  0 
(3aoy2  +  2aiy  +  a2)z  +  (aiy2  +  2a,y  +  3a3)  =  0 

setzt,  weil  die  ganz  willkürlichen  Substitutionen  y  und  z  zwei  Be- 
dingungsgleichungen unterworfen  werden  können.  Dadurch  geht  jene 
Gleichung  über  in 

T2U^  — ?i=0. 


aus  welcher 


l>2 


resultiert. 

Da  nun 


V  —  zu 

i-V 


so  werden  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  durch  den  Ausdruck 


3 

z  ^|^,  - 

•|             3 

3 

3         3 

K?;  - 

-KKil'?. 

dargestellt,  vorausgesetzt  dass  y  und  z  Werte  sind,  welche  den 
Gleichungen  (a  gentigen. 

Die  Größen  y  und  z  lassen  sich  leicht  als  Wurzeln  einer  qua- 
dratischen Gleichung  darstellen. 

Aus  den  Gleichungen  (a  folgt  nämlich  durch  Subtraction  und 
Division  des  Resultates  mit  z  —  y  die  Gleichung 

3  »0  y  z  +  ai  (y  +  z)  +  ag  =  0. 
\ 
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Aus  dieser  und  der  ersten  Gleichung  (a  erhält  man  durch  Multi- 
plication  mit  z  und  Subtraction 

»i  y  z  -f  a^  (y  +  z)  +  3  a3  =  0. 

Die  gefundenen,  nach  y  z  und  y  -|-  z  linearen  Gleichungen  ergeben 

__    ^2  3  %  I  3  a^  ag      a2 

ö  slq  aj  '       ö  slq  SL2  ~~~'  a^ 

i  ^i     ^ 

I  ^2     ^1 

1     3  a3  a2  ,  0^2        ^  ^1  ^3  • 

o  a^  a|  !        o  aQ  a2  "*"■  a| 

*1       **2 

mithin    sind    die   entsprechenden  Werte   von   y   und   z    Wurzeln   der 
quadratischen  Gleichung  (siehe  §  39,  Pkt.  9): 

(ai2  — 3a^a2)v2-|-(a,  aj  — 9aoa3)v  +  (a.2-^  — 3aia3)  =  0  .  .  .  (t 

Aus  der  Beziehung 

3 
3 


-^-I^,  =  yirJÄ, 


X  —  z  

IV2 

folgt  der  Satz:  Sind  die  falschen  Substitutionen  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  (y,  so  verhalten  sich  die  Fehler 
der  Substitutionen  wie  die  dritten  Wurzeln  der  Fehler  der 
Gleichungen. 

2,  Auflösung  der  Gleichungen  vierten  Grades. 

Methode  von  Ley  (eine  Combinationsmethode). 
Um  die  Gleichung 

x^  -f-  a,  x^  -["  ^  ^^  ~l"  ^3  X  ~t~  ^4  =  ö 

aufzulösen,  denke  man  sich  das  Biquadrat  zerlegt  in  zwei  quadratische 
Factoren. 

x2  _  (xj  4-  X2)  X  -f  Xi  X2  =  0, 

x'^  —  (X3  +  X4)  X  +  X3  x^  =  0, 

in  welchen  x,,  X2,  X3,  x^  die  4  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
bedeuten. 

Die   unbekannten  Coefticienten  der  beiden  Trinome   können  auf 

folgende  Art  bestimmt  werden. 

17* 


* 
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Multipliciert  man  die  Trinome  miteinander,  so  erhält  man: 

2 


X*-(X,+X2)X3  + 

(X-j  +  xj!  (X,  +X2)(X3  +  X,) 


X,X2!X^  — XiX2(X3-fxJ'x4-XjX2X3Xj. 


X3  X, 


Sind  also  diese  Trinome  die  beiden  Factoren  des  GleichuDgs- 
polynoms,  so  muss  ihr  Product  mit  dem  Gleichungspolynom  identisch 
sein,  es  müssen  also,  wenn  man 

(xi  +  X2)  (X3  4-  X4)  =  z 
setzt,  die  Gleichungen  bestehen: 

(Xi  +  X2)(X3  +  X,)  =  Z 

(x  I  +  X2)  +  (X3  +  X  J  =  —  ai 

Xi  X2  .  X3  X4  =  84 

Xt  X2  "T~  X3  X4  —  a2  ~~~  z. 
Die   zwei    ersten    dieser    Gleichungen    bestimmen   x,  +  x»  unJ 
X3-f-X4,  die  zwei  letzten  X1X2  und  X3X4: 

X,  +  X2  =  —  2  (ai  —  f  ai^  —  4z); 


'3     I 


X| 


--2(ai  +  Ka?-4z); 


.     .    .     2 


Xi  X2  =  2  (a.2  —  z  +  y (aj  —  z)2— 4  a4); 

X3  X4  =  2  (a,  — z~  K(a2  —  z)2  —  4a4). 

Sobald  nun  z  bekannt  ist,  können  aus  den  Gleichungen  (a  die 
Wurzeln  Xj,  X2,  X3  und  X4  gerechnet  werden,  da  die  erste  und  dritte 
derselben  x^  und  X2  die  beiden  anderen  x^  und  X4  bestimmen. 

Zur  Berechnung  von  z  hat  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass 

X,  x.  (X3  +  X J  +  (Xj  -f  xo)  X3  X4  =  —  a,^ 

sein  muss,  woraus  nach  Einführung  der  Werte  für  die  Verbindungen 
der  Wurzeln  Xj,  Xg,  X3,  X4,  aus  (a  und  Quadrierung  eine  cubiscbe 
Gleichung  in  z 


fa, 


2 


4  z)  ([a2  —  z]2  —  4  a4)  =  (aj  [aj  —  e]  —  z  a^)^. 


oder 

z^  —  2 a2  z'^  -|-  (ao^  "h  ^t  %  —  ^  ^4)  z  +  (at^ a«  —  a,  a2  %  -|-  ag')  =  0 

folgt,  aus  welcher  die  Werte  von  z  gerechnet  werden  können. 


1 


j 
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§  42.  Auflösung  nnmeriBcher  Gleichungen  von  höherem  als 
dem  zweiten  Grade. 

1.  Allgemeines  über  numerische  Gleichungen, 

Wie  bereits  angeführt,  lassen  Gleichungen  von  höherem  als  dem 
vierten  Grade  überhaupt  keine  allgemeine  Auflösmig  zu.  Die  directen 
Methoden  zur  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades 
empfehlen  sich  nicht  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen  für 
praktische  Zwecke,  weil  die  durch  ihre  Anwendung  gewonnenen,  die 
Wurzeln  darstellenden  Ausdrücke  derart  compliciert  sind,  dass  ihre 
thatsächliche  Ausrechnung  bei  Zahlenaufgaben  eine  viel  Zeit  und 
Mühe  erfordernde  Arbeit  ist,  welche  sich  nicht  lohnt,  da  nian  in  der 
Praxis  die  irrationalen  Wurzeln  doch  nur  bis  auf  eine  bestimmte 
Decimalstelle  genau  in  Rechnung  stellen  kann,  und  complexe  Wurzeln 
überhaupt  nur  ein  theoretisches  Interesse  haben.  Aus  diesem  Grunde 
war  man  bemüht,  Näherungsmethoden  zu  finden,  welche  die  rasche 
Berechnung  angenäherter,  für  die  Praxis  hinreichend  genauer  Werte 
der  realen  Wurzeln  numerischer  Gleichungen  ermöglichen. 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  sollen  die  in  Zahlenwerten 
gegebenen   Coefficienten    einer    numerischen    Gleichung    als   rationale 

ganze  Zahlen,  und  der  Goefficient  der  höchsten  Potenz  der  Unbekannten 

gleich  1  vorausgesetzt  werden. 

Diese  Voraussetzung  kann,    wenn   es  sich   nur   um   angenäherte 

Werte  der  Wurzeln  handelt,  immer  gemacht  werden,  weil  man  die  in 

der  Gleichung  eventuell  vorkommenden  irrationalen  Zahlen  mit  beliebiger 

Genauigkeit  durch  rationale  Brüche  ersetzen  kann. 

Sind   aber   die   Coefficienten    rational,    so    kann    die   Gleichung 

durch  Anwendung  der  im  §  40  angegebenen  Transformationen  immer 

auf  die  Form 

x°  -f  a,  x°-^  +  a^  x«»-2  +  .  . .  +  a„_i  x  -f  a„  =  0 

gebracht  werden,  in  welcher  alle  Coefficienten  rationale  ganze  Zahlen 
und  der  Goefficient  des  ersten  Gliedes  1  ist. 
Wäre  beispielsweise  die  Gleichung 

2    ,    .    3 


X 


*-|x5+  ;:x2  +  2K2x  — 2  =  0 


gegeben,  so   könnte  man  zunächst,  wenn  man  sich  mit  der  Genauig- 

17 
keit  auf  zwei  Decimalstellen  begnügt  Y^  =  To  ®®^2®°  ^°^  hSXiQ  dann 

die  Gleichung 
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mit   durchwegs   rationalen   Coefficienten,    welche   nach   MuItiplicatinL 
mit  6  in 

6x^  — 3x3 +  9x2  + 17x  — 12  =  0 
übergeht 

Diese  Gleichung  kann  man  nun  durch  die  im  §  40,  Pkt.  2  ange- 
führte Transformation  in 

y4  _  4x3 +  9.6x-^+ 17. e'^x  — 12.63  =  0 
oder 

y4  _  4x3  +  54x2  +  612x  —  2592  =  0 
überführen. 

Kennt  man  die  Wurzeln  y,  so  sind  auch  jene  der  gegebenen 
Gleichung  bekannt,  weil  sie  ein  Sechstel  der  Wurzeln  y  betragen. 

Sind  nun  die  Coefficienten  einer  numerischen  GleichuDL' 
ganze  Zahlen  und  jener  des  ersten  Gliedes  1,  so  können  die 
realen  Wurzeln  der  Gleichung  nur  ganze  oder  irrationale 
Zahlen,  nicht  aber  rationale  Brüche  sein. 

Denn  wäre  x  =  "  eine  Wurzel  der  Gleichung 

X«  +  ai  x°-i  +  a.2  x°-2  +  .  . .  +  an_ix  +  a»  =  0. 

wo  p  und  q  ganze  Zahlen  bedeuten,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  besitzen,  so  müsste  die  Gleichung 


a)"+«.ar+^.(5r+-+«.-.'+«.=o 


oder 
P 


m 


q   +  a^  p»-i  +  a^p— «  q  +  .  .  .  +  a„_ipq— ^  +  a„q»->  =0 

bestehen,  welche  unsinnig  wäre,    weil  sie  ausdrücken  würde,   dass  ein 
Bruch  einer  Summe  ganzer  Zahlen  gleich  ist. 

2.   Grenzen  der   Wurzeln. 

Bei  der  Berechnung  der  realen  Wurzeln  numerischer  Gleichungen 
ist  es  besonders  wichtig,  möglichst  enge  Grenzen,  innerhalb  welcher 
diese  Wurzeln  liegen,  zu  bestimmen,  um  viele  unnütze  und  zeitraubende 
Substitutionen  zu  ersparen. 

Die  kleinste  Zahl,  welche  für  x  eingesetzt  das  Gleichung** 
polynom  und  alle  seine  Differentialquotienten  positiv  macht, 
ist  die  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln. 
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Dieser  Satz  kann  wie  folgt  bewiesen  werden. 
Transformiert    man    die    Gleichung     mittelst     der    Substitution 
X  =  y  -f-  z?  wo  z  eine  noch  unbestimmte  Zahl  bedeutet,  in  eine  andere 

/(x)  =/(y  +  z)  =  /(z)  +/'  (z)  I  +/"  (z)  1^4  +  •  •  •  ■^  (^)  n?  =  ^ 

und  ertheilt  der  Variation  z  einen  solchen  Wert,  dass  alle  Coefficienten 
f\z\  f*  (z),  /"  (z)  .  .  .  positiv  werden,  so  müssen  alle  realen  Wurzeln 
y  der  transformierten  Gleichung,  d.  h.  alle  Werte  von  x  —  z,  weil  sie 
durchaus  positive  Glieder  hat,  negativ  werden.  Mithin  ist  z  größer  als 
alle  Wurzeln  x,  also  die  obere  Grenze  dieser  Wurzeln. 

Um  die  Grenze  der  negativen  Wurzeln  zu  finden,  braucht  man 
nur  durch  Änderung  der  Vorzeichen  der  Glieder  an  geraden  Stellen 
die  Gleichung  in  eine  mit  entgegengesetzt  gleichen  Wurzeln  zu  trans- 
formieren und  die  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  derselben  zu 
suchen.  Diese  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  ist  dann  die  Grenze 
der  negativen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 

Die  Annahme  Null  als  untere  Grenze  der  positiven  sowohl  als 
der  negativen  Wurzeln  ist  in  der  Regel  hinreichend. 

Beispiel : 

/(x)  ^^.  x^ -f  3x3  —  7x2  —  8x  +  12  =  0, 
so  ist 

/    (z)  =  z*-f  3z3  — 7z2— 8z  + 12, 

f  (z)  =  4z-*  +  9z2— 14z  — 8, 
f  (z)  =  12z2-f  18z  — 14, 
/'''(z)  =  24z+  18 

und  man  findet,   dass  /(z),   /'  (z),  f*  (z)  und  f"  (z)  für  z  =  2  positiv 

werden,  mithin  ist  2  die  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  der  Gleichung. 

Zur  Auffindung  der  unteren  Grenze  der  negativen  Wurzeln  hätte 

man  analog   die  obere  Grenze   der   positiven  Wurzeln   der  Gleichung 

x4_3x3— 7x2  + 8x  + 12  =  0 

zu  suchen  und  würde  5  erhalten.  Mithin  ist  die  untere  Grenze  der 
negativen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  — 5. 

Um  rasch  den  Wert  zu  erhalten,  welchen  ein  Polynom  annimmt, 
wenn  man  in  demselben  für  die  Variable  einen  bestimmten  Wert  sub- 
stituiert, kann  man  sich  des  folgenden,  für  ein  Zahlenbeispiel  ange- 
gebenen Schemas  bedienen. 


2 

1 

3 

—  7 

8 

12 

(die  cn  BUb- 

■tilaierende 

Zahl) 

1 

».i 
5 

2.5 

3 

2.3 

-2 

2.-2 
8 
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Ist  in 

/(z)  =  z*  -f  3z-'*  —  7z2  —  8z  +  12 
ftlr  z  die  Zahl  2  zu  setzen,  so  hat  man  wie  folgt  zu  rechnen: 

CoefAcienten   des   Polynom«,  di» 

CoefAcienten  der  fehlenden  Glieder 

sind  mit  0  anznaetzen 

8 

und  erhält  8  als  Substitutionsresultat. 

Wäre 

/(x)  =  2  z'^  —  9  z»  —  6  z^  4-  2  z  —  33 

und  man  hätte  hierin  z  =  3  zu  setzen,  so  würde  man  finden 

'2—9—6  0^2—   33 

3,2       —3       —15      —45      —133       —432 

/(3)  =  —  432. 

Der  soeben  ausgesprochene  und  bewiesene  Satz  kann  auch  in 
folgender  Weise  gedeutet  werden: 

>  Diejenige  Variation  z,  welche  die  Gleichung  in  eine  mit  durchaa> 
positiven  Gliedern  transformiert,  ist  die  obere  Grenze  der  positiver. 
Wurzeln  der  Gleichung.« 

Aus  dieser  Deutung  folgt  ein  zur  Auftindung  der  oberen  Grenzt 
der  positiven  Wurzeln  gut  brauchbares  Verfahren. 

Man  transformiert  die  Gleichung  derart,  dass  man  ihre  Wurzeln 
successive  um  1  vermindert,  bis  man  auf  eine  Gleichung  mit  durch- 
aus positiven  Gliedern  kommt.  Die  Anzahl  der  erforderlichen  Trans- 
formationen ist  die  gesuchte  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln. 

Wendet  man  dieses  Verfahren  auf  das  frühere  Beispiel  an.  ?^ 
erhält  man  als  transformierte  Gleichungen  der  Reihe  nach: 


1 


1 


1       3 

7 

8 

12 

1       4 

3 

11 

(1) 

1       5 

2 

(-   9) 

1       6 

(8) 

1      (7) 

1         7 

8 

9 

1 

1         8 

16 

7 

(8) 

1        9 

25 

l32) 

1       10 

(35) 

1      (11) 

y4  ^_7xJ  +  8x''  — 9x  +  l: 


v<  +  llx^  +  35x2-f-32x  +  8. 


Algebraische  Gleichungen.  265 

Die  zweite  Transformation  gibt  bereits  eine  Gleichung  mit  durch- 
aus positiven  Coeffieienten,  mithin  ist  2  die  obere  Grenze  der  positiven 
Wurzeln. 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  Gleichung  mit  entgegen- 
jresetzt  gleichen  Wurzeln  an,  nämlich  auf  die  Gleichung 

x4_  3x3  — 7x2  4-8x+  12  =  0, 

so  erhält   man  folgende  Reihe   der   transformierten    Gleichungen,   von 
welchen  nur  die  Coeflicienten  angesetzt  sind: 


+  1 

10 

11 

+  11 

(1); 

+  5 

1 

—  24 

8 

(2); 

+  9 

+  20 

7 

—  27 

(3); 

+  13 

+  53 

+  64 

4 

(4); 

4-17 

+  98 

+  213 

+  127 

(5). 

Da  erst  die  fünfte  Transformation  eine  Gleichung  mit  durchaus 
positiven  Gliedern  gibt,  so  ist  5  die  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln 
der  transformierten,  mithin  —  5  die  untere  Grenze  der  negativen  Wurzeln 
der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung: 

x^  +  3x^  — 7x2  — 8x  +  12  =  0. 

Dieser  Vorgang  zur  Berechnung  der  Grenzen  der  Wurzeln  bietet 
gewisse  Vortheile.  Denn  die  Absolutglieder  der  transformierten 
Gleichungen  sind  Substitutionsresultate  der  Substitutionen  der  Zahlen 
1.  2,  3, ...  in  das  Gleichungspolynom.  (VergL  Schema  der  Berech- 
nung des  Substitutionsresultates  mit  jenem  der  Berechnung  der  Coef- 
fieienten bei  der  linearen  Variation.)  Wird  also  das  Äbsolutglied 
der  k*®°  Transformation  =  0,  so  ist  offenbar  k  eine  Wurzel  der 
Gleichung.  Ebenso  kann  man  mit  Rücksicht  auf  den  ersten  im  Pkt.  7, 
§  39  angeführten  Satz  aus  dem  Zeichenwechsel  der  Absolutglieder 
diejenigen  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  erkennen,  zwischen 
welchen  mindestens  eine  reale  Wurzel  der  Gleichung  liegen  muss. 

So  hat  die  Gleichung  im  obigen  Beispiel  eine  negative  Wurzel, 
welche  zwischen  —  1  und  —  2,  und  eine  andere,  welche  zwischen  —  4 
und  —  5  liegt,  weil  die  Gleichung  mit  entgegengesetzt  gleichen  Wurzeln 
mindestens  eine  positive  Wurzel  zwischen  1  und  2,  eine  zweite  zwischen 
4  und  5  haben  muss,  da  ihr  Polynom  für  x  =  1  und  für  x  =  2  die 
Werte  11  und  — 8,  für  x  =  4  und  für  x  =  5  die  Werte  — 4  und 
t127  aQnimmt. 

3.  Dcta  Aufsuchen  der  rationalen   Wurzeln, 

Sind  die  Coeffieienten  einer  numerischen  Gleichung 

X"  -f  ^i  X"  -  ^  -f  a.2  X"  ~*  +  .  .  .  4-  an  =  0 
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rationale  ganze  Zahlen  und  der  Coefticient  der  höchsten  Potenz  der 
Unbekannten  =  1,  so  sind  die  rationalen  Wurzeln  derselben  auch 
ganze  Zahlen  (siehe  Pkt.  1  dieses  Paragraphen.) 

Da  nun  das  Äbsolutglied  au  der  Gleichung  das  Product  aller 
Wurzeln  derselben  ist,  müssen  sich  die  rationalen  Wurzeln  unter  den 
Factoren  von  an  befinden. 

Um  also  die  rationalen  Wurzeln  der  Gleichung  zu 
finden,  hat  man  das  Absolutglied  derselben  in  seine  ein- 
fachen und  zusammengesetzten  Factoren  zu  zerlegen  und 
diese,  sowohl  positiv  als  negativ  genommen,  in  die  Gleichunir 
zu  substituieren.  Jene,  welche  die  Gleichung  befriedigen,  sind 
Wurzeln  derselben. 

Von  der  Substitution  werden  natürlich  jene  Zahlen  ausgeschlossen, 
welche  außerhalb  der  Grenzen  der  Wurzeln  liegen,  weil  sie  keint- 
Wurzeln  sein  können. 


Beispiel: 


Bei  der  Gleichung 


x4  _  8x3  —  9x2  -f  io2x  +  90  =  0, 

sind  1,  2,  3,  5,  6,  9,  10,  18,  30,  45,  90  Factoren  des  Absolui- 
gliedes.  Als  obere  Grenzen  der  positiven  und  negativen  Wurzeln  findet 
man  -}-7  und  — 3,  mithin  sind  von  den  Factoren  nur  1,  2  und  3  mit 
beiden  Vorzeichen  und  5  und  6  mit  positiven  Vorzeichen  zu  versuchen. 
Die  Resultate  der  Substitution  erhält  man  am  einfachsten  nach 
der  im  vorigen  Punkte  angegebenen  Methode,  wobei  man,  um  Zeit  zu 
ersparen,  die  Coefficienten  der  Gleichung  nur  einmal  anschreibt  und 
sich  die  Zwischenzeilen  bei  der  Rechnung  wegdenkt. 

Man  erhält: 

—   8      —    9      +102+90 


+  1 

1—7 

16 

+  86 

-1-176 

—  1 

1—9 

0 

102 

12 

+  5^ 

1—6 

21 

+  60 

-f-210 

-2 

1     10 

11 

-f  80 

-  70 

+  3 

1     5 

24 

+  30 

180 

3 

1     11 

+  24 

30 

0 

—  0 

1   —  3 

24 

18 

0 

+  6 

1      2 

21 

24 

4-  54 
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Nur  5  und  — 3  machen  das  Gleichungspolynom  zu  Null,  mithin 
?ind  nur  -\-b  und  — 3  Wurzeln  der  Gleichung. 

Dividiert  man  nun  durch  (x  —  6)  (x  —  3),  so  erhält  man  eine 
quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zwei  noch  unbekannten 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind. 

Diese  Division  gibt: 

|l       —8      —   9       +102       +90 
5(1       _3       _24      —    18  0 

—  s'l       — 6       —    6  0 

x2  —  6  X  —  6  =  0, 
woraus  x  =  3  +  [^15  folgt. 

Die  vier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind  somit: 

X,  =  5;    X2  =  —  3;    X3  =  3  +  ^^15;     x*  =  3  —  j/Tö 

Anmerkung:  Hat  das  Absolutglied  der  Gleichung  viele  Factoren,  so  wird 
es  sich  empfehlen,  nm  überflüssige  Versuche  zu  vermeiden,  in  folgender  Weise  solche 
Factoren  im  voraus  auszuscheiden,  welche  keine  Wurzeln  sein  können. 

In  die  Gleichung /(x)=0  substituiere  man  -f- ^  ^^^  — ^<  ^^^  Substitutions- 
resaltate  /(4~  ^)  ^^^  /( —  ^)  ^^^^  ^1®  Absolutglieder  der  Gleichungen,  deren  Wurzeln 
um  1  kleiner,  beziehungsweise  1  größer  sind,  als  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 
Mithin  können  von  den  innerhalb  der  Wurzelgrenzen  gelegenen  Factoren  des  Absolut- 
irliedes  nur  jene  Wurzeln  der  Gleichung  sein,  welche,  wenn  sie  positiv  genommen  werden, 
nm  1  vermindert  in  /{-{-l)  und  um  1  vermehrt  in  /( —  1)  ohne  Rest  enthalten  sind; 
und  wenn  sie  negativ  genommen  werden  soUen,  um  1  vermehrt  in  /(-[-  ^)  ^^^  um 
1  vermindert  in  /(—  1)  ohne  Rest  enthalten  sind. 

Factoren,  welche  dieser  Bedingung  nicht  entsprechen,  sind  nicht  zu  berück- 
sichtigen, da  sie  keine  Wurzeln  sein  können. 

Im   obigen  Beispiele  würden  durch  diese  Untersuchung  die  Zahlen  —  2,   —  ö 

und  6  vom  Versuche  ausgeschieden  werden. 

176 
Denn  es  ist  /(+  1)  =  176     j/( —  1)  j  =  12  und  es  sind  die  Quotienten  ö-f-r? 

176         176         176      ^  . 
^.^,    g_7j»     Q^'i     keine  ganzen  Zahlen 

176 
Die  Versuche  mit  -|-2  und  -|- 3  müssten  aber  gemacht  werden,  weil      —    und 

12                  176  12 

ö'r  1 »  Körner  ^ r-  und       .       ganze  Zahlen  sind. 

-  "T  1  O  "—  1  O  -|—  1 

Sind  die  rationalen  Wurzeln  der  Gleichung  gefunden,  so  divi- 
diert man  das  Gleichungspolynom  durch  das  Product  aller  diesen 
Wurzeln  entsprechenden  Binomialfactoren  (wie  dies  im  Beispiel  aus- 
geführt wurde)  und  erhält  eine  Gleichung  niedereren  Grades,  welche 
Qir  mehr  irrationale  und  complexe  Wurzeln  besitzt. 
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4.  Das  Aufsuchen  der  irrationalen   Wurzeln. 

Zur  Berechnung  der  irrationalen  Wurzeln  ist  es  zunächst  noth- 
wendig,  diejenigen  Stellen  der  Zahlenreihe  aufzufinden,  an  welchen  sit> 
liegen,  d.  h.  für  jede  dieser  Wurzeln  zwei  möglichst  wenig  von  ein- 
ander verschiedene  rationale  Zahlen  so  zu  bestimmen,  dass  eine  der- 
selben kleiner,  die  andere  größer  ist  als  die  betreffende  Wurzel  der 
Gleichung. 

Das  einfachste  Mittel,  um  diese  Stellen  der  Zahlenreihe  auf- 
zusuchen, d.  h.  engere  Grenzen  der  einzelnen  Wurzeln  zu  bestimmen, 
bietet  der  im  Pkt  7.  §  39  bewiesene  Satz,  welcher  für  die  Anwendung 
auch  wie  folgt  ausgesprochen  w^erden  kann: 

Sind  p  und  q  zwei  Zahlen,  welche,  in  das  Gleichung>- 
polynom  substituiert,  entgegengesetzt  bezeichnete  Substi- 
tutionsresultate liefern,  so  liegt  zwischen  p  und  q  mindestens 
eine  reale  Wurzel  der  Gleichung. 

Setzt  man  nämlich  in  das  Gleichungspolynom  der  Reihe  nach 
die  Zahlen  0,  1,  2,  3  .  .  Zj  [z^  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln, 
und  ebenso  0, —  1,  — 2,  — 3,  — ... — z^  [ — z^  untere  Grenze  der 
negativen  Wurzeln],  so  liegt  zwischen  irgend  zwei  aufeinander  folgender, 
dieser  Zahlen  mindestens  eine  reale  W^urzel  der  Gleichung,  wenn  die 
denselben  entsprechenden  Substitutionsresultate  entgegengesetzt  be- 
zeichnet sind. 

So  sind  beispielsweise  die  äußersten  Grenzen  der  Wurzeln  der 
Gleichung 

x^  — 15x2 -f20x  — 3  =  0 

Zj     —     Um        Z2      *""■     O. 

Substituiert  man  in  die  Gleichung  für  x  nacheinander  1,  2.  3 
(das  Resultat  der  Substitution  0  ist  — 3),  so  erhält  man: 

_  [1 ^0  -  15 20  —3 

1  i  1       +1  — 14  +6  4-3 

l       -f2  —11  —    2  —7 

1       +3  —    6  -f   2  +3 

(Die  unterstrichenen  Zahlen  sind  die  entsprechenden  Substitution>- 
resultate.) 

Es  liegt  also  zwischen  0  und  1,  1  und  2,  2  und  3  mindesten.^ 
je  eine  positive  Wurzel  der  Gleichung. 

Die  Substitutionen  von  —  1,  —  2,  —  3,  —  4,  —  5  in  die  Gleichuuj 
geben: 
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0      —15      +20 


3 


1 

1 

1 

—  14 

+  34 

37 

2 

1 

2 

11 

+  42 

87 

-31 

—  3 

6 

+  38 

117 

—  4 

1 

4 

+  1 

+  16 

67 

—  5 

1 

5 

4-10 

30 

+  147, 

mithin  liegt  zwischen  —  4  und  —  5  auch  mindestens  eine  reale  Wurzel 
der  Gleichung. 

Da  nun  die  Gleichung  als  Gleichung  vierten  Grades  nar  vier 
Wurzeln  besitzt,  so  sind  alle  ihrer  Lage  nach  bestimmt,  sie  liegen, 
und  zwar  je  eine  zwischen  0  und  1,  1  und  2,  2  und  3,  — 4  und  — ö. 

Hat  man  die  Grenzen  der  einzelnen  Wurzeln  bestimmt,  so  kann 
man  durch  fortgesetzte  Substitution  von  Zwischenwerten  dieselben 
beliebig  nahe  aneinander  rücken  und  dadurch  den  Wert  der  Wurzel 
beliebig  genau  bestimmen. 

Als  Beispiel  hiezu  soll  die  zwischen  1  und  2  liegende  Warzel 
der  obigen  Gleichung  auf  zwei  Decimalstellen  genau  berechnet  werden. 

Setzt  man  in  die  Gleichung  x  =  1*5,  so  erhält  man: 


1       0 


—  15 


+  20 


—  3 


1-5  ;i       1-5 


12-75      +   0-875       —1-6875 


ein  negatives  Substitutionsresultat,  was  darauf  hinweist,  dass  die  Wurzel 
zwischen  1  und  1*5  liegt,  weil  das  Substitutionsresultat  für  x  =  1 
positiv  war. 

Um  die  Grenzen  noch  näher  aneinander  zu  rücken,  muss  man 
also  einen  zwischen  1  und  1"5  liegenden  Wert,  beispielsweise  1*3  sub- 
stituieren u.  s.  w. 


0 


-15 


20 


—  3 


1-3  1 
1-4  I  1 
1-35  , 1 
1-34    1 


1-3 
1-4 
1-35 
1-34 


13-31 
1304 
131775 
13-2044 


2-697 
1-744 
2-210375 
2-306104 


+  0-5061 


—  0-5584 

—  0-01599375 
+  0-09017936. 


Der  Wert  der  Wurzel  liegt  also  zwischen  1-34  und  1-35,  ist 
somit  auf  zwei  Decimalstellen  genau  134. 

Erkennt  man  durch  das  hier  angegebene  Verfahren  nur  die  Lage 
einer  Anzahl  von  Wurzeln,  die  geringer  ist  als  jene,  welche  der 
Gleichung  zufolge  ihres  Grades  zukommt,  so  darf  man  sich  nicht  sofo 
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ZU  der  Annahme  verleiten  lassen,  dass  alle  nicht  aufgefundenen 
Wurzeln,  wenn  ihre  Anzahl  gerade  ist,  complex  sein  müssen;  denn  es 
können  zwischen  zwei  Zahlenwerten  p  und  q,  welche  gleich  bezeich- 
nete Substitutionsresultate  liefern,  reale  Wurzeln  in  gerader  Anzahl. 
und  zwischen  zwei  Zahlenwerten,  welche  ungleich  bezeichnete  SnV 
stitutionsresultate  geben,  auch  mehrere  reale  Wurzeln  in  ungerader 
Anzahl  liegen. 

In  solchen  Fällen  mtisste  man,  wenn  nicht  fehlende  Glieder  dafür 
sprechen,  dass  die  Gleichung  mindestens  so  viele  complexe  Wurzeln 
hat,  als  nicht  aufgefunden  wurden  (Pkt.  10,  §  39).  etwa  um  Ol,  und 
falls  auch  dies  nicht  hinreichen  sollte,  um  001  verschiedene  Werte 
für  X  in  die  Gleichung  substituieren  und  auf  diese  Art  die  Wurzeln 
zu  trennen  versuchen. 

Liegen  die  Wurzeln  sehr  nahe  aneinander,  so  wird  diese  Rech- 
nung, selbst  wenn  der  Stürmische  Lehrsatz  angewendet  wird,  welcher 
etwas  einfacher  und  sicherer  zum  Ziele  führt,  sehr  mühsam  und  zeit- 
raubend. 

Da  aber  dieser  Fall  und  jener  mehrfacher  Wurzeln  in  der  Praxi? 
äußerst  selten  vorkommt,  so  wird  darauf  nicht  weiter  eingegangen, 

§  43.  Nähenuigsmethoden  ztir  Berechnung  der  irrationalen 
Wurzeln. 

DujTch  das  im  vorigen  Punkte  angegebene  Verfahren  kann  man 
jede  irrationale  Wurzel  der  Gleichung  zwischen  zwei  nahe  aneinander 
liegende  Grenzen  einschließen,  von  welchen  jede  als  angenäherter  Wert 
der  Wurzel  angesehen  werden  kann. 

Die  Näherungsmethoden  haben  den  Zweck,  die  engere  Ein- 
schließung, oder  was  dasselbe  ist,  die  genauere  Ermittlung  des  Wurzel- 
wertes  zu  vereinfachen  und  zu  beschleunigen. 

Die  gebräuchlichsten  und  einfachsten  derselben  sollen  im  fol- 
genden unter  der  Voraussetzung,  dass  die  zu  berechnende  Wurzel 
positiv  sei,  entwickelt  werden,  weil  die  Berechnung  der  negativen 
Wurzeln  stets  auf  die  Berechnung  von  positiven  Wurzeln  der  Gleichuns: 
mit  entgegengesetzt  gleichen  Wurzeln  zurückgeführt  werden  kann. 

1.  Näherungsniethode  von  Newton. 

Ist  a  ein  hinreichend  angenäherter  Wert  einer  Wurzel  der 
Gleichung 

/(x)  =  0, 
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SO  ist  X  =  a  -|-  y  der  genaue  Wert  derselben,  wenn  y  den  Unter- 
schied zwischen  diesem  und  dem  angenäherten  Wert  der  Wurzel  be- 
deutet Dieser  Unterschied  soll  in  der  Folge  kurz  Fehler  der  Sub- 
stitution genannt  werden. 

Da  nun  a  -}-  y  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist,  hat  man 

/(y  -1-  a)  =  0 

oder,  wenn  man  die  Function  nach  steigenden  Potenzen  von  y  ent- 
wickelt: 

y  (a)  +  y/  (a)  +  |-jy "  (a)  +  . . .  +  g/C)  (a)  =  0. 

Ist  nun  a  ein  hinreichend  angenäherter  Wert  der  Wurzel,  so  ist 
der  Fehler  v  der  Substitution  eine  kleine  Größe.  Man  kann  daher, 
wenn  es  sich  nur  um  angenäherte  Bestimmung  von  y  handelt  in  der 
letzten  Gleichung  die  Glieder,  welche  höhere  Potenzen  von  y  ent- 
halten, vernachlässigen  und  erhält: 


woraus 


/(a)  +  y/'  (a)  =  0, 
^  ~       /'  (a) 


St.  Demnach  ist 


_  o  _  /!*)  - 

/  (a) 


X  =  a  —   -yir-r"  =  Hl 


ein    genauerer    Wert    der    gesuchten   Wurzel    als    der    zuerst    ange- 
nommene a. 

Betrachtet  man  nun  diesen  Wert  ai  als  neuen  Näherungswert 
und  setzt  x  =  aj  -|-  z,  wobei  z  wieder  den  Fehler  der  Substitution 
repräsentiert  so  kann  man  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
einen  noch  genaueren  Wert  der  Wurzel 

/(a,) 
./•(a.) 
erhalten  u.  s.  w. 

Hat  man  die  Wurzel  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen, 
deren  Unterschied  nur  Ol  beträgt,  und  nimmt  für  die  erste  Annäherung 
a  das  arithmetische  Mittel  derselben,  so  wird  der  erste  nach  dieser 
Methode  berechnete  Annäherungswert  im  allgemeinen  schon  in  der 
2.  oder  3.  Decimalstelle,  der  zweite  in  der  4.  und  5.,  der  dritte  r 
der  9.  und  10.  Decimalstelle  stimmen.  Meistens  wird  die  Annäherr 
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noch  besser  sein,  und  zwar  insbesondere  dann,   wenn  /'(a)  bedeutend 
größer  ist,  wie/(a). 

In  einzelnen  Fällen  (sehr  selten)  kann  es  vorkommen,  dass  man 
sich  durch  die  Anwendung  dieser  Methode  vom  wirklichen  Werte  der 
Wurzel  statt  sich  zu  nähern,  immer  mehr  und  mehr  entfernt  Man 
kann  sich  aber  jederzeit  von  dem  Grade  der  erreichten  Annäherung 
überzeugen.  Soll  nämlich  der  gefundene  Wert  der  Wurzel  noch  in 
der  k^°  Decimalstelle  stimmen,  so  muss  man  entgegengesetzt  bezeichnete 
Substitutionsresultate  erhalten,  wenn  man  in  das  Gleichungspolynom 
den  gefundenen  Wurzelwert  und  den  um  die  Einheit  in  der  k**^ 
Decimalstelle  erhöhten  substituiert. 

GeometriBch  kann  diese  Methode  wie  folgt  gedeutet  werden: 
Trägt  man  die  Werte  der  Variablen  x  als  Abscissen,  die  ihnen  entsprechenden 
Functionswerte  /(x)  (Werte,   welche  das  Gleichungspolynom  annimmt)  als  Ordinates 
auf,  so  erhält  man  eine  Curve.  Die  Abscissen  der  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  der 
x-Axe  entsprechen  den  Wurzeln  der  Gleichung,  weil  für  dieselben  /(x)  ^  0  wird. 

Ist  nun  OPg  =  X  (Fig.  7)  ein«' 
Wurzel  der  Gleichung  und  OA  =  a  ein 
angenäherter  Wert  derselben,  so  entspricht 
den  Coordinaten  a  und  /(a)  =  AP  ein  m 
der  Nähe  von  Pq  gelegener  Punkt  P  der 
Curve.  Führt  man  in  diesem  Punkte  V 
eine  Tangente  (t)  an  die  Curve,  so  schlieCt 
diese  mit  der  x-Axe  einen  Winkel  d*  ein. 
dessen  trigonometrische  Tangente  zufolge 
der  Gleichg.  (2  durch 

tang  »  =/  (a) 

bestimmt    ist.     Aus    dem    rechtwinkligeD 
Dreiecke  TPA  findet  man 


Flg.  7. 


(y; 


u^ 


/ 


AP 
TÄ 


=  tang  0-, 


mithin 


TA=—    =^^^''^ 
tang^       /(a)* 

Die  Methode  von  Newton  gibt  als  genaueren  Wert  der  Wurzel 

X  =  a  —  ^J^\  =  ÖÄ  —  TÄ  =  ÖT, 

also  statt  der  Abscisse  des  Schnittpunktes  Pq   der  Curve  mit  der  x-Axe    die   Abs.M.<5<^ 
des  Schnittpunktes  T  der  Tangente  im  Punkte  P  mit  dieser  Axe. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  bei  gewissem  Lauf  der  Curve  und  zu  großem  oder 
zu  kleinem  a  der  Punkt  T  weiter  von  Pq  entfernt  sein  kann  als  A. 


\ 
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Beispiel: 

Es  ist  der  Wert  der  zwischen  1'3  und  1*4  liegenden  Warzel  der  Qleichnng 

/(x)  _  X»  —  15x2  +  20x  —  3  =  0 

genauer  zu  berechnen  (Beispiel  im  §  42,  Pkt.  4). 
Im  gegebenen  Falle  ist  a  =  1*35 

/  (x)  =  X*  —  15x2  -I-  20x  -  3, 
/'(x)  =  4x3  — 30x  +  20, 

mithin 

1       0  —15  +20 —3 

1-35  |l       1-35      —131775  2-210375      —001599375 

|4 0^ —  30  +20 

1-35 1 4'      5-40      -22-71      — 10-6585 

/(a)  =  —   001599375, 
/'  (a)  =  —  10-6585, 

Man  findet  alao  als  nächste  AnnSherang  an  die  Wurzel 

X  =  1-35  —  0-0015  =  1-3485, 

einen  Wert,  welcher  noch  in  der  3.  Decimalstelle  richtig  ist.  Setzt  man  nämlich  in 
das  Gleichnngspolynom  einmal  x  =  1*348,  das  anderemal  1*349,  so  erhält  man  yer- 
schieden  bezeichnete  SubBtitutionsresaltate. 

Setzt  man  nun  aj  =  l'348ö,  so  erhält  man 

/(El)  =  —  000001516,     /'  (a,)  =  —  10-64626856, 

^^,  =  0-000001425. 

/'  (a) 


also 


X  =  1-3485  —  0-000001425  =  1-348498675. 

Dieser  Wert  der  Wurzel  ist  noch  in  der  8.  Decimalstelle  richtig. 
2,  Regtda  falsi. 

Sind   a^  nnd   a2  die   nahe   aneinander  liegenden  Grenzen   einer 

Wurzel  X  der  Gleichung 

/(x)  =  0, 

SO  sind  die  Fehler  der  Substitutionen 

Zi  =  X  —  a^     und     Zj  =  x  —  a^. 

Setzt    man    nun    in    die    Gleichung    für    x    einmal    den    We'^ 
a^  =  X  —  z,   und  das  anderemal  a2  =  x  —  i^^  so  wird  dieselbe  dr 

Badiaavijeviö  n.  Miknta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  18 
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keine  dieser  Substitutionen  befriedigt  und  das  Qleichungspolynom 
nimmt  beidemale  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  an.  Diese  Werte 
f(si^)  =  ^^  und  /(aj)  =  ?2  sollen  Fehler  der  Gleichung  genannt 
werden. 

Zwischen  den  Fehlern  der  Gleichungen  und  den  Fehlem  der 
Substitutionen  bestehen  die  Beziehungen 

<P,  =/(a.)  =/(x-z,)  =/(x)-z,/'  (X)  +  -2V/"«+ . .  •  ±  ^y '"'i^- 

<P2  =fM  =/(x  -  Zj)  =/(x)  -  Zj  /  (X)  +  5'  /"  (X)  + . . .  ±  ^"/«»  (X,. 

Wenn  man  die  Glieder,  welche  höhere  Potenzen  von  z  enthalten, 
mit  Rücksicht  darauf  vernachlässigt,  dass  a^  und  &,  angenäherte  Werte 
der  Wurzel,  also  die  Fehler  Zy  und  Zj  der  Substitutionen  kleine  Größen 
sind,  und  bedenkt  dass  /(x)  =  0  ist,  gehen  diese  Gleichungen  in 

/(a,)  =  — zi/'(x), 

/(a.,)=-z,/'(x) 

über,  so  dass  nun  durch  Division 

/(at)_zi  ^ 

also  die  Regel  folgt: 

Die  Fehler  der  Gleichungen  verhalten  sich  zueinander 
wie  die  Fehler  der  Substitutionen. 

Diese  Regel  ist  natürlich  nur  näherungsweise  richtig  und  umso 
richtiger  je  kleiner  die  Fehler  der  Substitutionen  sind. 

Aus  der  Gleichung 

/(aj_zi_x— _ai 
/(a-i)       Z2       X  —  a2 

findet  man  als  genaueren  Wert  der  Wurzel 

oder 

Aus  dem  so  erhaltenen  in  Verbindung  mit  einem  der  ursprüng- 
lichen Näherungswerte  kann  man  durch  Wiederholung  des  Verfahrens 
einen  noch  genaueren  Wert  der  Wurzel  finden  u.  s.  w. 

« 

i 
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Geometrisch  hat  diese  Methode  folgenden  Sinn: 

Die  Gurre,  welche  erhalten  wird,    wenn  man  die  Werte  des  z  als  Abscissen 
die  zugehörigen  Functionswerte  /(x)    als  Ordinaten  aufträgt,  schneidet  die  x-Axe  in 
{linkten,    deren   Abscissen    Wurzeln    der 
Gleichung  sind.  ^'8f-  ^^ 

Den  Abscissen  a,  und  a^  (Fig.  8), 
welche  angenäherte  Werte  der  Wurzel 
x=OPo  repräsentieren,  entsprechen  die 
Ordinaten  /  (a, )  =  A,  Pj ;  /(aj)  =  A3  Pj, 
also  die  Punkte  der  Curve  P^  und  Pj. 
Verbindet  man  diese  Punkte  durch  eine 
Gerade,  so  hat  diese  die  Gleichung  (I.  Band, 
ffl  Theil): 

ja,   /(a,)    1=0. 

^     y 


1 
1 
1 


Die    Abscisse    des    Schnittpunktes 
dieser  Geraden    mit  der  x-Axe  wird  erhalten,    wenn    man   in  ihrer  Gleichung  y  =  0 
setzt,  ist  also  gegeben  durch 


X      0      1 

ai  /(ai)    1 
la-i  /(aj)    1 


=  0, 


woraus 


+ 


«2    /(»l) 


=  0 


oder 


_  ^fi^i) — »1  y  («2) 


/(a.)  -y  (aj) 

resultiert.  ^ 

Die  Regula  falsi  gibt  somit  statt  der  gesuchten  Abscisse  des  Punktes  P^  (Wurzel 
der  Gleichung)  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  der  Sehne  S  mit  der  x-Axe. 


Beispiel: 

Es  ist  der  Wert  der  zwischen  —  1  und  —  2  liegenden  Wurzel   der  Gleichung 

x^  +  3x3  — 7x2  — 8x  + 12  =  0 

zu  berechnen.  (Beispiel  zu  Pkt.  2,  §  42). 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  rechnet  man  die  zwischen  1  und  2  liegende  positive 
Wurzel  der  Gleichung 

x4  _  3x3  —  7x*^  +  8x  +  12  =  0. 

18* 
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Man  hat  zunächst 

a,  =  1,    a2  =  2,   /(a,)  =  ll,   f{a^)  =  -8, 

mithin  als  erste  Annäherung 

-  =  '^.  +  J(^^^  =  1  +  0-5789  =  1-6789  ^  1-6. 

Setzt  man  nun  : 

El  =  1-6.    a2  =  2, 

also 

/(a,)=  11456,   /(a,)  =  -8, 

SO  findet  man  als  bessere  Annäherung 

X  =  1-66. 

Um  einen  noch  genaueren  Wert  zu  erhalten,  hätte  man  zu  setzen: 

a^  =  1*65,     «4  =  2, 

also 

y(a,)  =  0078    /(a,)  =  -8, 

und  würde  erhalten 

X  =  1-65337 

U.    B.    W. 

Diese  Methode  ist  wegen  ihrer  Einfachheit  für  die  Praxis  von 
großem  Werte  und  kann  auch  zur  Auflösung  transcendenter 
Gleichungen  benutzt  werden,  weil  auch  jede  transcendente  FunctioD 
nach  der  Taylor'schen  Reihe  entwickelt,  also  jede  Gleichung  in  der 
für  diese  Methode  charakteristischen  Form  dargestellt  werden  kann. 

Beispiel: 

Es  ist  die  Wurzel  der  Gleichung 

X»  —  7  =  0 

aufzusuchen. 

Min  findet  mit  Hilfe  der  Logarithmentafeln,  dass  der  Wert  von  x  zwischen  2 
und  2*5  liegen  muss. 

Setzt  man  also: 

a,  =  2        /(a,)  =  —  3, 
aj  =  2-5     f{a,i)  =  2-8821, 

go  erhftit  man: 

X  =  2-25. 


J 
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Femer  für: 
a,  = 

a,  = 

82  = 

a,  = 
ai  = 

a,  = 


2-2 
2-5 

2-295 
2-6 

2-312 
2-5 


/(a, 
/(a2 

/(ai 
/(aj 

/(a, 
/(aj 


ai  = 


2-3156     /(a, 
2-5  /(a^ 


a,  =  2-3163      /(a, 
a2  =  2-5  /(aj 


=  —  1-3334, 

=  2-8821, 


X  =  2-295; 


=  —  0-2703, 
=  2-8821, 


x  =  2-312; 


—  0-0572, 
2-8821, 


x  =  2-3166; 


—  0-0111, 
0-8821, 


X  =  2-3163; 


=  —  0002, 
=  2-8821, 


X  =  2-3 1 643 


U.    ■.    W. 


Der  letzte  Wert  von  x  ist  schon  ziemlich  genau,  weil  sich  durch  seine  Sub- 
ctitation  —  O'OOOSa   ergibt. 

5.  Homers  Methode, 


Ist 


w, 


W.2       ,        W3 


X  —  Wo  +  -^Q+  100  +  1000  +  •  • 


eine  Wnrzel  der  Gleichung 

aoX™  +  aix"»-^  -f  a2X"-*4"  •••"!"  *^n-i  x  +  ^n  =  0 
wid  man  transformiert  die  Gleichung   durch  lineare  Variation  derart, 
dass  man  die  Wurzeln  derselben  um  w^  -f"  -  i  vermindert,   so  hat  die 
variierte  Gleichung 

l>ay°^  +  b,  y°»-i  +  b., y--2  +  •  •  •  +  b„.-iy  +  b».  =  0 
unbedingt  eine  Wurzel 


^2       ,        W3 


y         inn    I" 


100   '    1000 


+  ... 
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Auf  dieser  Thatsache  basiert  die  von  Homer  herrührende  Methode 
zur  näherungsweisen  Berechnung  der  irrationalen  Wurzebi  von  alge- 
braischen, numerischen  Gleichungen. 

Ist  Wo  +  Ti^  ein  auf  die   erste  Decimalstelle   genauer  Wert  der 

Wurzel,  also  die  untere  der  zwei  um  0*1    verschiedenen  Grenzen  der 
Wurzel,  so  transformiert  man  die  Gleichung  in  eine  andere, 

boy"  +  bi  y"*-^  +  . . .  +  ba-iy  +  bn  =  0, 

w^ 
deren  Wurzeln  um  Wa  +  ^  ^  kleiner  sind.  Die  transformierte  Gleichung 

"    '    10 


hat    nun    unbedingt    eine    Wurzel    y  =  t?wS  +  TTviÄ  +  TÄr^-T 


(aber  auch  nur  eine  solche,   wenn,  was  stets   vorausgesetzt  wird,  alle 
realen  Wurzeln  voneinander  getrennt  wurden). 

Da  nun   diese  Wurzel   kleiner   ist   als   y^c?   so  wird   man  eineD 

Wo 

angenäherten  Wert  derselben  -r^  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung 

alle  höheren  Potenzen  des  y  vernachlässigt. 
Auf  diese  Weise  erhält  man 

bm-iy  -[-bn  =  0, 
woraus 

W2    bn 

folgt. 

Man  findet  also  die  nächste  auf  w^  folgende  Decimalstelle  der 
Wurzel,  wenn  man  das  Absolutglied  der  transformierten  Gleichung 
durch  den  vorletzten  Coefficienten  dividiert  und  nur  die  erste  von  0  ver- 
schiedene Decimalstelle  dieses  Quotienten  sucht. 

Vermindert  man  nun  die  Wurzeln  der  Gleichung  in  y  um  .aV 
80  besitzt  die  Variierte 

b'o  z»  +  b\  z»"i  +  . . .  +  b'n-iz  +  b'n  =  0 

unbedingt  eine  Wurzel  z  =  tt^  +  töToö  "^  •  •  •'   welche  kleiner  ist 

als   -jKri '    Einen  angenäherten  Wert  derselben  findet  man  analog  aus 

b'n.iz  +  b'n  =  0, 
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^3 ^  n        (nur  die  erste  von  0  Tertchledene 

^  —  -1  (\f\(\  U<  Decim»UteIle  xa  reehoen) 

und   dieser   ist    die    dritte   Decimalstelle   der   Wurzel   der   gegebenen 
Gleichung  u.  s.  w. 

Anmerkung:  Diese  Methode  hat  für  die  Praxis  den  größten  Wert,  weil  sie 
mit  Sicherheit  die  Berechnung  der  Wurzeln  bis  zu  beliebig  vielen  richtigen  Decimal- 
stellen  gestattet. 

Sollte  sich,  was  zu  Beginn  der  Rechnung  möglich  ist,  wegen 
der  vernachlässigten  Glieder  eine  oder  die  andere  Decimalstelle  zu 
groß  oder  zu  klein  ergeben,  so  kann  dies  bei  der  Berechnung 
der  nächstfolgenden  gleich  constatiert  und  corrigiert  werden.  Wäre 
nämlich  eine  Decimalstelle  zu  klein,  so  würde  sich  bei  der  Berechnung 
der  folgenden  ein  größerer  Wert  als  9  ergeben.  In  diesem  Falle  hätte 
man  die  als  zu  klein  erkannte  Decimalstelle  um  1  zu  erhöhen  und 
die  Operation  zu  wiederholen.  Wäre  eine  Decimalstelle  zu  groß,  so 
mtisste  in  der  folgenden  transformierten  Gleichung  das  Absolutglied 
sein  Vorzeichen  ändern. 

Die  Art  der  Anwendung  dieser  Methode  soll  an  dem  bereits  zum 
Theil  gerechneten  Beispiel  (§  42,  Pkt.  4) 

x^  — 15x2  + 20x  — 3  =  0 

erläutert  werden. 

Die  gegebene  Gleichung  hat  drei  positive  und  eine  negative  Wurzel. 
Die  positiven  liegen  zwischen  0  und  1,  1  und  2,  2  und  3,  und  es 
soll  zunächst  die  zwischen  0  und  1  liegende  bis  zur  5.  Decimalstelle 
genau  gerechnet  werden. 

Man  findet  leicht,  dass  diese  Wurzel  zwischen  Ol  und  0*2  liegen 
mass,  denn  es  ist  das  Resultat  der  Substitution  von  0'2  positiv,  jenes 
von  O'l  negativ,  was  dem  folgenden  Schema  entnommen  werden  kann. 

10         —15  20  —3 


0-2 11      0-2      —14-96      17-008      +0-4016 
0-1  |l      0-1       —14-99       18-501       —  ri499 
Hier  ist  also 


a, 


X  =  Ol  =  ao  +  ^ 

ein  angenäherter  Wert  der  Wurzel.  Vermindert  man  die  Wurzeln  der 
Gleichung  um  O'l,  so  erhält  man: 
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0 

15 

20 

—  3 

Ol 

Ol 
0-2 
0-3 

(0-4) 

14-99 
14-97 
(      14-94) 

18-501 
(17-004) 

(      1-1499) 

die  erste  transformierte  Gleichung 

X*  -f  0-4 X»  —  14-94x2  _|_  17004 X  —  11499  =  0, 

aus  welcher 

1-1499 


a 


■1 


=  0-06 


100       17-004 
folgt.  Somit  ist 

X  =  0-16  . . . 

Vermindert  man  die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  um  0*06,  so 
findet  man  die  beiden  unterstrichenen  Zahlen  als  Coefficienten  des 
letzten  und  vorletzten  Gliedes  der  transformierten  Gleichung: 

i  1      0-4        — 14-94  17-004  —  11499 


0-06 


1      0-46      — 14-9124 
1      0-52      —14-8812. 


16109256     (—0-18334464) 
(15-216384) 


Der  Quotient  derselben  -ri.-  --.■.--. —  ist  größer  als  0-009,  was  darauf 

15-216384  ^  ' 

hinweist,   dass   die   zweite   Decimalstelle   des   Wurzelwertes    zu   klein 

gefunden   wurde.     Man  hat   demnach    diese  mit  0-07,  also   x  =  017 

zu  setzen. 

Vermindert  man  nun  die  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  um  OOT- 

so  erhält  man 


1 


0-4  —  14-94 


17-004 


—  11499 


007 


1 
1 
1 
1 


1596050       (—  003266) 
(14-91965) 


0-47  —  14-9071 

0-54  — 14-8693 

0-61  (— 14-8266) 
(0-68) 

als  zweite  transformierte  Gleichung: 

x<  +  0-68  X»  —  14-8266  x'  +  14-91965  x  —  003266  =  0. 
woraus 

83    _  _      003266 

iooö~ 

erhalten  wird. 


14-91965 


=  0002 
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Die  Warzeln  dieser  Gleichung  sind  jetzt  um  0*002  zu  vermindern: 
0-68         —  14-8266  14-91965        —  003266 


14-89  (—  0-00288) 

(14-860352) 


0-002  1      0-682       —14-82524 
0-684       —  14-82387 
0-686      (— 14-82250) 
0-688 
wodurch  sie  in  die  dritte  transformierte  Gleichung 

X»  4-  0-688 X»  —  14-82250 x^  +  14-860352x  —  000288. 

übergeht. 

Diese  liefert  die  vierte  Decimalstelle  der  Wurzel 

a4_ 0  00288 

ioooo  ~ 


14-860352 


=  —  0-0001, 


also 


X  =  0-1721. 

Vermindert  man  femer  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  um  0-0001, 
wobei  nur  die  letzten  zwei  Glieder  der  transformierten  Gleichung  zu 
rechnen  sind,  weil  man  sich  mit  der  5.  Decimalstelle  begnttgen  will,  so 
erhält  man  schließlich: 

,1      0-688        —14-82250       14860352     —0-00288 


0-0001 


1      0-6881      —14-82243        1485887 
1      0-6882      —14-82236      (1485739) 


(—  0-00139) 


a. 


0-00139 


=  0  00009. 


100000  14-85739 

Mithin  den  auf  fünf  Decimalstellen  genauen  Wert  des  x. 

X  =  0-17219. 

Zar  Übung  «oll  noch  die  zwischen  2  und  3  liegende  Wurzel  derselben  Gleichung 
auf  fünf  Decimalstellen  genau  gerechnet  werden. 

Ist  eine  Wurzel  größer  als  1,  so  ist  die  Bestimmung  der  auf  O'l  rereagten 
Grenzen  derselben  kaum  nothwendig,  weil  sich  diese  zumeist  sehr  genau  durch  die 
Homer'sche  Methode  ergeben. 

Bei  dieser  Aufgabe  werden  die  auszuführenden  Rechnungen  ohne  weitere  Et> 
klämng  vorgefahrt. 

II       0       —15  20       —3 


1  2  —11       —  2 

1  4  —   3      (—  8) 

1  6  (9) 

1  (8) 

lÖ-8-"^ 
X  =  2-8  . . . 


(-7) 
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1         8 

9 

—   8              —7 

0-8 

1         8-8 

1604 

4-882      (     3-1344) 

1         9-6 

23-72 

(23-808) 

0-9 

1         8-9 

1701 

7-309      (—  0-4219) 

1         9-8 

25-83 

(30-556) 

1        10-7 

(35-46) 

1      (11-6) 

^  =  -01; 


100 

X 


^-  — _ 


0-4219 


100 


0-0 1 


2-9; 
11-6 


35-46 


30556 
X  =  2  91 

30-556 


=  —  0-01. 


—  0-4219 


0-003 


11-61 
11-62 
11-63 

(11-64) 

1000 
11-64 


35-5761 
35-6923 
(35-8086) 

0-11278 


30-91176 

(31-26868) 


(—0-11278) 


31-26868 
X  =  2-913. 

35-8086 


=  —  0-003; 


31-26868 


—  011278 


11-643 

11-646 

11-649 

(11-652) 

&i 

10000 


35-84353 

35-87847 

(35-91342) 

001865  _ 

31-48385  ~ 

X  =  2  9135. 


31-37621 
(31-48385) 


(—  0-01865) 


—  0-0005; 


11-652    35-91342   3148385    —0-01865 


00005 1 1 

il 


11-6525 
11653 


a. 


35-91925       31-50181       (—  00029) 
35-92508      (31-51977) 
0-0029 


10000 


31-51977 
X  =  2-91359. 


=  000009; 
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5.  Abschnitt. 

Maxima  Minima. 

§  44.  Einleitung. 

Jede  Änderung  des  Wertes  der  unabhängigen  Variablen  x  ruft 
im  allgemeinen  eine  Änderung  des  Wertes  einer  Function  /(x) 
hervor. 

Der  Sinn  dieser  Änderung  ist  vom  Bau  der  Function  abhängig. 

Die  Function  kann  derart  gebaut  sein,  dass  ihr  Functions- 
wert  mit  zunehmendem  x  continuierlich  zunimmt  oder  continuierlich 
abnimmt,  sie  kann  aber  auch  so  beschaffen  sein,  dass  ihr  Functions- 
wert  mit  unausgesetzt  wachsendem  x  aus  dem  Wachsen  ins  Abnehmen 
und  umgekehrt  übergeht. 

So  nimmt  beispielsweise   der  Wert   der  Function   y  =  a  x   mit 

a 
wachsendem  x  continuierlich  zu,  jener  der  Function  y  =  ^j —  continuier- 

lieh  ab  und  der  Functions  wert  von  y  =  e~**  wächst  mit  dem  aus  nega- 
tivem gegen  Null  wachsenden  x,  erreicht  für  x  =  0  seinen  größten 
Wert  und  nimmt  dann  beim  weiteren  Wachsen  des  x  continuierlich  ab. 
Die  Stellen,  an  welchen  der  Übergang  vom  Wachsen  des  Functions- 
wertes  zum  Abnehmen,  oder  vom  Abnehmen  zum  Wachsen  erfolgt, 
smd  besonders  ausgezeichnet,  und  die  diesen  Stellen  entsprechenden 
Fanctionswerte  werden  analytische  Maxima,  beziehungsweise  Minima 
und  beide  Arten  Extreme  genannt. 

Man  versteht  sonach  unter  einem  analytischen  Maximum 
einen  solchen  Wert  der  Function,  welcher  größer  ist,  unter 
einem  analytischen  Minimum,  jeden  welcher  kleiner  ist  slIs 
die  an  ihn  unmittelbar  anschließenden  Functionswerte. 

Ist  die  in  der  Fig.  9  gezeichnete  Curve  das  geometrische  Aequi- 
valent  der  Gleichung 

y  =/W, 

SO  zeigt  dieselbe  durch  ihren  Verlauf  genau  die    Stellen,   an  wel 
die   Function   /(x)    Extreme     besitzt.     Sie     hat    für    x  =  0  A 
x  =  OCi  analytische  Minima,  für  x  =  OB^   und  x  =  ODi  am 


i 
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Maxima,  deren  Größe  darch  die  Strecken  Aj  A,  C^  C,  Bj  B  und  D,  D 
gegeben    erscheint,    da   die    Ordinaten    die   Functionswerte    repräsen- 


tieren. 


Flg.  9. 


Unter  Voraussetzung  eines  wachsenden  x  zeigt  der  Differential- 
quotient /'  (x)  durch  das  positive  Vorzeichen  das  Wachsen,  durch  das 
negative  Vorzeichen  das  Abnehmen  des  Functions  wertes  an;*)  daher 
muss  an  Stellen,  für  welche  die  Function  ein  Extrem  besitzt,  der 
Differentialquotient  einen  Zeichenwechsel  erleiden. 

Da  nun  eine  Function,  welche  keine  besonderen  Unstetigkeits- 
stellen  aufweist,  von  positiven  Werten  zu  negativen  nur  durch  das 
Null-  oder  Unendlich  werden  tibergehen  kann,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Function  /(x)  kann  im  allgemeinen  nur  für  solche 
Werte  des  x  zu  einem  analytischen  Maximum  oder  Minimum 
werden,  ftir  welche  ihr  erster  Differentialquotient /'(x)  Kall 
oder  Unendlich  wird. 

§  45.  Mazima  und  Minima  der  Functionen  einer  unab- 
hängigen Variablen. 

i.  Aus  dem  Begriffe  eines  analytischen  Maximums  folgt,  dass  die 
Function  /(x)  an  der  Stelle  x  =  a  dann  ein  Maximum  besitzt,  wenn 

/(a)>/(a  +  h). 


d.  h. 


/(a  +  h)  -/(a)  <  0, 


*)    Da    beim    zunehmenden    x    der    Zuwachs    d  x    wesentlich    positiT   ist     so 

dy 
ist  das  Zeichen   der  Differentialquotienten  vom  Zuwachs    des  Funetionswertes  dr 

abhängig,  welcher  für  wachsende  Functionswerte  wesentlich  positiv,    filr    abnehmende 
wesentlich  negativ  ist. 
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wobei  h   eine   dem  absoluten  Betrage   nach   beliebig   kleine  von   Nnll 
verschiedene,  sowohl  positive  als  negative  Grüße  bedeutet. 

Denn  ist  h  hinreichend  klein,  so  sind  /(a  -{-  h)  und  /(a  —  h) 
die  an  y(a)  unmittelbar  anschließenden  Functionswerte. 

Die  Function  /(x)  besitzt  an  derselben  Stelle  ein  analytisches 
Minimum  9  wenn 

/(a  +  h)-/(a)>0. 

Sind  in  der  Umgebung  von  x  =  a  die  ersten  zwei  Differential- 
quotienten von  /(x)  endlich  und  stetig,  so  kann  f{sL'\-h)  nach  dem 
Tavlor'sehen  Satze  bis  zum  dritten  Gliede  entwickelt  werden.  Man 
erhält 

/(a  +  h)  =/(a)  +  h/'  (a)  +  ~  f"  (a  +  e  h), 

oder 

/(a  +  h)  -/(a)  =  hf  (a)  +  | */" (a  +  eh). 

Die  Änderung  des  Vorzeichens  von  h  darf,  wenn  die  Function 
/(x)  für  X  =  a  einen  ausgezeichneten  Wert  besitzt  keine  Änderung 
des  Vorzeichens  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Differenz 
hervorrufen. 

Wäre  /'  (a)  von  Null  verschieden,  so  würde  für  entsprechend 
kleine  Werte  des  h  diese  Differenz  unbedingt  mit  dem  Zeichenwechsel 
von  h  einen  Zeichenwechsel  erleiden.  Denn  für  hinreichend  kleine  h 
wird  das  erste  Glied  rechts  vom  Gleichheitszeichen  größer  als  das 
zweite,  und  entscheidet  dann  durch  sein  Vorzeichen,  welches  es  mit  h 
wechselt,  das  Vorzeichen  der  Differenz. 

Demnach  hat  /(x)  nur  dann  für  x  =  a  ein  analytisches  Maximum 
oder  Minimum,  wenn  f  (a)  gleich  Null  ist,  was  bereits  in  der  Einleitung 
gefunden  wnrde. 

Ist  nun 

/•(a)  =  0, 
dann  ist 

/(a  +  h)  -/(a)  =  ^/"  (a  +  8  h). 

Wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  /' (x)  in  der  Umgebung 
Ton  X  =  a  kann  /"(x)  in  dem  unbeschränkt  kleinem  Intervall  a  —  sh 
^d  a  -f-  6  b  keinen  Zeichen  Wechsel  erleiden,  wenn  /"  (a)  von  Null  ver- 
schieden ist,  d.  h.  es  hat  /"  (a  -|-  eh)  sowohl,  als  auch  f  (a  —  eh)  de' 
selbe  Vorzeichen  wie/"(a). 
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Die  Änderung  des  Vorzeichens  von  h  ruft  also,  wenn  /'  (a)  =  0 
ist,  keine  Änderung  des  Vorzeichens  der  charakteristischen  Differenz 
hervor,  sobald  /"  (a)  von  Null  verschieden  ist,  in  diesem  Falle  ist  also 
thatsächlich  für  x  =  a  ein  analytisches  Maximum  oder  Minimam  vor- 
handen. 

Da  nun  unter  dieser  Voraussetzung  die  Differenz 

/(a  +  h)  -/(a) 

dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  /"  (a),  so  tritt  für  x  =  a  ein  ana- 
lytisches Maximum  ein,  wenn  /"  (a)  <  0,  und  ein  Minimumr,  wenn 
/"(a)>0  ist.  Mithin  kann  der  Satz  ausgesprochen  werden: 

Die  Function  /(x)  wird  für  jeden  aus  der  Gleichung 
f  (x)  =  0  resultierenden  Wert  von  x  =  a  zu  einem  analytischen 
Maximum  oder  Minimum,  für  welchen  der  zweite  Differential- 
quotient  negativ  oder  positiv  wird. 

Wenn  aber  für  einen  aus  der  Gleichung  /'  (x)  =  0  resultierenden 
Wert  von  x  =  a  der  zweite  Differentialquotient  gleich  Null  wird,  dann 
muss  zur  Entscheidung,  ob  für  diesen  Wert  von  x  die  Function  ein 
Maximum  oder  Minimum  besitzt,  auf  höhere  Differentialquotienten 
übergegangen  werden. 

Verschwinden  beispielsweise  für  x  =  a  alle  Differentialquotienten 
bis  zum  n*«",  dann  gibt  die  bis  zum  (n  -}-  1)*'°  Gliede  ausgeführte 
Entwicklung  von  /(a  -f  h),  [weil  (/  (a)  =  0,  /'  (a)  =  0 . .  ./^°-i>  (a)  =  0] 

/(a  +  h)-/(a)  =  ^>(a)  +  R. 

Nun  kann  h  wieder  so  klein  gewählt  werden,  dass  das  erste 
Glied  rechts  vom  Gleichheitszeichen  größer  wird  wie  R,  also  durch 
sein  Vorzeichen  entscheidend  für  das  Vorzeichen  der  Differenz  ist. 

Für  ein  ungerades  n  wechselt  aber  das  erste  Glied,  also  mit 
diesem  die  Differenz  gleichzeitig  mit  h  das  Vorzeichen,  was  nicht  ein- 
treten darf,  wenn  /(a)  ein  Extrem  sein  soll.  Für  ein  gerades  n  hat  die 
Differenz  dasselbe  von  h  unabhängige  Vorzeichen  wie  f^^  (a),  man  hat 
also,  wenn/(**>(a)  <  0  für  x  =  a  ein  Maximum,  und  wenn  /^"H^)  >  ^ 
ein  Minimum. 

Demzufolge  lautet  der  erweiterte  Satz: 

Die  Function  /(x)  wird  für  jeden  aus  der  Gleichung 
/''(x)  =  0  resultierenden  Wert  x  =  a  zu  einem  analytischen 
Maximum  oder  Minimum,  für  welchen  der  erste  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von   gerader  Ordnung    ist 


Maxima  Minima.  287' 

Sie    wird   zum    Maximum,    wenn    dieser   Differentialquotient 
negativ,  und  zum  Minimum,  wenn  er  positiv  ist. 

Sollte  also  für  einen  aus  der  Gleichung  /'  (x)  =  0  resultierenden 
Wert  x  =  a  der  zweite  Differentialquotient  [/"(x)]»«»  Null  werden, 
so  müsste,  wenn  für  x  =  a  die  Function  ein  Extrem  besitzt,  unbedingt 
auch  der  dritte  Differentialquotient  /'"(x)  für  x  =  a  verschwinden, 
worauf  dann  der  vierte,  durch  sein  Vorzeichen  die  Art  des  Extrems 
anzeigen  würde  u.  s.  w. 

Beispiele: 

1.  Für  welchen  Wert  von  x  wird  die  Function 

/(x)  = 


zu  einem  analytischen  Maximum  oder  Minimum?  Man  berechnet 

x^+l  — 2x2        1  — x2 


/'  (X)  = 


(x-^  +  lp     ~(l+x2)» 


f..fa,_(x'+l)M-2x)-(l-x2)2(x2  +  l)2x_        3-x2 

Die  Gleichung  /'  (x)  =  0  lautet  nun: 

1  — x« 

(l+x»)2        • 
oder 

1— x2  =  0. 

Die  Auflösungen  derselben  sind 

Xi=+1,  X2  =  —  1. 

Für  diese  zwei  Werte  des  x  kann  also  ein  analytisches  Maximum 

und  Minimum  eintreten.    Die  Entscheidung   hierüber  gibt   der  zweite 

Differentialquotient.  - 

Setzt  man  nämlich  in 

3 x^ 

f '  (x)  =  -  -^i-j^^  2  X, 

x  =  +  l, 
so  erhält  man 

/"(1)  =  -|<0. 
Durch  die  Substitution  x  =  —  1  hingegen 

f  (-l)  =  +  i>0. 
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Die  vorgelegte  Function  hat  somit  für 

X  =  —  1  ein  analytisches  Minimum, 

X  =  -[-  1  ein  analytisches  Maximum. 

2.  £ine  Zahl  a  ist  in  zwei  Theile  so  zu  zerlegen,  dass  das  Product  dieser  Theüe 
und  ihrer  Differenz  ein  Maximum  werde. 

Bezeichnet  man  den  einen  Theil  mit  z,  so  ist  der  andere  a  —  z  und  die  Diffe- 
renz der  beiden  Theile  a  —  2  z 

Die  zu  untersuchende  Function  wird  sonach  durch  das  Product  dieser  drdi 
Großen  repräsentiert: 

f{x)  =  x(a  —  x)  (a  —  2x)  =  2  x3  —  3  ax^  +  a2x. 

Zur  Bestimmung  des  Wertes  von  z^  für  welchen  /(z)  zu  einem  Maximum  wiri 
dient  nach  der  Regel  die  Gleichung 

f  (x)  =  6  x2  —  6  a  X  4-  a^  =  0. 

Ihre  Auflösungen  sind: 

xi,2  — 2  ±  r  12- 

Setzt  man  nun  in 

/"(x)==12x  — 6a 


für  z,  z,  =  J  -  l/"^^,  so  wird  r  (z)  =  -  12  l/'jl, 


was  das  Mazimum   der  Functioc 


charakterisiert. 


Die  Zahl  a  ist  somit  derart  zu  theilen,    dass  ein  Theil  derselben    ^ 

a       l/a«^ 
wodurch  der  andere  ^  4"  v  \^  wird. 

Die  graphische  Theilung  kann  der  Fig.  10  entnommen  werden. 

Pig.  10. 

D         G 


_1- 

I  1-2 


AB  =  a      AD  =  |, 

AJ  ist  der  eine  Theil, 
J  B    ist  der  zweite  Theil. 


J 
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Denn  es  ist 


EA  =  AD,     EK  =  KF, 


2  KE2  =  KE2  4-  K F»  =  EF2  = 


a2 
4' 


also 


KE2  = 


a 


i 


8' 


femer 


somit 


und 


EG2  =  KE2-|-  KG2=  ^^  _(_  ^  =  3  ^^ 

EJ  :  EK  =  EH  :  EG, 

T-.T     a         a        1/3 
1'8        2  8 

2|/8  8       Kl2  12 

AJ  =  AE-EJ=^-l^g 

JB  =  AB-AJ=^+ff^. 

3.  In  eine  Ellipse  von  den  Halbaxen  a  und  b  ist  ein  Rechteck  von  der  größt- 
möglichen Fläche  einzuzeichnen. 

Bezeichnet  man  OB'  Fig.  ii. 

mit  X  und  B'B  mit  y,  so  hat 
das  in  der  Fig.  11  gezeich- 
nete licchteck  die  Fläche 

F  =  4xy. 

Diese  Fläche  kann 
darch  x  allein  ausgedrückt 
werden,  wenn  berücksichtigt 
wird,  dass  B  ein  I^unkt  der 
Ellipse  ist,  demnach  seine 
Coordinaten  der  Gleichung 
der  Ellipse 


^nUgen  müssen. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nämlich 


A 

(y) 

~-~~-.^ 

3 

1       ^ 

* 

0 

B'         ] 

V 

C 

-—^ 

^ 

y=„N- 


a 

BndiiaTljeTl6  n.  Miknta,  Leitf.  d.  hSher.  Mathemat.  II.  Bd. 
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so  dass 


F  =  4  "xl^a^ 
a 


=  4-Ka2x»  — 


wird. 

Zufolge    der   gestellten    Aufgabe    ist    x    so    zu    bestimmen,    dass    F   zu  einem 
Maximum  wird,  dieses  tritt  aber  ein,  wenn 


ein  Maximum  wird. 
Die  Gleichung 


/(x)  =  a^  x'^  —  x^ 


/'(x)E:22a'x  — 4x^  =  0 


gibt  filr  X  die  beiden  Werte  x,  ^  0  und  Xj  = 


a 


P 


Setzt  man  diese  beiden  Werte  in 

/"(x)  =  2a2—  12x2, 

so  findet  man,   dass  die  Function  fQr  x,  =  0  zu    einem  Minimum    und  fQr  x.  =  - 


weil  /''  (x)  =  2  a"  —  6  a**  <  0  zu  einem  Maximum  wird. 


1/2 


Ist  also  0B'  =  -  -17    dann    hat  das  Rechteck    die  größte  Fläche,    dieselbe  i«t 

W 

F  =  4''    f=fa2-?'  =  2ab. 
a  ^2  2 

4.  Ein  Eisenbahnzug  bewegt  sich  von  dem  Orte  A  zum  Orte  B,  und  zwar  ror. 
A  in  gerader  Linie  bis  zum  Orte  C,  welcher  in  der  Linie  A'  B'  liegt,  mit  der 
Geschwindigkeit  v^  und  von  da  an  wieder  in  gerader  Linie  bis  B  mit  der  Geschwindig- 
keit Vj.  Wie  muss  C  liegen,  damit  die  Fahrzeit  ein  Minimum  wird?  (Fig.  12.) 

Flg.  18. 


Die  zum  Zurücklegen  des  Weges  A  C  erforderliche  Fahrzeit  ist 

CR 

Zurücklegen  des  Weges  CB,  ,  mithin  ist  die  Gesammtfahrzeit 

''\       AC    ,    CB 

Vi  V2 


AC 


jen6  soBi 
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Bezeichnet  man  die  bekannten  Abstände  der  Orte  A  und  B  von  der  Linie  A'  B' 
mit  a  und  b,  die  Länge  A'B'  mit  c,  dann  die  zu  bestimmende  Entfernung  A'C  mit  x,  so  ist 


AC  =  Ka2-fx2,     CB=yb2-f  (c  — x)^ 

demzufolge: 

t  =  y^+^'  I  Kb^  +  (c-x)^ 

Die  vorgelegte  Aufgabe  ist  also  gelöst,    wenn  ermittelt  wird,  fUr  welchen  Wert 
des  X  die  Function 


^aH-"  x2       /b^  +  (c  —  x)2 


zn  einem  Minimum  wird.  ' 
Die  Gleichung 

f  (X)  —  — ^= ^^-—^ =,  0 

V,  ]/&■'  +  X2       V2  /b^  +  (c  —  x)2 

bestimmt  die  gesuchte  Lage  des  Punktes  C;  von  der  Auflösung  derselben  kann  abge- 
sehen werden,  denn  aus  ihr  folgt  unmittelbar: 

•  X  C  — •  X 


fa'^-f  x^^  |'b2l^(c  — xp 

V,  V2 

4.  h. 

sina,  sina^ 


Vi  Vn 

öder 

sin  a,  Vi 

sin  CL2        V2 

wenn  a^    und  a.^    die  Winkel    bedeuten,    welche    die  Strecken  AC   und  CB    mit    der 
Kormalen  von  A'B'  bilden  (Einfalls winke)). 

Das  Minimum  an  Fahrzeit  tritt  demnach  ein,  wenn  sich  die  Sinus  der  Einfalls- 
winkel der  Wege  so  verhalten,  wie  die  Geschwindigkeiten  auf  denselben. 

Aufgaben: 

1 .  Aus  einer  Kagel  von  gegebenem  Halbmesser  K  ist  ein  gerader  Kegel,  dessen 
Spitze  S    in    der   Oberfläche    liegt,    so    auszuschneiden,    dass    seine   Mantelfläche    ein 

Maximum  ist. 

R 
Lösung:  Basis  im  Abstände  -^  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  senkrecht  zu  dem 

o 

Dnrcbmesser  durch  S. 

2.  In  einen  geraden  Kreiskegel  vom  Radius  r  und  der  Höhe  h  ist  ein  Cylinder 

von  größtmöglicher  Mantelfläche  einzubeschreiben. 

r 
Lösung:  Halbmesser  des  Cy linders       . 
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3.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben  die  Grandlinie  c  und  die  H(>he  h,  vrie 
groß  müssen  die  anderen  Seiten  sein,  damit  der  Winkel  y,  welcher  c  gegenüberiiegt, 
ein  Maximum  wird? 

Losung:  Gleichschenkliges  Dreieck. 

4.  Von  einem  Dreieck  ist  die  Basis  c  und  der  gegenüberliegende  Winkel  7 
gegeben,  wie  groß  müssen  die  anderen  Winkel  sein,  damit  die  Dreieckfiache  eio 
Maximum  wird? 

2,  Wie  bereits  im  §  43  gezeigt  wurde,  kann  die  Function  auch 
in  dem  Falle  ein  Extrem  haben,  in  welchem  für  einen  Wert  x  =  a, 
f*  (x)  =  CO  wird,  sobald  sich  für  keine  der  Substitutionen  f(a,  —  h)  und 
f{a,  -{-  h)  imaginäre  oder  mehrfache  Werte  ergeben,  die  zum  Theil  größer, 
zum  Theil  kleiner  sind  als  /(a),  und  /(a)  zur  Grenze  für  h  =  o  haben. 

Die  Entscheidung,  ob  Maximum  oder  Minimum,  gibt  das  Verhalten 
des'  DifFerentialquotienten  vor  und  nach  dieser  Stelle  x  =  a. 

Da  die  Function  bei  Annäherung  an  ein  Maximum  wächst,  nach 
Passieren  desselben  abnimmt,  muss  der  erste  Differentialquotient  für 
X  =  a  —  h  positiv  und  für  x  =  a  -[-  h  negativ  sein. 

Umgekehrt  ist  das  Verhalten  des  Differentialquotienten,  wenn 
an  der  Unstetigkeitsstelle  x  =  a,  ein  Minimum  vorhanden  ist. 

Beispiel: 

Der  Diflferentialquotient  der  Function 

/(x)  =  c  +  (x  — a)8, 
3  l^x   -  a 

verschwindet  für  keinen  endlichen  Wert  von  x,  wird  aber  an  der  Stelle  x  =  a  unendUch. 
Setzt  man  in  diesem  DifFerentialquotienten    einmal    x  =  a  —  h,  das    anderemal 

X  =:  a  -f-  hi  80  erhält  man : 

/'(a-h)=     3^<0, 

3f-h 

/•(a  +  h)  =  -|->0, 

3  f h 

und  erkennt  daraus,  dass  die  Function  an  der  Stelle  x  ^  a  ein  Minimum  (Spitze)  hat. 
denn  sie  nimmt  bei  Annäherung  an  die  Stelle  a  ab,  was  der  negative  Differential- 
quotient  anzeigt,  und  nach  Passierung  derselben  zu,  weil  der  Differentialquotimt 
positiv  wird. 

3.  Ist  die  zu  untersuchende  Function  in  unentwickelter  Form 
durch  die  Gleichung 

F(x,y)  =  0 
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gegeben,  so  ist  es  am  vortheühaftesten,  wenn  möglich  durch  Auflösen 
nach  y  die   entwickelte  Form  herzustellen. 

Ist  diese  Operation  nicht  ausführbar  oder  mit  zu  großen  Schwierig- 
keiten verbunden,    so  kann    in  folgender  Weise  vorgegangen  werden: 

Die  für  ein  Extrem  einer  Function  gegebenen  Kennzeichen  gelten 
ganz  allgemein,  es  muss  also  für  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
erste  Diflferentialquotient  der  Function  verschwinden  oder  unendlich 
werden. 


Hier  kann  aber 


dy 3x 

d"x  ~  ~  3F 


■^ 

^y 


auf  zwei  Arten  Null  werden,  und  zwar  erstens,  wenn 


C-'X 

oder  zweitens,  wenn 

5F 


'1  =  0 


c/ V 


•/ 


wird. 

Das  Verschwinden  des  ersten  Differentialquotienten  erfolgt  in 
der  Regel  nach  der  ersten  Art,  also  dadurch,  dass 

O'X 

wird.   In  diesem  Falle  ergeben  sich  die  Extreme  als  gemeinschaftliche 
Auflösungen  der  beiden  Gleichungen 

F(x,y)  =  0 
-.  -  =  0. 

O'X 

Den  aus  diesen  Gleichungen  resultierenden  Wertsystemen  von  x 
and  y  müssen  aber  keinesfalls  durchwegs  Extreme  entsprechen;  die 
Entscheidung  diesbezüglich  gibt  wieder  das  Verhalten  des  zweiten 
Differentialquotienten. 

Zur  Bildung  des  letzteren  ist  die  Gleichung 

F(x,y)=0 

r 

zweimal  nacheinander  zu  differenzieren. 
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V    '     / 


V  . 


•t. 


Durch  die  erste  Differentiation  erhält  man: 


'Fdy_ 


3x       9j  dx 


und  durch  die  darauffolgende  zweite 

9x^'^    3x3y  dx"^5vAdx/  '^  9y  dx2""^  "•^  * 


y  ax        c  y*  \ax/     '    c/y 

Die  letzte  Gleichung,  t^elche  den  zweiten  Differentialquoüenten 
bestimmt,  vereinfacht  sich  wesentlich  für  alle  Wertepaare  von  x  und  y. 
welche  Extremen  entsprechen  können,  weil  für  diese  der  erste  Diffe- 
rentialquotient verschwindet,  sie  geht  also  in 


9'^F       9F  d^y  _(. 


über,  woraus 


y  dx' 


d2y_ 

dx2~ 


S2F 
5x2 

9F' 


folgt. 

Ist  nun  dieser  im  vorliegenden  Falle  den  zweiten  Differential- 
quoüenten darstellende  Ausdruck  für  einen  der  in  Rede  stehenden  Wert- 
systerae  von  x  und  y  positiv,  so  entspricht  dasselbe  einem  Minimum, 
ist  er  hingegen  negativ,  einem  Maximum. 

Bringt  ein  aus  den  Gleichungen 

F(x,y)=0 


9F 

9x 


=  0 


resultierendes  Wertepaar  von  x  und  y  auch  den  partiellen  Differential- 


dy 


0 


quotienten  7>—  auf  Null,  so  nimmt  ^-  die  unbestimmte  Form  ~  an  und 
^y  dx  0 

es  wird  eine  besondere  Untersuchung  erforderlich. 

Die  zur  Bestimmung  des  zweiten  Differentialquotienten  dienende 

Gleichung  (a  reduciert  sich  auf 

■^  oxcydx       c^y-^Vdx/  ' 

und   gibt   durch    ihre   Auflösung   die    wahren  Werte   des  Differential- 
quotienten, welche  für  ein  Extrem  beide  0,  oder  beide  oo   sein  müssen. 


9^F 
9x- 


LÜa^ 
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dy 
Die  Fälle,  in  welchem  der  erste  Differentialqnotient  -r-^  dadurch 

■3F  .         dv 

verschwindet,  dass  ,^=rco    oder   der  Differentialquotient    -^   -    selbst 

unendlich  wird,  gehören  zu  Ausnahmen,  und  müssen  separat  behandelt 
werden,  worauf  aber  nicht  eingegangen  wird. 

Beispiel  : 

Es  sind  die  Extreme  der  Function 


aufzusuchen. 
Hier  ist 

also 


x3  — 3axy +  y»  — 0 


F(x,y)  =  x3  —  3axy  +  y^ 

3F  5*^F 

^^  =  3(x^-ay);      ^-,  =  6x, 


^?  =  3(y2-ax). 

Setzt  man  nan: 

^^=.3(x^-ay)  =  0 

und  bestimmt  diejenigen  Werte  von  x  und  y,  welche  dieser  Gleichung 

x2  — ay  =  0 
und  der  gegebenen 

x^  —  3axy-|-y'  =  0 

gleichzeitig  genügen,  so  findet  man  Wertepaare,  welche  Extremen  ent- 
sprechen können. 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 

x^ 

y  =  -5 
a 

dadurch  geht  die  zweite  in 

x3_3x3  +  '''  =  0, 

a-*         ' 

x6  =  2a3x'» 

über,  woraus  zwei  Werte  von  x,  nämlich 


r»cj^X^ 


VI 


»- 


•     •     • 
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X,  =  0,      X. 


ak 


resultieren.    Diesen   entsprechen  wegen  y  =  —  die  Werte 

£1 


8 


d^y_ 
dx'^"" 


yi  =  0;  y2  =  ^^4. 

3_  3_ 

Für  das  Wertepaar  X2  =  a)/^2,  yj  =  a|/ 4  ist 

_       2aj'2__ 


3F 
3j 


6x 

3(y'^-ax) 


2x 

y2_ax 


3 

a2y2 


9 

a 


positiv,  wenn  a  negativ,  und  negativ,  wenn  a  positiv  ist 

Demnach  entspricht  diesem  Wertepaar  ein  analytisches  Maximum 
oder  Minimum,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist. 

<?F 

Für  das  Wertepaar  x^  =  0,  yj  =  0  wird  auch  ^  =  0  und  man 

erhält  aus  der  Gleichung  (ß 


ciy  I     /<Jy\^     r.      dy      »+  V^l^  —  4  xy 

X  —  a  v*^  +  y  I  -^  I  =0;      ^=     -  ^  ^ — =^- 

dx'-^Vdx/  dy  2y 

zwei  Werte,  nämlich  0  und  cx),  was  zwei  durch  den  Ursprung  gehende, 
die  Coordinatenaxen  herührende  Curvenäste  anzeigt. 

§  46.   Maxima  und  Minima  der  entwickelten  Functionen 
zweier  unabhängigen  Variablen. 

Die  Function  z  der  beiden  unabhängigen  Variablen  x  und  v 

z  =/(x,  y) 

wird  analog  wie   die  Function  einer  unabhängigen  Variablen  für  das 
Wertsystem 

x  =  a;    y  =  b 

zu  einem  analytischen  Maximum,  wenn 

y(a,  b)  >  /(a  +  h,  b  +  k), 

und  zu  einem  Minimum,  wenn 

/(a,  b)  </(a  +  h,  b  4-  k) 

ist,  wobei  unter  h  und  k  hinreichend  kleine  von  einander  unabhängige 
positive  oder  negative  Größen  zu  verstehen  sind. 


ü^ 
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Entwickelt  man  die  Functign  /(x  -[-  h,  y  -|-  k)  nach  Taylor  in 
eine  Reihe  (Stetigkeit  vorausgesetzt), 

/(x+h,y  +  k)=/(x,y)  +  h|{+k||+l[i^h  +  l;k]/  +  ... 
und  setzt  x  =  a  und  y  =  b,  so  erhält  man: 

/(.+h,b+k)= 

oder 

/(a  +  li,b  +  k)-/'(a,b)  = 

Vo'x/a,b        V5y/a,b     2!Lc^x      '  5y    J,,/    ' 

Für  ein  Extrem  der  Function  z  =  /"(x,  y)  muss  diese  Differenz 
ein  beständiges  Vorzeichen  haben,  d.  h.  sie  darf  dasselbe  nicht  wechseln, 
wenn  Werte  und  Vorzeichen  von  h  oder  von  k  oder  von  beiden  ge- 
ändert werden. 

Dies  ist  aus  demselben  Grunde  wie  im  früher  behandelten  Falle 
nur  dann  möglich,  wenn  auf  der  rechten  Seite   der  letzten  Gleichung 
die   Glieder,   welche   h   und   k   in   der   ersten  Potenz   enthalten,   ver-, 
schwinden,  und  zwar  müssen,  da  h  und  k  ganz  willkürlich  sind,  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  einzeln  Null  werden. 

Daraus  folgt: 

Die  Function  z 

kann   nur  dann   für  das  Wertepaar   x  =  a,  y  =  b   ein  Extrem 
haben,  wenn  für  dasselbe 


c 


c'x 


2 


wird. 

Ist  dies  der  Fall,  dann  wird 


und  der  eingeklammerte  Ausdruck  entscheidet  durch  sein  Vorzeichen, 
das  Vorzeichen  der  charakteristischen  Differenz. 
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Da  aber 


2 


^  2'^  LV5^/  '^^  +  ^3~x2  2^"2y'^^  +  ^^  5"y-     j"" 


5x2 


ist  zu  erkennen,  das&  der  das  Vorzeichen  entscheidende  Ausdruck  nur 
dann  zeichenbeständig  sein  kann,  wenn 

5x2  5  y2      V3x5y/  ^^' 

Diese  Bedingung   ist  hinreichend,   weil  in   diesem  Falle   in  der 
eckigen  Klammer  zwei  wesentlich  positive  »Größen  stehen;  sie  ist  aber 

auch  nothwendiff,  denn,  wäre  >>  \,  -?—:  —  1  v* — ^  i  <  0,   so  stünde  in 

dieser  Klammer  eine  Differenz,  welche  man  durch  entsprechende  Walil 
von  h  und  k  positiv  oder  negativ  machen  könnte.  Würde  diese  Diffe- 
renz verschwinden,  so  könnte  man  den  ganzen  Klammerausdruck  auf 
Null  bringen,  ohne  dass  h  und  k  gleichzeitig  Null  werden,  und  in 
diesem  Falle  wäre  zur  Entscheidung  ober  das  Vorzeichen  der  charak- 
teristischen Differenz  die  Untersuchung  höherer  Differentialquotienten 
erforderlich.  Auf  diesen  Fall  wird  aber,  da  er  zu  den  Ausnahmen 
zählt,  nicht  eingegangen. 

Nach  dem  Angeführten  ist  also  die  Differenz 

/(a  +  h,  b  +  k)-/(a,b) 

dann  zeichenbeständig,  wenn 

32f  22/       /    52/ 


i5x 


f  9^_(   3V  VI-  NO 
2  3y2       \5x?y/l.,b^    ' 


32/  .  .  52/ 

und  zwar  negativ,  wenn  y^  negativ,  und  positiv,  wenn  -?~^  positiv  k. 

Da  aber  in  dem  Ausdrucke  in  der  geschlungenen  Klammer  der 
Subtrahend  ein  Quadrat,  also  eine  wesentlich  positive  Zahl  ist.  so  muss 

52/    S^f 
auch   der  Minuend  w-^7^    v  j   positiv  sein,  damit  die,  dem  Ausdrucke 

auferlegte  Bedingung  (dass  er  positiv  ist)  erfüllt  wird.  Mithin  müssen 
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für   ein  beständiges  Vorzeichen    der   charakteristischen  Differenz,   also 
für  ein  Extrem  die  beiden  partiellen  Differentialquotienten 

5x-^    "^^   äj^ 
dasselbe  Vorzeichen  haben. 

Ans  dieser  Betrachtung  folgt  der  Schluss: 
Eine  Function 

z=/(x,y) 

wird  für  jedes  aus  den  Gleichungen 

resultierende  Wertsystem  vonx  und  y  zu  einem  analytischen 
Maximum  oder  Minimum,  für  welches 

-  3-^f  3'^f  _  (  3y  V  ^  n 

"3x2  5y2        \5ji3y)   ^ 
wird,  und  zwar  zu  einem  Maximum,  wenn 

äl^<Ooder^^<0 

und  zu  einem  Minimum,  wenn 

1^  >  0  oder  |i(  >  0 

ist. 

Beispiele: 

1.  Der  Umfang  eines  Dreieckes  sei  2  s,  es  sollen  die  Seiten  des- 
selben so  bestimmt  werden,  dass  sein  Flächeninhalt  ein  Maximum  wird. 
Berücksichtigt  man,  dass  der  Flächeninhalt  eines  Dreieckes  durch 


F  =  l/8(s  — a)  (s  — b)  (s  —  c) 

gegeben  ist,    wenn   s  der   halbe  Umfang  und  a,   b,   c  die  Seiten  des- 
selben sind  und  setzt 

s  —  a  =  x,       s  —  b  =  y, 
so  folgt,  weil 

c  =  x  +  y, 

s  —  c=s  —  X  —  y, 

F  =  fsl^y  (s  —  x"— ~yj. 


'r^~  » >  . 


fö 


;*•' 


r 
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Die  Fläche  F  wird  offenbar  dann  zu  einem  Maximonu  wenn  die 
Function 

/"(x.  y)"=xy(s  — X  — y) 

zu  einem  Maximum  wird. 

Die  Untersuchung    ist   nun  in    der   angegebenen  Weise  durch- 
zuführen. 

Man  hat  hier: 


—  X  — y)  —  xy, 


—  X  — y)  — xy, 


;'2 


/_ 


—  2y; 


?2 


f 


Sf 


3x^  ~ 
Ans  den  Gleichangen 


J  X  ^  ^        ^ 

o'  X  c  y 


=  s  —  2  (X  +  y). 


'    -^  y(8_x  — y)-xy  =  0. 

^  A. 


oder 


9f 

9y 


folgt 


X  (s  —  X  —  y)  —  X  y  =  0, 

2  X  +  y  =  s, 
2y-f-x  =  8, 


X  = 


3^ 


y  = 


s 


3* 


Die  Function    hat   für  diese  Werte  thatsächlich    ein  Maximum. 
denn  es  ist  für  dieselben: 


32f    5-if 


ds}  '  2y2 


^~~GxXy=*''y~f''~*'^''+y^+*^''+y'^''= 


=<-[" 


und 


s'-i 

8s2 
3 

+ 

1682 

9 

3tf 

28 

3 

<o 

l^x» 


Von  allen  Dreiecken   mit  gleichem  Umfang  hat  demzufolge  das 
gleichseitige  den  größten  Flächeninhalt. 
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2.  Das  Volurc  :'^  v  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  ist  gegeben,  es  sind  die 
Seitenkanten  desselben  so  zn  bestimmen,  dass  seine  Oberfläche  ein  Minimum  wird. 

Bezeichnet  man  die  zu  bestimmenden  Seitenkanten  mit  x,  y  und  z,  so  besteht 
(lie'Beüehnng: 

V  =  X  .  y  .  z, 

aas  welcher 

V 
z  = 

folgt. 

Die  OberflSche  ist  dann 

ö  =  2(xy-f-xz  +  yz). 

oder  mit  Kücksicht  auf 

V 

'xy 


z=     -, 


=K«^+v+'> 


ü 

'      '    '    7 

Diese  wird  zu  einem  Minimum,  wenn 

f(x,y)  =  xy  +  ^  +^ 


ein  Minimum  wird. 

5x 

V          9f-                 V 

^        x2'        5y                   y2' 

52/ 

5x2  ~ 

2  V  ^           52/        2  V 

^3   '                ^  y2             y3   ' 

5x  5y 

Ans  den  Gleichungen 

y     ,.     0, 

X  — 4-=0 

y' 

folgt 


mithin  aus 


anch: 


8 


=  Kv;       y  =  f  V, 


xyz  =  V 


3 

_  i/; 


z  =  Kv. 

Diesen  Werten  entspricht  thatsächllch  ein  Minimum,    denn  es  ist  für  dieselben 
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^4' 


<:, 


f!/  .Ü/   _  (     i'/    V  =    4^'   _  1  =  1^'  _  1  :=  3>0 


and 


S2  f        3'if 
5x^=ä^2  "=2>0. 

Diese   Untersachung    bat    gezeigt,   dass    von    allen    Parallelepipeden  gleichen 
Volamens  der  Würfel  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

3.  In  der  Ebene  eines   gegebenen  Dreieckes    ist  ein  Punkt   so    zu   bestimmen, 
dass  die  Summe  seiner  Entfernungen  von  den  Eckpunkten  möglichst  klein  werde. 

Wählt  man  eine  Seite 
des  Dreieckes  AB  (Flg.  13i 
zur  Polaraxe  und  den  Eck- 
punkt A  auf  derselben  xum 
Ursprung  eines  Polarcoor- 
dinatensjstemB,  so  ist  der  zn 
bestimmende  Punkt  0  durch 
seine  Coordinaten  r  =  A  0 
und  9  =  <}:  BAO  gegeben. 
Seine  Abstände  von  den  Eck- 
B    punkten  des  Dreieckes  sind: 

AO  =  r, 

OB  =  f c'^  +  r"^  —  2 c r  cöTtp, 

OC  =  l^b^+r^  — 2brco8(A  — f). 


Die  Summe  dieser  drei  Abstände  ist: 


S  =  r  +  l^c2  +  r2  —  2  rc  coscp  -\-  ^h'^  +  r^  —  2br  cos(A—  ?) 

und  soll  zu  einem  Minimum  werden. 

Sie  ist  eine  Function  der  beiden  Variablen  r  und  tp,  wird  somit  zu  einem 
Minimum  (Maximum  ist  in  der  Aufgabe  ganz  ausgeschlossen)  für  jene  Werte  von  r 
und  <p,  welche  aus  den  Gleichungen 


resultieren. 

1  + 


r  —  c  cos  cp 


-  + 


r  —  b  cos  (A  —  ^) 


^r^  -f-  c'^  —  2rc  cos  cp       ^b^  +  r'*^  —  ^  b  r  cos (Ä  —  9) 


._=0. 


c  sm^ 


b  sin  (A  —  9) 


^Q^  -\-  y'^2q,t  cos cp       y b-  -|-  r ^  —  2 b r  cos (A  —  9) 


0. 


Diese  zwei  Gleichungen   wären  nun  aufzulösen    und    würden  diejenigen  Werte 
von  r  und  9  ergeben,  welche  der  gewünschten  Lage  des  Punktes  O  entsprecbezK 
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Da  sich  die  Aoflöscmg  der  Gleichungen  sehr  compliciert  gestalten  würde, 
ist  es  vortbeUhafter,  durch  geometrische  Deutung  der  in  den  Gleichungen  enthaltenen 
Größen  einen  Schluss  auf  die  Lage  des  Punktes  O  zu  ziehen. 

Fuhrt  man  aus  B  und  C  Senkrechte  zu  A  O,  so  schneiden  sie  diesen  Strahl  in 
den  Punkten  D  und  £,  und  es  ist: 

AD  =  c  cos  <p  also     r  —  c  cos  cp  =  —  OD, 

AE  =  b  cos  (A  —  cp)      »       r  —  b  cos  (A  —  9)  =  —  OE, 

BD  =  c  sin^, 

CE  =bsin(A  — cp). 

mithin  bestehen  die  Beziehungen 

OD_OE_ 
OB       OC        ' 

BD_CE_ 
OB       0C~    ' 

welche,  wenn  die  Winkel  BOD  und  COD  mit  a,  und  a,  bezeichnet  werden,  auch  in 
der  Form  geschrieben  werden  kennen: 

1  —  cos  aj  —  cos  «2  =  0, 

sin  a  —  sin  a.,  =  0. 


Ans  diesen  folgt: 
also 
femer 
mithin 


d.  h. 


sm  a^  =  sin  aj, 


*i  =  °4^ 


2  cos  a^  =  1, 


1 


ai  =  a.^  =  60^ 


Wenn  also  der  Punkt  O  die  gewünschte  Lage  hat,  so  ist  der  Winkel  BOG  =  120", 
was  auch  für  die  Winkel  COA  und  AGB  Geltung  hat. 

Der  gesuchte  Punkt  liegt  derart,  dass  von  ihm  aus  alle  drei  Seilen  unter  dem- 
selben Winkel  gesehen  werden. 

Zur  Construction  des  Punktes  beschreibe  man  über  jede  Seite  ein  gleichseitiges 
Dreieck  nach  außen  und  verbinde  die  äußeren  Eckpunkte  dieser  Dreiecke  mit  den 
gegenüberliegenden  Eckpunkten  des  gegebenen  Dreieckes.  Diese  drei  Verbindungs- 
linien schneiden  sich  in  einem  Punkte,  welcher  die  gesuchte  Lage  hat. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  nur  so  lange  möglich  als  kein  Winkel  des 
Dreieckes  120^  erreicht  oder  gar  überschreitet.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  der  Scheitel 
dieses  Winkels  der  gesuchte  Punkt,  wovon  man  sich  durch  die  Construction  leicht 
überzeugen  kann. 


\^ 
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Aufgaben : 

1.  Eine  Strecke  2  s  ist  so  in   drei  Theile  zu  theilen,    dass   das  aus  diesen  con- 

struierte  Dreieck  möglichst  große  Fläche  hat. 

2s 
Lösung:  Alle  drei  Theile  gleich,  also  jeder  -^  • 

o 

2.  Gegeben  sind  zwei  Gerade  im  Haume  durch  die  Gleichungen 

y  =  m^  X  +  pi       y  =  mjx  -f-  p2, 
z  =  ni  X  -j"  qi       z  =  02  X  -|-  q-i 

und  es  soll  die  kürzeste  Entfernung  derselben  berechnet  werden. 
Lösung: 

(ni  —  02)  (pi  —  P2)  —  (nii  —  ni.j)  (qi  -^q2)      (Normalabstand j. 

|^(m,  —  m2)*'^  +  (Dl  —  n2)-  -j-  (mi  n^  —  m2  ni)^ 

§  46  a.  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mehrerer 
Variablen. 

Soll  eine  Function  von  n  unabhängigen  Variablen 

^=/(x,  y,z,..0 

für  ein   Wertsystem    x  =  a,    y  =  b,    z  =  c  .  .  .    dieser  Variablen    zu   einem   Extrem 
werden,  so  rouss  wieder  die  Differenz 

/  (a  -j-  h,  b  -j-  J^5  c  -|-  1?  •  •  •)  —  /  (a,  b  c.  . .  .) 

i  stets  dasselbe  Vorzeichen  behalten,  wie  immer  auch  die  hinreichend  klein  zu  denkendes 

Größen   h,  k,  1  .  .  .  beschaffen  sein  mögen. 

Unter  Voraussetzung  der  Stetigkeit  kann  die  Function  /(x  -f*  ^>  y  4"  ^»  *  4"  ^  •  •  • 
ähnlich  wie  die  Function  von  zwei  unabhängigen  Variablen,  in  eine  Reihe  nach  Taylor 
entwickelt  werden,  und  man  erhält: 


k . 


.; 


/"(x  -h  h,  y  -f  k,  z  -f  1, .  . .)  — /(x,  yjZ,  .  . .)  = 


I'  Nun   kann  man  wieder  die   Größen  h,   k,  1  .  .  .  derart  wählen,  dass  die  recbf 

{.  vom    Gleichheitszeichen    in    der  Klammer    angesetzte    Summe    größer    werde   wie  K> 

*'  wodurch  sie  für  das  Vorzeichen  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Differeni 

I  maßgebend  wird. 

r  5/    cf    $f 

Hätten    also    die    partiellen    Differentialquotienten    7c~  ,  >. — ,  7% —  •  •  •   ^c- ' 

i  ',  dx     dy     a  z 

;  wenigstens   einige  davon  von  Null  verschiedene  Werte,    so    wäre    es    möglich,  diesem 

\  Summe,  mithin  auch  der  linksstehenden  Differenz  ein  beliebiges  Vorzeichen  za  geben 

Da    nun    für   das    einem  Extrem    entsprechende    Wertsystem  a,  b,   c  .  .  •  ^^ 
f.  linksstehende  Differenz    zeichenbeständig  sein  muss,  so  müssen   für  dieses  Wertsy^terr 

j.-  alle  ersten  partiellen  Differentialquotienten  verschwinden. 
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Dieses  Wertsystem   ergibt  sich  demnach  durch  Auflösen  des  Gleichungssystems 


9 


0    =0, 


9 


9y 

•  •  •  • 

Verschwinden  die  partiellen  Differentialquotienten,    so    verschwindet    auch    das 
totale  Differential  der  Function.  Für  ein  £xtrcm  besteht  somit  auch  die  Gleichung 

du  =  0. 

Verschwinden  alle  ersten  Differentialquotienten,  so  ist  die  bis  zum  zweiten 
Gliede  durchgeführte  Entwicklung  nach  Taylor: 

/(x  +  h,  y  4-  k,  z  + 1, . . .)  — /(XjYjZ,  . .  .)  = 
1/9  3  9  \2 

und  nun  können  h,  k,  1,  .  .  .  wieder  so  klein  gemacht  werden,  dass  der  erste  Tfaeil 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  größer  wird  wie  K'. 

Es  wird  somit  die  Function  für  das  Wertesystem  a,  b,  c,  .  .  .  für  welches  die 
iThten  partiellen  Differentialquotienten  verschwinden,  dann  zu  einem  Maximum,  wenn 
der  nach  h,  k,  1  .  .  .  vom  zweiten  Grade  homogene  Ausdruck 

/  9  9  9  Y 

für  alle  Verbindungen  von  h,  k,  1  .  .  .  negativ  wird  und  nur  dann  verschwindet, 
ivenn  h,  k,  1,  .  .  .  gleichzeitig  verschwinden.  Wird  dieser  Ausdruck  positiv,  so  hat  die 
Function  filr  dasselbe  Wertesystem  ein  Minimum. 

Sollten  fiir  das  in  Rede  stehende  Wertesystem  auch  alle  zweiten  partiellen 
Differentialquotienten  verschwinden,  so  muss  auf  die  Untersuchung  höherer  Differential- 
Quotienten  eingegangen  werden. 

§  47.  Relative  oder  bedingte  Maxima  und  Minima. 

Gegeben  sei  eine  Function  von  n  Variablen 

u  = /'(3C,  y,  z, . . .), (a 

welche  aber  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  an  r  bestimmte 
iedingnngsgleichungen  (r  <  n) 

?(x,  y,  z,  ...)  =  0| 

'Mx.  y,  z, . . .)  =  0 (ß 


ebanden  sind. 

BndisavljeTU  a.  MIkuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  20 
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;i 


Diejenigen  Maxiraa  und  Minima  dieser  Function  (a),  welche  unter 
der  Bedingung  aufgesucht  werden,  dass  die  Variablen  den  r  Gleichungen  3 
gentigen,  heißen  bedingte  oder  relative  Maxima,  beziehungsweise 
Minima. 

Da  r  <^  n,  so  können  aus  den  Gleichungen  (ß  ausgewählte  r  Variable 
durch  die  tibrigen  n  —  r  Variablen  ausgedrtickt  und  in  die  Function  3 
gesetzt  werden.  Hiedurch  wird  diese  zu  einer  Function  von  n  —  r  tod 
einander  unabhängigen  Variablen,  und  es  können  ihre  Extreme  in  der 
zuvor  angegebenen  Weise  aufgesucht  werden. 

Sind,  die  Bedingungsgleichungen  (ß  nicht  auflösbar,  dann  mu<> 
zur  Ermittlung  der  bedingten  Extreme  ein  anderer  Vorgansr  ein- 
geschlagen werden,  welcher  überhaupt  für  alle  Fälle  zu  empfehlen  ist. 
weil  er  die  Auflösung  der  Bedingungsgleichungen    überflüssig  macht 

Damit  die  Function 

u=/(x,  y,  z, ...) ' 

für  ein  bestimmtes  Wertsystem  von  x,  y,  z, . . .  zu  einem  Extrem  wird. 
ist  zunächst  unbedingt  erforderlich,  dass  ihr  totales  Diflferential  für 
dieses  Wertsystem  verschwindet. 

Für    ein    Maximum    oder    Minimum    muss    somit    zuniichst   di» 
Gleichung  bestehen: 

9f 

ax  -j-TT     ay  -f 
c  X  c  y 


du  =  ..-^dx-f-^^dy+V^dz4-...=0. 


5rp 

'9i 


2cp 


dx  +  ^^dy+,,:dz  +  ...  =  0 


c  z 


Wären  x,  y,  z  . .  .  von  einander  ganz  unabhängig,  so  wären  es 
auch  die  Differentiale  dx,  dy,  dz  .  . .,  und  es  könnte  der  Gleichung 
nur  durch  das  Verschwinden  der  partiellen  Differentialquotienten  genüirt 
werden. 

Nun  sind  aber  die  Variablen  x,  y,  z, . . .  an  die  r  Bedingung:*- 
gleichungen  (ß  gebunden,  mithin  ihre  Differentiale  an  die  aus  (ß  folgendeD: 

y 

^*dx  +  ^dy  +  ^.*dz  +  ...  =  Oi  X 

3x  '    c^y     -^     '     c^z  > ^ 

f'^dx  -f  ^^^dy  +  ^d  z  +  . .  .  =  0 

Aus  den  r  Bedingungsgleichungen  (8,  welche  bezüglich  der  Diff*^ 
rentiale  linear  sind,  kann  man  r  derselben  durch  die  n  —  r  übriirea 
ausdrücken    und    in    (y  setzen.     Dann    enthält    (y    nur   n  —  r  Di^'  * 


I 
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rentiale,  welche  von  einander  unabhängig  sind,  kann  also  nur  befriedigt 
werden  durch  das  Verschwinden  der  Coefficienten  dieser  Differentiale. 

Würde  man  thatsächlich  diese  n  —  r  Coefficienten  gleich  Null 
setzen,  so  würde  man  n  —  r  Gleichungen  erhalten,  zu  welchen  die 
r  Bedingungsgleichungen  (ß  treten.  Aus  den  n  —  r-f-r,  alson  Gleichungen 
könnte  man  nun  die  Werte  der  n  Variablen  ermitteln,  welche  einem 
Extrem  der  Function  entsprechen. 

Vortheilhafter  ist  aber  folgender  Vorgang. 

Multipliciert  man  jede  der  Gleichungen  (8  mit  einem  unbestimmten 
Multiplicator,  also  beispielsweise  die  erste  mit  \  die  zweite  mit  (x,  die 
dritte  mit  p  u.  s.  w.  und  addiert  die  Gleichungen  (y  und  (8,  so  erhält  man: 

Die  r  unbestimmten  Multiplicatoren  können  nun  r  freigewählten 
(jleichungen  unterworfen  werden,  und  man  wählt  diese  so,  dass  r  der 
eingeklammerten  Coefficienten  in  der  letzten  Gleichung  verschwinden. 
Dadurch  fallen  r  Differentiale  aus  der  Gleichung  heraus  und  die  n  —  r 
verbleibenden  sind  dann  von  einander  unabhängig. 

Wegen  der  Unabhängigkeit  dieser  Differentiale  müssen  aber^ 
damit  die  Gleichung  befriedigt  werde,  auch  ihre  Coefficienten  ver- 
schwinden. 

Demzufolge  müssen  alle  Coefficienten  der  Differentiale  in  der 
letzten  Gleichung  Null  werden,  wodurch  n  Gleichungen  resultieren: 

^/   I    ^  ^T    I    ..  ^*    I    .  ^X 


S^     I         ^x  ex  dK 


c'z  cz  c'z  <yz 


(s 


Zur  Lösung  der  Aufgabe   hat   man  nun  n  Gleichungen  (e    und 

r  Gleichungen  (ß,  um  die  n  Variablen  und  r  unbestimmten  Multiplicatoren 

zu  berechnen,  d.  h.  n  -f-  r  Gleichungen  und  n  +  r  Unbekannte,  so  dass 

die  Aufgabe  völlig  bestimmt  ist. 

20* 
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Zweiter  Theil.     I.  Abtheilun^.     ö.  Abgchnitt. 


Die  Gleichungen  (s  werden  erhalten,  wenn  die  partiellen  Diflfc- 
rentialquotienten  der  Function 

/  (x,  y,  z, . . .)  +  X  9  (x,  y,  z,  . . .)  +  |t  Hx,  y,  z, .  . .)  4-  •  •  • 

gleich  Null  gesetzt  werden,  mithin  geben  die  Auflösungen  dieser 
Gleichungen  diejenigen  Werte  von  x,  y,  z,  .  .  .,  für  welche  die  ange- 
schriebene zusammengesetzte  Function,  in  welcher  die  Variablen  ak 
von  einander  unabhängig  angesehen  werden  können,  ihre  Extreme 
erlangt.  Daher  der  Satz: 

Das  relative  Maximum  oder  Minimum  einer  Function 
u  =y  (x,  y,  z, .  .  .),  unter  Einhaltung  der  Bedingungsgleiehungen 
cp  (x,  y,  z,  ...):=  0,  t}^  (x,  y,  z, .  .  .)  =  0  . .  .  tritt  für  jenes  Werte- 
system der  Variablen  ein,  für  welches  die  Function 

y  (X,  y,  z, . . .)  +  Xcp  (x,  y,  z, . . .)  +  [i^  (x,  y,  z,  ...)  +  ••  • 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Zur  Bestimmung  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  der 
Function  u  hat  man  somit  das  Maximum  oder  Minimum  der  zusammen- 
gesetzten  Function  zu  suchen. 

Beispiele: 

1.  Ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  von  gegebener  Oberfläche  w 
ist  so  zu  gestalten,  dass  sein  Volumen  das  möglichst  größte  wird. 

Bezeichnet  man  die  Längen  der  Seitenkanten  dieses  ParalKI- 
epipeds  mit  x,  y,  z,  so  ist  sein  Volumen : 

V  =  x  .  y  .  z. 

Dieses  soll  zu  einem  Maximum  werden  unter  der  Bedingung,  dass 

w  =  2(xy-[-yz-f  xz), 

was  für  diejenigen  Werte  von  x,  y  und  z  eintritt,  für  welche  die 
Function 

xyz4-2X(xy-|-yz  +  xz) 

zu  einem  absoluten  Maximum  wird. 

Setzt  man  die  drei  ersten  partiellen  Difierentialquotienten  die>er 
Function  gleich  Null,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

y  z  +  X  (y  +  z)  =  0, 
x  z  4-  X  (x  +  z)  =  0, 
xy+X(x  +  y)  =  0, 

zu  welchen  noch  die  Bedingungsgleichung 
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2  (x  y  +  X  z  +  y  z)  =  w 

hinzutritt.  Aus  den  vier  Gleichungen  können  nun  die  zu  bestimmenden 
Werte  von  x,  y  und  z  gerechnet  werden,  ebenso  auch  der  Wert  des 
anbestimmten  Multiplicators  X. 

Multipliciert  man  die  erste  der  Gleichungen  mit  x,  die  zweite 
mit  y,  die  dritte  mit  z,  so  erhält  man  nach  Addition  derselben  und 
Berücksichtigung  der  vierten: 

3  X  y-z  4"  X  w  =  0 

3  xvz 


w 


Setzt  man  nun  diesen  W^ert  von  X  in  die  unveränderten  drei 
ersten  Gleichungen,  so  erhält  man  nach  leicht  einzusehender  Trans- 
formation: 

3  (x  y  -j-  X  z)  =  w, 

3(xy +  yz)  =  w, 

3  (x  z  -j-  y  z)  =  w. 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man,  wenn  man  die  zweite  von 
der  ersten  und  von  der  dritten  subtrahiert: 


x  z  —  y  z  =  0, 

X  y  —  X  z  =^  0, 

X  =  y  =  z 


aus  welchen  schließlich 

folgt. 

Das  Parallelepiped,  welches  bei  gegebener  Oberfläche  das  größte 
Volumen  besitzt,  ist  demnach  der  W^ürfel. 

Dass  es  sich  hier  um  kein  Minimum  handeln  kann,  ist  ganz  klar, 
denn  dieses  wäre  Null. 

2.  Ans  einer  rechteckigen  Tafel  von  gegebenem  Verhältnis  beider  Dimensionen 
und  gegebener  Fläche  sollen  an  den  vier  Ecken  quadratische  Ausschnitte  derart 
gemacht  werden,  dass  der  ans  dem  Kest  der 
Tafel  gebildete  parallelepipedische  Hohlraum 
ein  Maximum  wird. 

Bezeichnet  man  die  Seitenlangen  der 
Tafel  mit  x  und  y  (Fig.  14)  und  die  Seiten- 
länge eines  quadratischen  Ausschnittes  mit  z, 
so  ist  das  Volumen  des  aus  dem  Kest  der  Tafel 
zu  bildenden  parallelepipedischen  Körpers: 

(X  — 2z)(y  — 2z)z. 


Flg.  U. 


z 

z 

z 

z 

z 

z 

z 

z 
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Zweiter  Theil.     I.  Abthoilung.     ö.  Abschnitt.     Maxima  Minima. 


Ist  nun  das  Verhältnis  der  Seiten  der  Tafel  x  :  7  =  a  :  b  und    die  Fliehe  der- 
selben ti)\  so  sind  die  Größen  x  und  y  an  die  Bedingungen  gebunden 

b  X  —  a  y  =  0, 
X  y  =  ü)2. 

Die  gestellte  Aufgabe  erfordert  das  Auffinden  des  Maximums  der  Function 

(X  — 22)(y  — 2z)z 

unter  der  Bedingung,  dass 

b  X  —  a  y  =  0, 
xy  =  0)2 

ist,  also  das  Auffinden  des  absoluten  Maximums  der  Function 

(X  —  2  z)  (y  —  2z)z  +  X(bx  —  ay)  -f  tt(xy  —  «2). 

Bildet  man  die  drei  ersten  partiellen  Differentialquotienten  dieser  Function  nu<l 
setzt  diese  Null,  so  erhält  man: 

(y  — 2z)z  +  bX4-y{t  =  0, 

(x  —  2z)z  —  aX-|-x|i=:0, 

(x  —  2z)  (y  —  2z)  —  2z[x  +  y  —  4z]  =  0. 

Zu  diesen  drei  Gleichungen  treten  die  beiden  Bedingungsgleichungen  hinzn: 

b  X  —  a  y  =  0, 
X  y  —  0)2  =  0, 

so    dass  nun  fünf  Gleichungen  vorhanden  sind,    aus    welchen    die    fünf  Unbekannten 
X,  7,  z,  X  und  \i.  bestimmt  werden  können. 

In    dem  hier    vorliegenden  Falle  ist  die  Bestimmung   von  X  und  {x  überAüw. 
denn  man  findet  aus  den  Bedingungsgleichungen 


1/».  V^ 


und  erhält,  wenn  man  diese  Werte  in  die  dritte  Gleichung  einfuhrt: 


woraus : 


oder 


12  z2  —  4  z  0)  [f  ^  +  f  ^]  +  o>'^  =  0, 
2L3       )/^   -  '  9  ab  3  J' 

6      l]f^-'  j/ab         J       • 


folgt. 
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Nur  fiir  das  negative  Vorzeichen  der  Wurzel  ist  ein  Maximum  vorhanden;  die 
Lösung  mit  dem  positiven  Zeichen  ist  unbrauchbar,  denn  das  Volumen  wird  dann  negativ. 

Aufgaben: 

1.  Über  der  Hypotenuse  c  ist  das  größte  rechtwinklige  Dreieck  zu  construieren. 

c     /•  - 
Lösung:    Rechtwinkliggleichschenkliges  Dreieck  mit  den  Katheten    n  V^» 

2.  Auf  einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

sind  2  Punkte  Pj  (x,,  y,)  und  P2(x2,y2)  gegeben,  es  ist  ein  dritter  Punkt  P  der 
Ellipse  so  zu  bestimmen,  dass  das  Dreieck  Pj  P2  P  den  möglichst  größten  Flächen- 
inhalt hat. 

Lösung:  Punkt  P  muss  Endpunkt  des  Durchmessers  sein,    welcher  die  Sehne 
P,  P,  halbiert. 


IL  Abtheilung. 

Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf 

Aufgaben  der  Geometrie. 

1.  Abschnitt. 

Untersuchung  des  Laufes  ebener  Curven. 

Der  Lauf  einer  ebenen  Curve  ist  bekannt,  wenn  man  jeden  ihrer 
Punkte  (wenigstens  mit  hinreichender  Genauigkeit)  zu  construieren 
und  die  Richtung  der  Tangente  in  demselben  anzugeben  vermag. 

Ferner  gehört  hiezu  die  Kenntnis  aller  jener  Punkte  der  Curve, 
die  besondere  Eigenschaften  besitzen  und  unter  dem  Namen  beson- 
dere Punkte  zusammengefasst  werden. 

Die  Tangenten  in  besonderen  Punkten  sind  auch  als  besondere 
Tangenten  zu  betrachten. 

Je  nach  Beschaffenheit  der  Curven  bieten  Parallel-  oder  Polar- 
eoordinaten  für  die  Untersuchung  besondere  Vortheile. 

§  48.  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  und  der 
Gleichung  der  Curve  in  der  entwickelten  Form: 

y  =/(x).      . 

I.  Die  Coordinaten  einzelner  Punkte  einer  durch  ihre  Gleichung 
ji^egebenen  Curve  werden  aus  ihrer  Gleichung  berechnet. 
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Zweiter  Theil.     II.  Abtheilang.     1.  Abschnitt. 


Man  findet  nämlich  aus 

y  =/(x) 

die    den    Abscissen    Xj,    x^,    X3,  .  .  .    entsprechenden   Ordinatenwerte 

yi  =/(Xi),   y2  =fi^2\  ys  =/(X3)   •   .   . 

Durch  Auftragen  dieser  Größen  construiert  man  die  Punkte  P, 
P2,  P3,  .  .  .  der  Curve  (Fig.  15). 

Die  Richtung  der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte 
der  Curve  ist  durch  den  Winkel  ^  (Tangentenwinkell  den 
sie  mit  der  Abscissenaxe  einschließt,  bestimmt.  Da  nun 
bekanntlich 


Flg.  15. 


genUgt  die  Gleichung  der  Curve   auch  zur  Angabe   der  Richtung  d^r 
Tangente  in  den  einzelnen  Punkten  derselben. 
Man  hat: 

tang^,  =/  (xi),  tang»2  =f(^2l  tang*3  =/'(x3) . .  .*) 

Ist  ^  =  0,  so  ist  die  Tangente  im  betreffenden  Punkte  parallel 
zur  Abscissenaxe  (x).  der  Punkt  selbst  ist  dann  ein  höchster  oder 
tiefster  Punkt  seiner  Umgebung.  Umgekehrt  findet  man  durch  Auf- 
lösen der  Gleichung  /'  (x)  =  0  die  Abscissen  aller  Punkte  dieser 
Art,  die  meistens  schon  als  besondere  Punkte  anzusehen  sind. 

Welche  von  diesen  Punkten  höchste,  und  welche  tiefste  Punkte 
sind,  kann  nach  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  entschieden 
werden,  da  für  die  ersteren  /"(x)   einen   negativen-  ftir  die  letztenn 


•)  /'  (xj)  wird  erhalten,  wenn   man  in  /'  (x)  x^  für  x  smbstituiert. 


Untersuchung  des  Laufes  ebener  Gurren. 
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einen  positiven  Wert  besitzt.  Meistens   wird   man    dies  direct  aus  der 
Lage  der  bereits  construierten  Punkte  erkennen. 

Durch  den  Winkel  ^  ist  wohl  die  Tangente  genau  bestimmt, 
für  die  Construction  derselben  eignen  sich  aber  in  vielen  Fällen  andere 
Bestimmungsstücke  derselben  besser,  es  sind  dies:  das  Tangenten- 
stück, das  Normalenstück,  die  Subtangente  und  die  Sub- 
normale. 

Wird  auf  die  Tangente  im  Punkte  P  einer  Curve  die  Senkrechte 
errichtet,  so  nennt  man  die  letztere  die  Normale  der  Curve  in  diesem 
Punkte;  durch  die  Tangente  ist  also  die  Normale  der  Curve  bestimmt, 
und  umgekehrt. 

Verlängert  man  die  Tangente  und  die  Normale  bis  zu  ihren 
Schnittpunkten  T  und  N  (Fig.  16)   mit  der  Abscissenaxe,   so   werden 

Flg.  16. 


dadurch  die  Strecken  T  P  und  P  N  abgeschnitten,  welche  Tangenten- 
stück, beziehungsweise  Normalstück  genannt  werden;  die  Projectionen 
dieser  Strecken  auf  die  Abscissenaxe  A  T  und  A  N  heißen  Subtangente 
und  Subnormale. 

Diese  vier  Bestimm unß:sstücke  sollen  mit  t  n,  st  und  sn  bezeichnet 
werden.  Eines  derselben  genügt  für  die  Construction  der  Tangente 
und  der  Normale. 


Da 


tang&  =  ||=/'(x)  =  y', 
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Zweiter  Theil.     II.  Abtheilang.     1.  Abschnitt. 


SO  ist 


St  =  — ^— ;r  =  —  -^.J 

tang  ^  y' 

8n  =  ytang»=yy; 

t=  r?Tst^  =  f y2  +  (yy  =  ^la  qr y^2^ 

Um  Fehler  bei  der  Verbindung  der  einzelnen  aufgetragenen 
Curvenpunkte  zu  vermeiden,  wird  es  häutig  nothwendig,  den  Sinn 
der  Krümmung  der  Curve  in  diesen  Punkten  zu  bestimmen. 

Eine  Curve  soll  nach  aufwärts  oder  abwärts  gekrümmt 
(concav  oder  convex)  heißen,  je  nachdem  sie  ihre  Öffnung  in  der 
Richtung  der  positiven  oder  negativen  Ordinatenaxe  gewendet  hat.  &• 
ist  die  in  der  Fig.  17  voll  ausgezogene  Curve  nach  aufwärts,  die  ge- 
strichelte nach  abwärts  gekrümmt. 

Flg.  17. 


Demgemäß  ist  eine  Curve  in  einem  Punkte  P  nach  aufwärts 
gekrümmt,  wenn  sie  sich  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  oberhalb 
der  Tangente  in  demselben  befindet,  sie  ist  in  diesem  Punkte  Dach 
abwärts  gekrümmt,  wenn  sie  in  der  Umgebung  beiderseits  die5e^ 
Punktes  unterhalb  der  Tangente  liegt. 

Dann  müssen  aber  die  in  der  Richtung  der  Ordinatenaxe  gemessenen 
Abstände  T^  P^,  T2P.2  der  dem  P  benachbarten  Curvenpunkte  P, 
und  P2  von  den  Punkten  der  Tangente  Tj  und  T^,  welche  dieselben 
Abscissen  haben,  wie  die  ersteren,  im  ersten  Falle  positiv,  im  zweiten 
aber  negativ  sein. 

Durch  die  Berechnung  dieser  Abstände  erlangt  man  ein  Mittel, 
um  den  Sinn  der  Krümmung  in  dem  Punkte  P  zu  erkennen.  Da 
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Tj  P,  =  A.,  P.,  —  Aj  T.,  =  A.,  Pj  —  (Aj  Q  +  Q  Tj); 

zufolge  der  Curvengleichung  aber 

A^Q  =AP=/(x), 

A2P2  =/  (X  +  h), 

Q  T.2  =  h  tang*  =  hf  (x), 
rindet  man 

Tj  P,  =/  (X  +  h)  -/  (X)  -  h  /•  (X), 

oder,  wenn  y  (x  -|-  h)  nach  Taylor  entwickelt  wird, 

TiP2=2'/"W+3j/"(x)4-... 

Wie  bereits  bei  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  angeführt, 
kann  h  immer  so  klein  angenommen  werden,  dass  das  Vorzeichen  der 
Entwicklang  rechts  dnrch  das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  bestimmt 
wird,  in  welchem  h  in  der  zweiten  Potenz  auftritt. 

Demnach  ergibt  sich  für  T2P2  dasjenige  Vorzeichen,  welches 
f  (x)  im  Punkte  P  hat,  und  zwar  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  h  positiv 
oder  negativ  ist,  d.  h.  ob  ein  Punkt  P,  links  oder  ein  Punkt  P2  rechts 
von  P  betrachtet  wird. 

Eine  Curve  ist  somit  in  einem  Punkte  nach  aufwärts 
gekrümmt,  wenn  der  zweite  Differentialquotient /"(x)  in  dem- 
selben positiv  ist,  sie  ist  nach  abwärts  gekrümmt,  wenn  dieser 
Differentialquotient  einen  negativen  Wert  besitzt. 

Ein  besonderer  Fall  tritt  ein  für 

/"(x)  =  0. 

Dann  hat  man  nämlich 

T.iP2=3jy"'(x)  +  ^/('^)(x)+... 

und  das  Vorzeichen  von  T2P2  (Fig.  18)  wird  für  hinreichend  kleine  h  vom 
ersten  Gliede  rechts,  also  sowohl  von  h  als  auch  von  /'"  (x)  abhängig. 

Der  Abstand  TP 
wechselt  mit  h  das  Vor- 
zeichen, es  müssen  somit 
die  Abstände  T^P,  und 
T.>P.^  verschieden  bezeich- 
net sein.  Die  Curve  über- 
geht von  einer  Seite  der 
Tangente  auf  die  andere, 
also  von  der  B^rümmung 
nach  aufwärts  in  jene  nach 
abwärts   oder   umgekehrt. 


Fig.  18. 
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Zweiter  Theil.    II.  Abtheilang.     1.  Abschnitt. 


Der  Punkt  P  wird  in  diesem  Falle  Wendepunkt  oder  In- 
fi exionspunkt  genannt.  Die  Tangente  in  demselben  heißt  "Wende- 
oder  Inflexionstangente. 

Ist  /''(x)>Ü,  dann  ist  I\P,"'"<0;  T^2'>0,  die  Cur ve  geht  von 
der  Krilmmung  nach  abwärts  in  jene  nach  aufwärts  über  (in  der  Figur 

gestrichelt).  Ist  hingegen  /'"  (x)  <  0,  so  hat  man  Ti  V[  >  0  und  TVP-:  <<^- 
die  Curve  geht  aus  der  Krümmung  nach  aufwärts  in  jene  nach  ab- 
wärts über  (in  der  Figur  voll  gezogen). 

Selbstverständlich  kann  die  Wendetangente  jede  beliebige  Rich- 
tung haben,  also  auch  zur  Abscissenaxe  oder  zur  Ordinatenaxe  parallt^l 
sein.  Im  ersten  Falle  ist  tang  d-  ==  0,  d.  h.  /*  (x)  =  0  und  man  sieht. 
dass  die  aus  der  Gleichung  /'  (x)  =  0  berechneten  Werte  von  x  nicht 
immer  höchste  oder  tiefste  Punkte  geben,  denn  verschwindet  für  einec 
derselben  auch/"(x),  ohne  dass  gleichzeitig  /*"(x)  Null  wird,  dann 
hat  man  in  diesen  Punkten   eine   zur  Abscissenaxe   parallele  Wende- 

tan<^ente.  also  einen  der 
in  der  nebenstehenden 
Fig.  19  gezeichneten  Fälle. 
Ist  die  Tangente  im 
Punkte  P  zur  Ordinaten- 
axe parallel^  also  zur 
Abscissenaxe  senkrecht  s*:- 

ist  0-  =    ,  also  tang  &=  v. 

d.  h.  /'  (x)  =  CO  und  man 
hat  dann  zumeist  mit  einem  der  vier  in  der  Fig.  20  gezeichneten  Fälle 


Fig.  19. 


Fig.  20. 


0 


w 


A 
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zu  thun.  Welcher  dieser  Fälle  eintritt  muss  durch  eine  besondere  Unter- 
suchung  ermittelt  werden. 

Diese  Untersuchung  erstreckt  sich  auf  /(x  -f-  h)  und  /(x  —  h), 
wobei  für  x  jener  Wert  zu  setzen  ist  für  welchen  /'(x)  unendlich 
wird.  Ergeben  sich  sowohl  für  /(x  -j-  h)  als  auch  f(x  —  h)  reale  Werte, 
von  welchen  der  eine  größer  und  der  andere  kleiner  ist  als  /(x),  so 
ist  der  Punkt  ein  Wendepunkt  (Fig.  20,  Fall  1,  2).  Resultieren  hin- 
gegen für  /(x  4"  h)  oder  /(x  —  h)  imaginäre  Werte,  so  tritt  der  Fall  4 
oder  3  ein.  Sind  die  Werte /(x-f-h)  und /(x  —  h)  beide  größer  oder 
kleiner  als  /(x),  dann  ist  der  Punkt  eine  Spitze  wie  C  und  B  in  Fig.  9. 
Ergeben  sich  aber  sowohl  ftlr  y (x-f-h)  als  /(x  —  h)  je  zwei  reale 
Werte,  so  stoßen  in  dem  Punkte  zwei  Curvenäste  zusammen  und  haben 
in  demselben  eine  gemeinschaftliche  zur  y-Axe  parallele  Tangente. 

Sollen  alle  Inflexionspunkte  einer  durch  ihre  Gleichung 
gegebenen  Curve  ermittelt  werden,  so  wird  die  Gleichung 
/"  (x)  =  0  aufgestellt,  deren  Auflösungen  die  Abscissen  solcher 
Punkte  geben,  wenn  sie  nicht  /'"(x)  gleichzeitig  zu  Null 
machen.  Im  letzteren  Falle  ist  nur  dann  ein  Inflexionspunkt  vor- 
handen, wenn  auch  y^(x)  =  0,  oder  wenn  bei  mehreren  aufeinander 
folgenden  verschwindenden  DiflFerentialquotienten  der  erste  nicht  ver- 
schwindende von  ungerader  Ordnung  ist  Gibt  es  einen  Wert  des  x, 
für  welchen  /' (x)  =  co  wird,  so  muss  der  Fall,  wie  angeführt, 
besonders  untersucht  werden. 

Die  Inflexionspunkte  sind  auch  als  besondere  Punkte 
anzusehen. 

Andere  Arten  von  besonderen  Punkten  werden  in  einem  späteren 
Paragraphen  besprochen  werden. 

Beispiele: 

1.  Loganthmxsche  Linie, 

Die  Gleichung  dieser  Curve  ist 

X 

V  =  me™. 
Man  hat  also: 

z 

y'  =  e^ 

1  ^ 

y"  =  —  e°* 

^         m 

and  ersieht  daraus,  dass  y'  und  y"  für  endliche  Werte  des  x  weder 
Null  noch  unendlich  werden  können.  Daraus  folgt,  dass  die  Curve 
keine  höchsten  und  tiefsten  Punkte  besitzt  und  keine  Inflexionspunkte 
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aufweist.   Weil  y"  für  jeden  Wert  des  x  positiv  bleibt,  ist  die  Carvt 
in  ihrem  ganzen  Verlaufe  nach  aufwärts  gekrümmt.  (Fig.  21.) 


Fig.  21. 


Aus  der  Gleichung  der  Curve  findet  man  für 

x=  —  oö,       y  =  0, 
X  =  0,  y  =  m, 

X  =  oo,  y  =  -x). 

Während  ako  x  die  Werte  von  —  oo  bis  0  und  dann  bis  -p  >^ 

durchläuft,   nimmt  y  von  0  bis  m    und   dann   unbeschränkt   zu.    Dir 

Curve  nähert   sich   der   negativen  x-Axe   asymptotisch,   schneidet  dif 

Ordinatenaxe  im  Abstände  m  vom  Ursprünge  und  hat,  weil  y'  =  tangt* 

für  x  =  0  den  Wert  1  annimmt,  in  diesem  Schnittpunkte  eine  unter  ]\ 

gegen  die  Abscissenaxe  geneigte  Tangente. 
Für  die  Subtangente  erhält  man: 


st  = 


y 
y 


me 


X 

m 


. =  m. 


X 

im 


Die  Subtangente  der  logarithmischen  Linie  ist  somit  coDStarl 
und  gleich  dem  Stücke,  das  die  Curve  auf  der  Ordinatenaxe  abschneidet 
Man  construiert  daher  die  Tangente  in  einem  Punkte  P  der  lopi 
rithmischen  Linie,  indem  man  die  Strecke  m  =  OM  vom  Fußpunkte  Jl 
der  Ordinate  auf  der  x-Axe  entsprechend  aufträgt  und  den  so  erhal- 
tenen Punkt  T  mit  P  verbindet. 

2,  Die  Parabel. 

Die  gegebene  Curvengleichung  sei 

y2  =  2  p  X. 
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Aus  dieser  folgt: 


..' 


2ydy  =  2pdx, 


dx 


l/'2p 


2x 


./' 


2  '  2x'  '  Sx» 


rv 


Weil  weder  y'  noch  y"  für  endliche  x  Null  werden  können,  hat  die 
Curve  keine  höchsten  und  tiefsten  Punkte  und  keine  Inflexionspunkte. 

Für  X  =  0  wird  y'  =  co,  also  besondere  Untersuchung  noth- 
wendig.  Lässt  man  an  dieser  Stelle  x  in  x  —  h  übergehen,  so  erhält 
man  y^  =  —  2  p  h,  somit  für  y  imaginäre  Werte.  Die  Curve  hat  also 
für  x  =  0,  d.  h.  im  Ursprung  (weil  für  x  =  0  auch  y  =  0  ist)  einen 
Scheitelpunkt,  in  welchem  die  Tangente  wegen  y'  =  oo  senkrecht  zur 
x-Axe  steht,  also  die  y-Axe  ist. 

Für  jeden  positiven  Wert  des  x  folgen  aus  der  Gleichung  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Werte  von  y,  die  Curve  ist  somit  bezüglich 
der  x-Axe  symmetrisch.  Mit  wachsendem  x  wächst  auch  y  beständig. 

Bestimmt  man  die  Subtangente  und  die  Subnormale,  so  findet  man: 

y      y      y^     2  p  x     _ 

—  st=  ^  =  -'^-  =•'    =  —5—  =  2x, 

y      p      p       p 
y 

sn  =  yy^  =  y  •  ^  =  p, 

y 

iass  die  Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse  des  Punktes,   die 
?ubnormale  constant   und  gleich  dem  Parameter  p  ist. 

Dies  gibt  eine  einfache  Construction  für  Tangente  oder  Normale 
md  auch  für  die  Punkte  der  Parabel. 

Will  man  nämlich  die  zur  Abscisse  x  =  OA  (Fig.  22)  zugehörigen  Punkte 
ier  Parabel  finden,  so  trägt  man 
'on  A  aus  nach  der  positiven 
ieite  der  x-Axe  den  Parameter  p 
md  nach  der  negativen  Seite 
Ue  doppelte  Abscisse  2  x  auf.  Da- 
lurch  erhält  man  die  Strecke  BC. 
kschroibt  man  nun  über  dieser 
»trecke  als  Durchmesser  einen 
Creis,  so  sind  seine  Schnittpunkte 
*,  P'  mit  der  aus  A  zur  y-Axe 
•arallelen  Geraden,  Punkte  der 
*arabel.  Die  Verbindungslinien 
[ieser  Punkte  mit  B  und  C  geb'en 
;ie  Tangente,  beziehungsweise  Nor- 
nale  in  denselben. 


IC  'X) 
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5.  Die  Kettenlmie. 

Die  Gleichung  dieser  Curve  lautet: 


=  ^  Ve"  -|-e    "*/, 


—  -  -  ^  öl 
2 


demnach  ist 


*  =    -Ve°*  —  e    '"/, 


2m 


Man  sieht  gleich,  dass  für  x  =  0,  y'  =  0  wird,  ohne  dass  f 
gleichzeitig  verschwindet  mithin  hat  die  Curve  im  Schnittpunkte  mit 
der  y-Axe  einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt. 

y"  kann  für  keinen  endlichen  Wert  von  x  Null  und  y'  nicht  un- 
endlich werden,  mithin  hat  die  Curve  keinen  Wcadepunkt,  sie  ist  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  nach  aufwärts  gekrümmt,  weil  für  ein  positiv 
vorausgesetztes  m  y"  beständig  positiv  bleibt. 

Aus  der  Gleichung  ergibt  sich  für 


X  =  — 

x  =  0. 

X  =    CO 


oo, 


y  = 


CO, 


y  =  m, 


? 


y  =  CO. 

Weiters  ergeben  sich  für  gleiche  positive  und  negative  Wene 
des  X  dieselben  Werte  von  y,  d.  h.  die  Curve  ist  bezüglich  der  y-Axe 
symmetrisch.  (Fig.  23.) 


Fig.  23. 
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Die  Construction  der  Tangente  in  irgend   einem  Punkte  P   der 
Kettenlinie,  ergibt  sich  in  folgender  Weise:   Es  ist 

1  (  ^1        _!l^         \ 
(y')2  =  A  Ve°*  +e    °^  —  2/. 

Durch  Subtraction  erhält  man 

V"  y^  —  m*^ 

Li  —  y"^  =  h  also  y'2  =  •'—--     - 
m  m 

und 

2 


=  tang»=  \^- 


m 


m 

2 


Führt  man  ans  dem  Schnittpunkte  Q  der  Parallelen  zur  x-Axe  aus  P  mit 
der  y-Axe  die  Tangente  Qp  an  den  Kreis  aus  O  vom  Radius  OS  =  m,  so  ist  diese 
parallel  zur  Tangente  an  die  Kettenlinie  im  Punkte  P. 

Denn   in    dem  Dreiecke  OpQ   istOp  =  ro,  0Q  =  7   und    bei   p    ein   rechter 

Winkel,  also  pQ  =  ^OQ^  —  Öp  =  ^y-  —  m^  und  tang  a  =  ^^  =    ,_   ™  — .  Da  nun 

pQ       j/y-  — m2 

K  1t  1  V  V"  -^  m^ 

a  +  ^  =  rt »  80  ist  9'  =  -   —  a,  also  tang  b  =  cotg  a  ^ =  ^-^ • 

a  d  tanga  m 

4.  Die  Wahracheinlichheitslinie, 
Ihre  Gleichung  lautet: 

y  =  e-"'. 

demnach  ist 

y  =  — 2xe-»', 

y"  =  2(2x2-.  i)e-x.. 
Daraus  ist  direct  zu  ersehen,  dass  für  x  =  0 

y'  =  0  und  y''  =  —  2 

ist  d.  h.  dass  die  Curve  in  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  y-Axe  einen 
höchsten  Punkt  hat. 

Auch  für  X  ^  +  oo  findet  man  (x  =  —  setzend  als  wahren  Wert)  -f  =  0,  wo- 

z 

durch  unendlich  ferne  tiefste  Punkte  angezeigt  werden. 

Femer    wird     y'*  =  0,     wenn     2x^  —  1  =  0     ist,    also    wenn 

X  =  +  r  ö '  ^^^^  ^**  ^^ö  Curve  in  den  Abständen  \  ^  und  — ) 

von  der  y-Axe  zwei  Inflexionspunkte.  Für  diese  Punkte  ergeben  sich 
die  Ordinaten  aus  der  Gleichung  der  Curve  mit 

BadissTlJevU  v.  Mlkatm,  Leltf.  d.  bfiber.  Uatbemat.  II.  Bd.  21 
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Der  Neigungswinkel  der  Wendetangente   als  Tangente  in  die 
Wendepunkten  ist  bestimmt  durch 

tangd  =  y  =  +  2fi.e"^=  +  f|- 

Für  den  Winkel  cp  (Fig.  24),    welchen  der  Strahl   aus   dem  Ur- 
sprung 0  nach  dem  Inflexionspunkte  P  mit  der  x-Axe  bildet,  hat  man: 

tang9  =  ~^-^=+  1'-, 

—  ^  2 

«omit  ist  jeder  dieser  Strahlen  OP  pau-allel   zur  Tangente   desjenigen 
Inflexionspunktes,  durch  den  er  nicht  geht. 

Fig.  24. 

(y) 


Aus  der  Gleichung  der  Curve  folgt: 

für     X  =  +  oo  y  =  0 

x  =  0  y  =  l 

X  =:  +  a    dasselbe     y  =  e"**. 

mithin  verläuft  die  Curve  zur  x-Axe  beiderseits  asymptotisch  und  isi 
zur  y-Axe  symmetrisch. 

II.  Bei  den  bisher  angeführten  Beispielen  war  die  Curve  analytiscli 
stets  dadurch  definiert,  dass  die  Ordinate  y  ihrer  Punkte  als  Function 
der  Abscisse  x  derselben  gegeben  war. 
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In  vielen  Fällen  ist  es  vortheilhafter,  die  sogenannte  parametrische 
Darstellungsweise  der  Curve  zu  wählen,  welche  darin  besteht,  dass 
sowohl  die  Ordinaten  y  als  auch  die  Abscissen  x  der  Curvenpunkte 
als  Functionen  eines  variablen  Parameters  t  dargestellt  werden. 

x  =  ^(t), 

y  =  *(t). 

Demselben  Parameterwerte  t  entsprechen  zusammeugehörige  Werte 
von  X  und  y. 

Aus  der  parametrischen  Darstellung  der  Curve  kann  durch  Eli- 
mination von  t  sofort  auf  F  (x,  y)  =  0  oder  auf  die  früher  angegebene 
Form  y  =/(x)  übergegangen  werden,  was  aber  für  die  Untersuchung 
des  Laufes  der  Curve  nicht  nothwendig  ist,  da  alle  den  Lauf  charak- 
terisierenden Größen  aus  den  zwei  Parametergleichungen  direct  er- 
mittelt werden  können. 


Es  ist  nämlich: 


demnach 


und 


ax  =  (p'(t)dt, 
dy  =  ^{.'(t)dt, 

dy^^t) 
d  X       tf'  (t) 

d'  y  ^  ?^  (t)  r  (t)  —  ^'  (t)  ^''  (t) 

dx2  [cp'(t)]» 


i'siehe  §  11,  Formel  41)  u.  s.  w. 

Beispiele: 
1,  Die  CyMoide, 

Diese  Curve  beschreibt  ein  Punkt  des  Kreises,  wenn  der  Kreis 
auf  einer  Geraden  rollt,  ohne  hiebei  zu  gleiten. 

Ist  der  Punkt  speciell  ein  Punkt  des  Kreisumfanges,  so  be- 
schreibt er  die  sogenannte  gemeine  Cykloide  und  diese  soll  hier 
untersucht  werden. 

Die  Kenntnis  der  Entstehungsweise  genügt  für  die  Aufstellung 
der  Gleichung  der  Curve. 

Der  Einfachheit  halber  sei  die  Gerade,  auf  welcher  der  Kreis 
vom  Radius  a  rollt,  zur  x-Axe  des  Coordinaten Systems  und  der  Kreis 
in  seiner  Anfangslage  derart  gewählt,  dass  er  in  dem  die  Cykloide  er- 
zeugenden Punkte  0  seines  Umfanges  die  x-Axe  berührt. 

21* 
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Fig.  25. 


Gelangt  der  Kreis  beim  Rollen  in  die  in  der  Fig.  25  gestriclielt 
gezeichnete  Lage,  so  kommt  der  die  Cykloide  beschreibende  Punkt  0  auf 
die  Stelle  P,  wodurch  der  diesen  Punkt  mit  dem  Kreismittelpunkt  ver- 
bindende Radius  (ursprüng- 
lich Co  0)  in  die  Lage  C  P 
gelangt,  welche  durch  deü 
Winkel  t,  Wälzungswinkel 
genannt,  bestimmt  wird. 

Da  der  Kreis  rollt  ohne 
zu  gleiten,  muss  OD  gleich 
sein  dem  abgewickelten  Bogen 
PD,  also: 

OD  =  arcPD  =  at 

Wählt  man  den  Punkt  0  zum  Ursprung  des  Coordinatensystems, 
so  erhält  man  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  der  Curve  folgende 
Beziehungen: 

x  =  OA  =  OD  — AD  =  OD  — PE  =  at  — asint, 
y  =  AP  =  DE  =  DC  —  EC  =a  — acost. 

In  parametrischer  Darstellungs weise  erscheint  somit  die  gemeine 
Cykloide  durch  folgendes  Gleichungssystem  gegeben: 

X  =  a  (t  —  sin  t), 
y  =  a  (1  —  cos  t). 

Durch  Elimination  von  t  aus  diesen  beiden  Gleichungen  könnte 
die  Cykloide  durch  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  ausgedröcki 
werden,  was  aber  nicht  zweckmäßig  ist,  weil  diese  Gleichung  eine  ziem- 
lich complicierte  Form  erlangt.  [x=a{arccos(a  —  y)  —  [-^l — (a — yi-/! 

Die  zur  Untersuchung  des  Laufes  der  Curve  erforderlichen  Diffe- 
rentialquotienten können  direct  aus  den  Parametergleichungen  gebildet 
werden. 

Es  ist  nämlich: 

d  X  =  a  (1  —  cos  t)  d  t,       d-  x  =  a  sin  t  d  t^, 

dy=asintdt,       d2y  =  a  cos  t  d  t^. 


demnach 


d  y sin  t 

d  X       1  —  cos  t 


2  sm  ^  cos  ^ 
2  sin^  - 


=  ^tg  2' 
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d-  V       a^  Cl  —  cos  t)  cos  t  —  a^  sin^  t 


dx2 


a*'^(l  —  cost)^ 


Ä         -4* 

4  a  sm*^ 


Daraus  ist  zu  ersehen,   dass,   wenn  nur   ein  Curvenast,   welcher 
durch  einmaliges  Abrollen  des  Kreises  entsteht,  betrachtet  wird. 


dy  _ 


dx 


=  0     für     t  ==  z, 


und  dass 


d^v 


für   keinen  Wert  von   t   verschwindet   und   beständig 


dx2 
negativ  bleibt. 

Die  Curve  ist  somit,  was  aus  der  Entstehungsart  direct  erkannt 
werden  kann,  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  nach  abwärts  gekrümmt  und 
erreicht  für  den  Wälzungswinkel  t  =  ic,  also,  wenn  der  Kreis  seinen 
halben  Umfang  abgerollt  hat,  den  höchsten  Punkt  S.  Die  Coordinaten 
des  höchsten  Punktes  sind  x.  =  aic   und  ji  =  a  —  a  cos  ic  =  2  a  u.  s.  w. 

Der  Neigungswinkel  d  der  Tangente  im  Punkte  P  der  Cykloide 
ist  gegeben  durch 

tangd  =  y^  =  cotg  g. 

Mithin   ist   die    Verbindungsgerade    von  B  mit  P  die   Tangente. 

(t        z 
0"  -f-  -   —  ^  ' 

also  tang  d-  =  cotg  -  •  j 

2.  Die  Kreisevolvente, 

Diese  Curve  beschreiben  alle  Punkte  einer  Geraden,  wenn  dieselbe  auf  dem 
umfang  eines  Kreises  rollt,  ohne  dabei  zu  gleiten.  Die  Gerade  ist  dann  in  jeder  Lage 
Tangente  an  den  Kreis. 

Aus  der  Entstehungsart  der  Curve  kann  ihre  Gleichung  abgeleitet  werden. 

Der  Mittelpunkt  des  Kreises  sei  der  Ein- 
fachheit wegen  zum  Ursprung  des  Coordinaten- 
»jstems,  der  Punkt  Q  (Fig.  26),  in  welchem  die 
'Gerade  in  ihrer  Anfangslage  den  Kreis  berührt, 
IM  dem  die  Curve  beschreibenden  Punkt,  und 
leine  Verbindungslinie  mit  dem  Ursprung  zur 
c-Axe  gewählt. 

Rollt  die  Gerade  so  weit  ab,  dass  sie  den 
vreis  im  Punkte  R  berührt,  so  gelangt  der  die 
3urve  beschreibende  Punkt  nach  P.  Die  Lage 
1er  Geraden  in  dieser  Stellung  RP  wird  durch 
len  Winkel  t  bestimmt,  den  der  Radius  OR  mit 
Jer  x-Axe  bildet. 


Fig.  2^. 


326  Zweiter  Theil.     II.  Abtheilung.     1.  Abschnitt. 

Weil  die  Gerade  auf  dem  Kreise  rollt,    ohne  zu  gleiten,   so   ist   RP  =  arcEQ. 
also  wenn  der  Kreis  den  Kadius  a  hat  KP  =  at. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  P  sind  durch  folgende  Beziehungen  bestimmt: 


X  =  OA  =  OM  +  MA  =  OM  +  NP  =  a  cos  t  +  RP  sin  t, 
V  =  AP  =  Sin  =  MR  —  NR  =  a  sin  t  —  RP  cos  t. 

Demnach  wird  die  Kreiserolvente  mit  Hilfe  des  Parameters  t  durch  folgende 
Gleichungen  dargestellt 

X  =  a  cos  t  -j-  at  sin  t, 
y  =  a  sin  t  —  a  t  cos  t. 

Man  hat  also: 

d  X  =  [ —  a  sin  t  -|-  a  sin  t  -j-  at  cos  t]  dt  =  at  cos  t  dt, 
d  y  =  [a  cos  t  —  a  cos  t  -(-  at  sin  t]  dt  =  at  sin  t  dt, 

und 

d  y        sin  t 

,   -  = =  tang  t. 

d  X       cos  t  ° 

Bezüglich  des  Sinnes  der  Krümmung  dieser  Curve  wären  besondere  Unter- 
suchungen erforderlich,    die  einige  Schwierigkeiten  bereiten,  weil  sowohl  der  erste  al< 

alle  folgenden  Differentialquotienten  für  t  =   ^    unendlich  (unstetig)  werden.  Dieselben 

sind  aber  überflüssig,  da  aus  der  Entstehungsart  der  Curve  der  Krümmuogssinn  dircct 
zu  erkennen  ist,  ebenso  wie  die  Thatsache,  dass  die  Curve  keine  Wendepunkte,  aber 
für  gerade  Vielfache  von  n  höchste,  beziehungsweise  tiefste  Punkte  besitzt. 

Der  Tangenten  winke!  ^  ist  gegeben  durch 

ö        dy 
tang  *  =  ^  ^  =  tang  t. 

Mithin  ist  die  Tangente  in  jedem  Punkte  P  der  Curve  parallel  zum  Radiu« 
nach  dem  entsprechenden  Berührungspunkte  K  der  rollenden  Geraden  mit  dem  K^ei^c. 
und  die  Gerade  selbst  ist  stets  Normale  der  Evolvente. 

§  49.  Voraussetzung  von  Polarcoordinaten. 

Viele  Curven  haben  in  Polarcoordinaten  bedeutend  einfachere 
Gleichungen,  weshalb  zur  analytischen  Darstellung  derselben  nicht 
rechtwinklige,  sondern  Polarcoordinaten  gewählt  werden. 

Ohne  auf  die  Untersuchung  der  Krümmungsverhältnisse,  der  beson- 
deren Punkte  u.  s.  w.  einzugehen,  sollen  hier  nur  jene  Größen  ennittelr 
werden,  welche  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Curvenpunkte  be- 
stiiumen. 
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Bei  Zugrundelegung   von  Polarcoordinaten  wird   gewöhnlich  die 

Lange  r  (Fig.   27)   des  Leitstrahles  (Radiusvector)   als  Function  des 

Winkels  ?p,   welchen   der  Leitstrahl   mit  der   positiven  Richtung  der 

Polaraxe  einschließt  (Winkelamplitude  oder  Anomalie),  dargestellt. 


Fig.  27. 


Dementsprechend  sei  vorausgesetzt,  dass  die  Curve  durch  ihre 
auf  ein  Polarcoordinatensystem  bezogene  Gleichung  in  der  entwickelten 
Form  gegeben  ist: 

r  =  /((p). 

Die  Richtung  der  Tangente  in  einem  Punkte  der  Curve 
ist  bestimmt  durch  den  Winkel  9,  welchen  ihre  positive 
Richtung  mit  der  positiven  Richtung  des  Leitstrahles  ein- 
schließt. 

Die  positive  Richtung  der  Tangente  ist  stets  im  Sinne  der  wach- 
senden Amplitude  zu  nehmen.  Die  Tangente  im  Punkte  P  wird  auch 
hier  als  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  seinem  Nachbarpunkte  P' 
definiert. 

Hat  der  Punkt  P  die  Polarcoordinaten  r  und  ©,  so  sind  jene  seines 
Xachbarpunktes  P'  r-f-^r  und  cp-f-d?p,  wobei  r -|- clr  =  /(cp-(-d^)  ist. 

Beschreibt  man  mit  dem  Radius  OP  aus  dem  Pol  des  Coordinaten- 
systems  einen  Kreis,  so  triflft  dieser  den  Leitstrahl  nach  dem  Punkte  P' 
in  Q,  und  es  ist  gestattet,  sowohl  den  Kreisbogen  PQ  als  auch  den 
(Jurvenbogen  PP'  als  Gerade,  d.  h.  die  Figur  PQP'  als  ein  bei  Q 
rechtwinkliges  Dreieck  anzusehen. 

In  diesem  Elementardreiecke,  dessen  Hypotenuse  die  Länge  ds 
und  dessen  Katheten  die  Längen  dr  und  rdcp  haben,  kann,  weil  PP' 
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unendlich  klein  ist,   der  Winkel  bei  P'  dem  Winkel  8  gleich  gesetzt 
werden. 

Man  erhält  demnach  aus  dem  Elementardreieck: 


PF2  =  PQ2  -I-  QP'2^ 
also 


ds^  =  dr2  4-  r2  d^-^  =  d?2  |^r2  ^  (|;^)^]  , 


d.  =  d,fr>  +  (ii) 


2 


dr 
oder,  nach  Einführung  der  Bezeichnung  -5-^  =/'  (f)  =  r', 


ferner 


ds  =  dYVr*^  +  r"^ 
PQ  _rd9_         r 


also 


8ine  =  -^=^-^=   , 

PP'         ds         Kr^  +  r^2' 

_  FQ  _  dr  _  _     r^ 
cose  =  pp,  =  ds  =  |^r2^r^2' 

a       I'Q        rd?  r» 

tange  =  Q-p,  =  -^  =  -^-, 

drp 


tanff  ö  =  — ; . 
^  r 


Außer  dem  Winkel  9  gibt  es  noch  andere  Größen,  welche  sich 
in  einzelnen  Fällen  zur  Construction  der  Tangente  oder  Normale  be- 
sonders eignen.  Diese  sind  die  Polartangente,  Polarnormale. 
die  Polarsubtangente  und  Polarsubnormale. 

Führt  man  im  Ursprung  0  die  Senkrechte  zum  Radiusvector  OP 
des  Punktes  P  bis  zum  Schnittpunkte  T  und  N  mit  der  Tangente, 
beziehungsweise  Normale  des  Punktes  P,  so  werden  die  dadurch  abge- 
schnittenen Strecken 

PT  =  t,      PN  =  n,      OT  =  st,       ON=sn, 

Polartangente,    Polamormale,    Polarsubtangente    und   Polarsubnonnale 
genannt. 
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Die  Längen  dieser  Strecken  können  aus  Fig.  28  durch  r  und  r. 


leicht  ausgedrückt  werden. 


Fig.  28. 


Es  ist  nämlich: 


°  tang  W 

OT  =  rtange,  _ 


mithin: 


PT  =  K0P2  +  ÖT'^  =  ^r'^  +  r^  tang^  ö, 


sn 


r 


r         r^ 
st  =  r— =     r5 
r'        r 


t  =  y  r^  4-  r'-  ^,  =  -,  l'r^'q^V^. 


(X) 
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Fig.  29. 


(X) 


Beispiele: 

1,  Die  archimedische  Spirale, 
Die  Gleichung  dieser  Curve  ist 

r  =  a^. 

Sie  zeigt,  dass  für  ein  von  Null  (Fig.  29)  bis  ins  Unendliche  zu- 
nehmendes (p  auch  r  unbeschränkt  zunimmt,  dass  also  die  Cnire  im 
Ursprünge  beginnend  um  diesen  in  unendlich  vielen  Windungen  verlÄuft. 

Beschreibt  man  mn 
den  Ursprung  0  einen 
Kreis  vom  Radius  a.  sc 
folgt  aus  der  Gleichung 
der  Curve,  dass  für  eice 
Amplitude  ^  der  Radius- 
vector  r  =  OP  =  arcAB. 
Gelangt  der  ßadius- 
vector  bei  seiner  Drehung 
um  O  abermals  in  die  Lage 
OB,  so  ist  seine  Län^ 
rj:=a(27r-|-?)=arp-T-2a' 
so  dass  der  Abstand  der 
auf  einem  Radius  vector  gelegenen  Curvenp  unkte  constant  und  gleicb 
Ti  —  r  =  2  aw  wird.  Man  nennt  diesen  Abstand  die  Windungsweite 
der  Spirale. 

Für  negative  Amplituden  cp  wird  auch  r  negativ,  ist  also  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  aufzutragen.  Demnach  besteht  die  ganze  Spirale 
aus  zwei  zur  Normalen  y  der  Polaraxe  symmetrisch  gelegenen  Asten. 
Der  den  positiven  Werten  von  cp  entsprechende  Ast  ist  in  der  Figur 
voll,  jener  den  negativen  cp  entsprechende  gestrichelt  gezeichnet. 

Die  Tangentenconstruction  ergibt  sich  sehr  einfach  durch  die 
Subnormale. 

Es  ist  nämlich: 

sn  =  r'  =  a, 

d.  h.  die  Subnormale  der  archimedischen  Spirale    ist   für  alle  Punb 
derselben  von  constanter  Länge. 

Soll  also  im  Punkte  P  dieser  Curve  die  Tangente  construiert 
werden,  so  führt  man  aus  O  eine  Senkrechte  zum  Radiusvector  OP 
bis  zum  Schnittpunkte  N  mit  dem  Kreise  vom  Radius  a.  Die  Gerade  P^ 
ist  dann  die  Normale,  die  darauf  in  P  Senkrechte  die  Tangente  aß 
die  Curve. 
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2.  Die  hyperbolieche  Spirale. 

Ihre  Gleichung  ist 

a 
r  =  — . 

Für  ^  =  0  wird  r  ^  oo,  mit  wachsendem  9  nimmt  r  beständig  ab  und  wird 
Null  für  9=cc,  d.  h.  nach  unendlich  vielen  Windungen,  die  immer  kleiner  werden, 
erreicht  die  Curve  den  Ursprung,  dieser  ist  somit  ein  sogenannter  asjmptotischer  Punkt. 

Für  negative  Werte  von  «f  ergeben  sich  auch  negative  Werte  von  r,  die  Curv© 
besteht  somit  aus  zwei  zur  Normalen  der  Folaraxe  symmetrischen  Ästen. 

Die  Construction  der  Curvenpunkte  ist  aus 

r(p  =  a 

leicht  einzusehen.  Beschreibt  man  aus  dem  Ursprung  eine  Schar  concentrischer  Kreise 
und  schneidet  auf  diesen,    von  der  Richtung   der  Folaraxe  an  gerechnet,    B<5gen  von 
gleicher  Länge  a  ab,    so  sind  die 
Endpunkte    dieser    Bögen    Punkte 
der  Curve  (Fig.  30).  Denn  man  hat 

arc  A  P  =  arc  Aj  P,  =:  a. 

Für  die  Tangentenconstruc- 
tion  empfiehlt  sich  am  besten  die 
Subtangente. 

Diese  ist 


FIflf.  SO 


St  = 


r2 


a- 


2 


a 


—  a 


?■ 


constant  für  alle  Punkte  der  Spi- 
rale. Führt  man  also  im  Ursprung 
eine  Normale  zum  Radiusvector  OP, 
bis  sie  den  aus  O  mit  dem  Radius  a 
beschriebenen  Kreis  in  T  schneidet, 

so  erhält  man  in  der  Verbindungslinie  TP  die  Tangente  an  den  Punkt  P  der  Spirale. 
Da  sich  auch  für  den  unendlich  fernen  Punkt  (f  =  0)  st  =  —  a  ergibt,  befindet 
sich  die  Tangente  desselben  im  endlichen  Bereiche  und  ist  eine  Asjmptote  der  Curve. 
Sie  ist  die  im  Abstände  a  zur  Folaraxe  parallele  Gerade. 

5.  Die  logarithmische  Spirale. 
Diese  Curve  hat  die  Gleichung 


me 


a^ 


Dieselbe  lässt  erkennen,  dass  die  Curve  den  Ursprung  in  unend- 
lich vielen  Windungen  umkreist;  denn  für  (p  =  0  wird  r  =  m  und 
nimmt  mit  wachsendem  9  beständig  zu,  mit  ins  Negative  abnehmendem  cp 
hingegen  beständig  ab  und  wird  Null,  wenn  cp  =  —  00  wird. 

Der  Ursprung  ist  also   ein  asymptotischer  Punkt  dieser  Spirale. 
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Den  Werten  0,  «pj,  2^,,  3(pi,  .  .  .  nf,  von  ©  entsprechen  die  Werte  Fj,  =  ni 
r,  =  me*?i,  r,  ==  me**?i,  t^  =  me'*?i, .  .  .  m  =  me°*9i,  femer  den  Werten  0,  —f. 
—  2  9,,  — 39,,  .  .  .  des  ©,  die  Werte  r„=m,  «j^me~*?i,  «2=™^*"**'' 
«3  =  me~~'*?i  ...  Es  besteht  somit  die  Beziehung: 


Tn-l 


-^  =  ^  =  ^  =  ^  =  -''^-  =  .  .  .  =  e»?i. 


'1 


'3 


welche  zu  einer  einfachen  Construction  der  den  Amplituden  2  cp,,  3  9],  .  .  .  n  ^j.  —  ^ . 

—  2  9,,  —  3  «pp  .  .  ,  entsprechenden  Radienvectoren  führt,  wenn  nebst  der  Gröfie  m  der 

zur  Amplitude  f  gehörige  Radiusvector  r  bekannt  ist. 

Trägt  man  nämlich  aas  dem 
Fig.  31.  Scheitel  S  (i^'ig.  31)  eines  beliebiges 

Winkels  auf  einem  Schenkel  des- 
selben die  Strecken  S  A  =  r^  =  m 
und  S  C  =  rj  auf,  schneidet  sodann 
von  A  aus  mit  dem  Badius  r,  auf 
dem  zweiten  Schenkel  den  Punkt  1> 
ab  und  führt  von  C  aus  eine  Pa- 
rallele zu  A  B,  so  ist  die  auf  der- 
selben durch  die  Schenkel  di^« 
Winkels  begrenzte  Strecke  CD  de: 
Radiusvector  r^,  welcher  der  Am- 
plitude 2  f  ^  entspricht.  Denn  t-> 
besteht  die  Beziehung: 


AB 

SA 


CD 

SC* 


CA  A  C 


Fuhrt    man    aus  dem  End- 
punkte   E    der    Strecke    SE  =  r. 
.,     eine    Parallele   EF  zu  AB,  so  i< 
EF  =  r3  gleich   dem  Badiusrector 
für  die  Amplitude  3  f  |  u.  s.  w. 
Schneidet  man  von  A  aus  auf  A  B  die  Strecke   A  b  =  r,,  =  m  ab,    fahrt  diUL 
von  b  aus   eine  Parallele   zu  AC  bis  zum  Schnittpunkt  B'  mit   dem  zweiten  Scbenktl 
und  von  B'  eine  Parallele  zu  AB  bis  A',  so  ist  SA'  der  der  Amplitude  —  ^i  entsprechende 
Radiusvector  tj.  Denn  es  besteht  die  Beziehung: 


AB 

SA 


A'B; 

SÄ" 


Durch  Auftragen  von  A'd  =  «,  auf  A'B'   und    analogen   Vorgang   erhält  man 
SC'=^t2,  ^o  ^®°  Radiusvector  für  die  Amplitude  — 2  ^^  u.  s.  w. 

Für   die  Tangentenconstruction  eignet  sich  am   besten  der  Tan- 
gentenwinkel 6  (Fig.  32) 


tange  =  -,, 
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r  =  me»?.       r  =mae*?  =  ar. 


1 


tang  Ö  =  -, 

d.  h.  die  logarithmische  Spirale  schneidet  alle  Leitstrahlen  unter  dem- 
selben Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  —  ist. 

a 

Fig.  32. 


Bestimmt  man  die  Subtangente  und  Subnormale,  so  findet  man 

r^ r 

r'        a' 

sn  =  r'=  ar, 

d-  h.  die  Subtangente  ist  in  jedem  Punkte  derselbe  aliquote  Theil,  die 
Subnormale  dasselbe  Vielfache  des  Leitstrahles. 

Diese  Gurre  kann  zur  graphischen  Bestinunung  der  Wurzelgrößen  benützt 
werden. 

Entspricht  dem  Radiusvector  OPq,  welcher  gleich  ist  der  Einheit  die  Amplitude  (po, 
Bo  ist  zufolge  der  Curvengleichung 


r  =  me»?,       l  =  mea?o, 
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also 


r 

r 

me»? 

meas^o' 

d.  h. 

r : 

I^^Z 

e»(>p--«ü). 

und 

wenn 

man 

i  den 

Winkel  9 

—  cpQ  mit 

e  bezeichnet, 

r 

=  e»^ 

Erhebt 

man 

auf  beiden 

Seiten 

zur  Potenz  —, 

q 

P 

»N 

r*i  =  e  *i   . 
p 

Soll  also  r  auf  die  Potenz  —  graphisch  erhoben  werden,  so  fdhrt  man  den  Badio.«- 

q 

vector  OP  von  der  Länge  r  und  zieht  ans  dem  Ursprung  O  einen  Kreis  vom  Badias  1. 
welcher  die  Curve  in  P^,  trifft.  Der  Bogen  PyQ  entspricht  dann  dem  Winkel  e  =  ^  —  c 
Theilt  man  also  diesen  Bogen  in  p  Theile  und  führt  durch  den  q^n  Theüstrich  einefi 
Radiusvector,  so  ist  seine  Länge  die  gesuchte  Potenz  von  r. 

§  50.  Gleichung  der  Tangente  und  der  Normale  ebener  Curven 

Die  Aufstellung  der  Gleichung  für  die  Tangente  und  Normale 
in  irgend  einem  Punkte  einer  Curve  bereitet,  nachdem  ihre  Richtung 
bestimmt  ist,  keine  Schwierigkeiten. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P 
(Fig.  33)  der  Tangente  mit  i  und  tj  zum  Unterschiede  von  den  Coor- 
dinaten X  und  y  des  Punktes  P  der  Curve,  an  welchen  die  Tangente 

zu  ftihr^  ist.  so  lautet  die 
Gleichung  der  Tangente  als 
der  aus  dem  Punkte  P  mit  der 
Richtung  dx:dy  geführten 
Geraden 

dx  dy 

oder 

£  —  X     •»)  —  y  _ 


Fi».  3». 


dx 


dy 


=  0, 


und  jene  der  Normalen  als  Geraden   aus  dem   Punkte  senkrecht  zur 


selben  Richtung 


(S-x)dx  +  (Yi-y)dy  =  0 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  in  der  hier  angegebenen  Form 
nicht  direct  verwendbar  und  müssen  je  nach  der  Art,  in  welcher  die 
Curve  analytisch  gegeben  erscheint,  modificiert  werden. 
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Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  der  entwickelten  Form  gegeben 

y  =  m. 

dy  . 

so  ist  y'  =/'  (x)  =  T^  aus   dieser   direct  bestimmbar;  man   dividiert 

demnach  die  gefundenen  Gleichungen  für   die  Tangente  und  Normale 
mit  dx  und  erhält 

i-y-y'(S  — x)  =  o 

als  Gleichung  der  Tangente  und 

als  Gleichung  der  Normalen  in  der  in  diesem  Falle  brauchbaren  Form. 
Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  der  unentwickelten  Form  gegeben 


so  folgt  aus  dieser 


also 


F(x,y)  =  0, 
5F         ,    9F 


,       ,         9F        SF 
dx:dy  =  a— : 


3j'       9x 


Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  für  Tangente  und  Normale  die 

Richtungscomponenten   dx  und  dy,   durch   die   hiezu   proportionalen 

3F  2F 

Größen  y—  und  — 1— y  welche  dieselbe  Richtung  bestimmen,  so  erhält  man 


5F  .    5F 

-^-($-x)+,-(7i-y)  =  0 

dK  ^y 

als  Gleichung  der  Tangente,  und 

3F  9F 

~(S-x)-~(Yi-y)=0 
dy  c^X    '         '^ 

oder  in  der  üblicheren  Form 

S  — X  _!]  — y 


i> 


F    ~    9F 


5  X  9  V 


als  Gleichung  der  Normalen. 

Zar  Vermeidang  von  Irrthümern  sei  speciell  bemerkt,  dass  x  und  j  in  der 
Gleichung  der  Tangente  und  Normale  als  Constante  anzusehen  sind,  da  sie  die  Coor- 
dinAten  eines  bestimmten  Currenpunktes  P  bedeuten. 
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Schließlich  sei  noch  der  Fall  besprochen,  in  welchem  die  Curve 
mit  Hilfe  eines  Parameters  t  durch  die  beiden  Gleichungen 

7  =  ^^(0 
gegeben  erscheint. 

Da  aus  den  Parametergleichungen 

dx  =  (p'(t)dt, 
dy  =  r|^'(t)dt 
folgt,  so  gehen  die  Gleichungen  für  die  Tangente  und  Normale  über  in 

i  -?ft)  ^  •/!  — i>(t) 

?(t)  4^'(tj 

und 

[S  -  ?  (t)]  ?'  (t)  +  h  -  i-  (t)]  f  (t)  =  0. 

Beispiele: 

1.    Es  ist  die  Gleichung  der  Tangente  in  einem  Punkte  P(x.yi 
der  durch  ihre  Gleichung 

y2  =  2  p  X 

gegebenen  Parabel  zu  bestimmen. 
Aus  der  Gleichung  folgt 

2ydy  =  2pdx, 
also 

dy ,  p 

dx  ~  ^  ~  y 

Man  hat  also  als  Gleichung  der  Tangente 


oder 


und  weil 


Tr,_y_.^(S_x)  =  0 

•^y  —  y^  — p^  +  p^  =  o, 

Tiy-y'-p(S4-x)  +  2px  =  o, 


—  y2  +  2px  =  0 
(zufolge  der  Parabelgleichung) 

xy  =  p(4  +  x). 

\ 
\ 
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2.  Eb  ist  die  Gleichung  der  Tangebts  id  einem  Paukte  P  (x,  7)  der  dareh  die 
Gleichung 

f  +  M  - 1  =  0 


2F  _  2i 
d%  a?' 
3F_2y 
Sy"  b'  ' 

mithin  die  Gleichung  der  Tutgenle 


a'  T^  b'       Va'  ^  bV       "' 


-    -t-^  =1 

a"  ^^  V        '■ 
(zufolge  der  Qleichung  der  Ellipse) 

1^  +  11-'=»- 

3.  £■  ist  die  Gleichung  der  Nonnale  einer  dnrch  die  Parametergleich  nn  gen 

-    X  =:  ip  (t)  =  a  (t  —  sin  t), 

y  =  ^(t)  =  a(l  —  oost) 

gegebenen  gemeinen  C^kloide  sotEtieteUen . 
Mmn  hat: 

rp'(t)  =  a{l  —  coat), 
((,'  (t)  =  a  sin  t, 
sumit  als  Gleichung  det  Nonnalen 

[5  — a(t  —  Bint}]a(l  —  cos  t)  +  [tj  —  a(l  —  cos  t))a  sin  t  =  0 
(i  —  at)  (l  —  cos  t)  +  -rj  sin  t  =  0, 


"■"2 
T]  =  tang  -g  (i  —  X). 

tqiliii*ljg*li  n.  Mlknla,  Lelir.  d.  hBbar.  H>[bi!inu.  II.  Bd. 
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§  51.  Asymptoten  ebener  Cnrven. 

1,  Nähert  sich  ein  Punkt  bei  seiner  Fortbewegung  auf  einem  m 
Unendliche  verlaufenden  Curvenaste  einer  festen  Geraden  unbeschränkt, 
ohne  sie  jemals  zu  erreichen^  so  nennt  man  diese  eine  »Asymptote^  der 
Curve. 

Soll  also  die  Gerade  (A)  (Fig.  34)  eine  Asymptote  der  Curve  (0 
sein,  so  muss  der  Normalabstand  PQ  eines  Punktes  P  derselben  von 
der  Geraden,   bei   der   Fortbewegung   dieses   Punktes   ins  Unendliche 

continuierlich  gegen  Null  ab- 


Fiff.  M4. 


0 


(y) 


nehmen,  d.  h.  es  mnss 
lim  PQ  =  0 


z=:ao 


w 


werden. 

Führt  man  aus  P  eine 
Parallele  zur  y-Axe  bis  zu 
ihrem  Schnittpunkte  B  mit 
der  Geraden  (A),  so  erhält 
man  die  Strecke  PK  welche 
mit  PQ  gleichzeitig  ver- 
schwindet. 

Es  ist  somit 


Um  PR  =  0 


z  =  aD 


auch   ein  Kennzeichen   hiefür,   dass   die   Gerade   (A)    eine  Asymptote 
der  Curve  (C)  ist. 

Dieses  Kennzeichen  wird  unbrauchbar,  wenn  die  Asymptote 
parallel  zur  Ordinatenaxe  y  ist,  weshalb  dieser  Fall  gesondert  behandelt 
werden  muss. 

2,  Asymptoten  parallel  zur  Ordinatenaxe, 

Die  zur  y-Axe  parallelen  Asymptoten  sind  leicht  direct  aus  der 
Curvengleichung  zu  erkennen. 

Wird  nämlich  für  x  =  a,  y  =  od,  dann  besitzt  die  Curve  eine 
zur  y-Axe  parallele  Asymptote  im  Abstände  a  vom  Ursprung,  wenn 
sich  dieser  durch  die  Gleichung  x  =  a  gegebenen  Geraden  ein  Curven- 
ast  unbeschränkt  nähert. 

Ist  die  Curve  algebraisch  (d.  h.  wird  die  Curve  durch  eine  alge- 
braische Gleichung  analytisch  dargestellt),  so  können  die  Werte  von  x. 
für  welche  y  =  oo  wird,  in  folgender  Weise  leicht  gefunden  werden: 
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Ordnet  man  das  Polynom  der  aaf  Null  gebrachten  G-Ieichnng 
der  Carve  nach  fallenden  Potenzen  von  j,  so  erlangt  dieselbe  die  Form: 

y"  f  (X)  +  y"  -i-  (s)  +  y  X  (X)  + . . .  =  0, 

wobei  m  >  n  >  p  voraoBgeeetzt  ist. 
Ans  dieser  folgt: 

T  W  +  ^Ut  W  +  ^,zW  +  •  ■  ■  =  0. 

Hat  die  Cnrve  zur  y-Äxe  parallele  Asymptoten,  so  muss  es 
Werte  von  x  geben,  für  welche  y  ^  co  wird.  "Wird  aber  y  ^  <>d,  so 
redaciert  sieb  die  zuletzt  angeschriebene  Gleichang  auf 

tW  =  o. 

Man  erhalt  demnach  in  den  ÄnflOsnngen  der  Gleichung 
<p(x)  =  0 
diejenigen  Werte  Ton  x,  für  welche  y  unendlich  wird. 

Die  Abscissen  der  zur  Ordinatenaxe  parallelen  Asym- 
ptoten einer  algebraischen  Cnrve  findet  man,  wenn  man  den 
Ooefficienten  der  hQchsten  Potenz  von  y  in  ihrer  Gleichung 
Null  setzt  und  die  auf  diese  Art  erhaltene  Qleicfanng  auflöst. 

Nicht  alle  diesen  Auflösungen  entsprechenden  Ordinalen  mUssen 
Asymptoten  der  Curve  sein;  es  sind  dies  nur  jene,  welchen  sich  ein 
Curvenast  unbeBchrttnkt  nfthert,  was,  wenn  nicht  direct  einzusehen, 
besonders  untersucht  werden  muss. 

AnmerkaDg;  Die  edf  i-Ax«  parallelen  Atjmptoten  Bind  in  dem  aUgemeinen 
FaL  enttiaJten.  kBnnen  aber  auch  in  analoger  Weise  nie  die  zqi  y-Äxe  parallelen  aus 
der  Cnrreng'leiehaiig  diiect  erkannt  werden. 

Beispiele: 

1.  Eine  durch  die  Gleichung 

x'"y''  =  a      m>0      n>0 
gegebene   Curve   bat  sowohl   die  x-  als  y-Axe  zur  Asymiiintc.    Denn 
für  x=;0  wird  y=: -^    und   für  y  =  0,  x^i»,  femer  zei^'d-u  x^O. 
beziehungsweise  y  =  0  an,  dass  die  Curve  beiden  Axen  unheschrilokt 
nahe  gelegene  Punkte  besitzt 

2.  Die  Curve  der  Gleichung 


hat   die   x-Axe   and    eine   im   Abstände  a  vom  Ursprung   zur 
parallele  Gerade  zu  Asymptoten. 
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Denn  für  y  =  0  wird  x  =  co,  und  für  x  =  a  y  =  +  cc.  je 
nachdem  sich  x  dem  Werte  a  durch  Zunehmen  oder  Abnehmen 
nähert,  weil 

m 


lim 


--na 


■^^-;rr  =   +    (XJ. 


5=0 


Fig.  35. 


(a  +  8) 
3.  Die  Curve  der  Gleichang 

liegt  bezüglich  der  x-Axe  symmetrisch,   weil  sie  nur  gerade  Potenzen 

von  y  enthält.  (Fig.  35.) 

Um  zu  untersuchen,  ob 
die  Curve  Asymptoten  parallel 
zur  y-Äxe  besitzt,  ordnet  man 
die  Gleichung  nach  fallenden 
Potenzen  von  y  und  erhalt: 

y2(x  — 2r)-f  x3  =  0. 
Setzt  sodann  den  Coefficienten 
der  höchsten  Potenz  von  v 
gleich  Null 

x  —  2  r  =  0. 

woraus  x  =  2  r  als  Abscisse 

einer  derartigen  eventuellen 

Asymptote  folgt. 

Dassdie  Ordinatex = 2r 

wirklich  eine  Asymptote  kl 
kann  leicht  gezeigt  werden. 
Aus  der  Curvengleichung  er- 
hält man: 


=±r 


2r  — x' 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  y  ins  Unendliche  wächst,  wenn  x  als  fo- 
sitive  Größe  sich  der  Grenze  2  r  nähert  und  imaginär  wird,  wenn  ein 
positives  x  den  Wert  2  r  überschreitet  oder  wesentlich  negative  Werte 
annimmt. 

Die  Curve  liegt  somit  in  dem  zur  y-Axe  parallelen  Streifen  vor. 
der  Breite  2  r  und  kommt  der  Ordinate  x  =  2  r  unbeschränkt  nahe. 

Für  X  =  0  ist  y*-^  =  0,  mithin  der  Ursprung  ein  zweifachtr 
Punkt  der  Curve,  speciell  Spitze,  worauf  seinerzeit  hingewiesen  werden 
wird.  Diese  Curve  wird  Cissoide  genannt. 


\ 
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Die  Construction  einzelner  Curvenponkte  gestaltet  sich  zufolge  ihrer  Gleichung 
sehr  einfach. 

Beschreibt  man  Über  der  Abscisse  x  =  2  r  als  Durchmesser  einen  Kreis,  führt 
ans  dem  Ursprang  einen  beliebigen  Strahl,  welcher  den  Kreis  in  B  und  die  Asymptote 
in  C  schneidet,  und  trägt  vom  Ursprung  aus  auf  diesem  Strahle  die  Strecke  OP  =  BC 
auf,  so  ist  P  ein  Punkt  der  Curve. 

Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Construction  folgt  sus  der  Ähnlichkeit  der  Drei- 
ecke OPP'  und  OBB'.  Es  ist  nämlich: 

OP  =  BC. 

also 


OP'  =  B'A  =  x;      OP':P'P  =  OB':B'B  =  OA  — B'AryÖB'.B'Ä. 

d.  fa. 


X  :  P'P  =  (2r  —  x) :  Kx(2r  —  x), 

also 


2r— X  '2r  —  X       ^* 

4.  Hat  die  Curve  der  Gleichung 

x2y2_ax4-b  =  0;      a>0;      b>0 

eine  zur  y-Axe  parallele  Asymptote? 

Für  x  =  0  wird  y  =  oo,  man  könnte  also  glauben,  dass  die 
y-Axe  eine  Asymptote  der  Curve  sei.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall, 
denn  aus 


X2 


a 


ist  zu  ersehen,  dass  y  nur  so  lange  real  bleibt,  als  a  x  >  b,  also  x  ^  , 

ist,  die  Curve  nähert  sich  also  nicht  unbeschränkt  der  Ordinatenaxe, 
mithin  ist  diese  keine  Asymptote. 

3.  Asymptoten  geneigt  zur  Ordinatenaxe, 
Besitzt  die  durch  ihre  Gleichung 

y  =/(x) 

gegebene   Curve  eine  zur  y-Axe   geneigte  Asymptote,  so   kann  diese 
als  Gerade  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

T^  =  aS-fb, 

analytisch  dargestellt  werden. 
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Die  Größen  a  und  b  können  aus  der  Bedingung  für  eine  Asymptote 
lim  PR  =  0  ermittelt  werden.  (Fig.  36.) 


z  =soo 


Fig.  86. 


Es  ist 

PR  =  P'R  —  P'P  =  T)  —  y, 

also,  weil  t]  =  a  x  -f-  b  und  y  =/(x), 

lim  PR  =.lim  [(ax  +  b  — /(x)]  =  0. 


X=OB 


x  =  aD 


Soll  nun  lim  PR  =  0  sein,  muss  umsomehr 


X"=oo 


d.  h. 


lim  ?5  =  0, 


,=,V      •    X  X  / 


sein.    Da  -  für  x  =  cx)  Null  wird,  folgt 

a=lim-/^). 

=  «      X 


X=OD 


Aus  der  Gleichung 

lim[ax  +  b— /(x)]  =  0 

X=OD 

erhält  man: 

b  =  lim  [/(x)  -^  a  x], 


X=OD 


wprin  für  a  der  bereits  gefundene  Wert  zu  setzen  ist. 

Sind  die  beiden  Constanten  a  und  b  bestimmt,   so  ist  auch  die 
Asymptote  festgelegt. 
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Beispiel: 
Eb  ist  die  Asymptote  der  Curve 

,       sinx 

y  =  m  X  +  n  -    - 


auf  zu  suchen. 
Hier  ist 


a  =  lim  — —  ^  lim  I  m  +  n  — ;;-  I  ^  m, 
.  =  •    X         ii  =  «L       '        x^  J 

b  =  lim  |/(x)  —  a  x]  =  lim  1  m  x  -|-  n m  x  I  =  0, 

weil 

,.     sinx 

hm  — -  =  0. 

x=-m     X 

Die  G-Ieichnng  der  Asymptote  lautet  sonach 
■ri  =  m£, 
und  stellt  eine  Grerade  aas  dem  Ursprung  vor,   deren  Neigungswinkel 
3  gegen  die  x-Axe  durch  tang  a  =  m  gegeben  erscheint. 

Wie  man  sich  leicht  Überzeugen  kann,  schneidet  die  Curve  ihre 
Asymptote  in  den  Abständen  x]fY-fm\  2Äl^r+m^,  SiclT+m^, . . . 
(Fig.  37)  vom  Ursprung.  Denn  für  x^ir,  Sic,  3tc.  4it.  .  . .  ist  y^^mn, 
Fl«,  aj. 


w 

y 

^^ 

p. 

r 

?- 

"            1 

n 

^^^S:; 

^/ 

/: 

0 

^i\^   ! 

r 

n 

~ 

l'X) 

ämic,  SraTC,  4m5c, ...,  also  das  Verhältnis  ■ 
cleich  m,  weshalb  sie  einer  Geraden  von  der 
geboren  mUssen. 


jillo   die.se   Punkte 
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Für  X  =  0  ist  y  =  n,  die  Curve  hat  somit  im  ersten  Quadranten 
den  in  der  Figur  gezeichneten  Verlauf. 

Ergeben  sich  bei  der  Bestimmung  von  a  und  b  Schwierigkeiten,  so  kann  man 
versuchen,  die  Asymptote  als  Grenztangente  für  x  =  oo  anzusehen.  Dann  findet  man 
zufolge  der  Gleichung  der  Tangente  yj  —  y  ==  y'  (4  —  x),  a  =  lim  y';  b  =  lim  [j  —  xy",. 

Zu  jedem  Curvenpunkte  gehört  im  allgemeinen  eine  Tangente  der  Curre. 

Durchläuft  ein  beweglich  gedachter  Pimkt  einen  sich  ins  Unendliche  erstzeckenden 
Corvenast,  so  ändert  die  Tangente  in  demselben  continuierlich  ihre  Lage  und  nähen 
sich  hiebei  zumeist  einer  bestimmten  Grenzlage,  welche  die  Tangente  im  nnendlid) 
fernen  Punkt  der  Curve  genannt  wird.  Diese  kann,  muss  aber  nicht,  Asymptote 
der  Curve  sein.  Nur  bei  algebraischen  Curven  decken  sich  diese  Begriffe  immer. 

Die  Asymptote  einer  algebraischen  Curve  ist  Tangente  in  einen 
unendlich  fernen  Punkt  derselben,  demzufolge  muss  jede  algebraische 
Curve  n^*"  Ordnung  n  Asymptoten  haben,  welche  entsprechend  den 
anendlich  fernen  Punkten  real  oder  imaginär  sein  können.  Denn  jede 
algebraische  Curve  n^'  Ordnung  hat  mit  jeder  Geraden,  also  auch  mit 
der  unendlich  fernen  n  Schnittpunkte,  d.  h.  n  unendlich  ferne  Punkte, 
welche  real  oder  imaginär  sein  ^können,  und  zu  jedem  Punkte  gehört 
eine  Tangente  der  Curve. 

Jede  algebraische  G-leichung  kann  auf  die  Form 

?(x,  y)  +  4^(x,  y)  +  x(x,  y)  +  . . .  =  0 

gebracht  werden,  in  welcher  die  Functionszeichen  ?,  ^5  X?  •  •  •  homogene 
Functionen   vom    Grade   m,  n,  p, . .  .    anzeigen,   wobei    die   Grade  der 
Functionen  fallend  geordnet  vorausgesetzt  sind,  m  >  n  >  p  . . . 
Ersetzt  man  in  einer  homogenen  Function 

r  (Xj,  X2,  X3,  X4, .  .  .) 

vom  m**°  Grade,  die  Variablen  Xj,  Xj,  X3, . . .  durch  ihre  Producte 
mit  einem  Factor  t,  also  durch  tXj,  tx.2,  tXg, ...,  so  wird  dadurch 
die  Function,  weil  sie  nur  Glieder  der  m^*°  Dimension  enthält,  mit  f* 
multipliciert. 

Die  diese  Thatsache  ausdrückende  Gleichung 

Jl   \Xf    v,    Xo  V,    X«  X,  .   .  •  /  ^^—   V       X:    ^X««    Xq)    ^39  *   *  */ 

pflegt  man,  weil  sie  die  Function  als  homogen  vom  Grade  m  charak- 
terisiert, die  Definitionsgleichung  der  homogenen  Function  m**"  Grades 
zu  nennen. 

Ersetzt  man  in  der  homogenen  Function  des  dritten  Grades 

F(x,  y,  z)  =  x^  —  2x2y  -|-  4y  z^  —  7xy  z 

die  Variablen  durch 

xt,  yt,  zt, 

so  erhält  man: 

F(xt,  yt,  zt)  =  (x3-.  2x2y-f  4yz2  — 7xyz)t»  =  t3F(xyz). 
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Znfolge  dieser  Detiiiitioiisgleichung  für  eine  homogene  Function  ist 

if(xt,yt)  =  t-T(x,  y), 
<.(xt,yt)  =  ft(x,y), 
Z(it,yt)  =  fx(x,y): 


and  weil  t  Jeden  Wert  haben  kann,  also  auch  den  Wert      , 

f  ('•  X  )  =  i-  f  '*■  y*'  T  (^  y)  =  ^-  T  (i,  f ) , 
'''(■■i)  =  i"*<'''J'''  'K',y)  =  ='"t(i.9- 
x(i:  j)  =  -,',)((''•«;    x(«.y)  =  ^'z(i.  J)- 

Setzt   man   diese  Werte   von   'p(x,y);     ^(x,y};     x(x,y);...  in 
die  Curvengleichnng 

?  (X,  y)  +  rj,  (x,  y)  +  X  (^,  y)  +  •  ■  ■  =  0, 
so  geht  sie  in 

..,(i,l)  +  ,.t(,,l)  +  x,x(f)  +  ...  =  o 

oder  nach  Division  mit  x"  in 

über.  Wird  x  anendlich  groß,  so  stellt  -  -  den  Richtungscoefficienten  a 
der  Asymptote  vor,   und   die  ganze  Gleichung   rednciert  sich,  weil  in 
allen   übrigen  Oliedem  derselben  im  Nenner  positive  Potenzen  von  x 
stehen  (m  >  n  >  p  >  . . .  vorausgesetzt)  auf 
9(l,a)  =  0. 

Daraus  folgt  die  Regel: 

Znr  Bestimmung  der  Richtangseoefficienteii  a  der 
Asymptoten  einer  algebraischen  Curve  ersetzt  man  in  drr 
Gruppe  der  höchst  dimensionierten  Glieder  der  t-'urven- 
gleichung  x  durch  1  und  y  durch  a.  setzt  den  so  gebildeten 
Ansdrnck  gleich  Null  und  erhält  dadurch  eine  GleieliW 
deren  Auflösungen  nach  a  die  Richtungscoeffieient^fi 
Asymptoten  sind. 
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Ist  nun  a  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  ist 

TT)  =  aS-|-b 

die  Gleichung  einer  Asymptote,  wenn  b  entsprechend  bestimmt  voraus- 
gesetzt wird. 

So  lange  dies  nicht  der  Fall,  also  b  nur  als  ein  unbestimmter 
Parameter  angesehen  wird,  stellt  die  Gleichung 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichung 

y  =  ax-|-b 

eine  zur  Asymptote  parallele  Gerade  vor. 

Für  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Curve  gelten 
gleichzeitig  die  Gleichungen 

T(^5  y)  +  *(x,  y)  +  X(x,  y)  +  . . .  =  0     und     y  =  ax  +  b, 
also  auch  die  Gleichung 

9(x,  ax  +  b)  +  f^x,  ax  +  b)  +  x(x,  ax  +  b)  +  . . .  =  0, 

welche  nur  eine  Variable,  und  zwar  x  enthält. 

Sie  ist  vom  m**"  Grade  und  gibt  durch  ihre  Wurzeln  die  Abscissen 
der  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Curve. 

Der  Coefficient  der  m^°  Potenz  von  x  (der  höchsten)  ist  cpfl.a- 
und  verschwindet,  welchen  Wert  auch  b  haben  mag,  weil  a  derart 
bestimmt  wurde.  Die  Gleichung  gibt  also  für  jeden  Wert  von  b  eine 
Wurzel  x=  CO,  oder  mit  anderen  Worten,  jede  zur  Asymptote  parallele 
Gerade  geht  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Curve. 

Die  Asymptote  selbst,  die  nun  als  Tangente  an  die  Carve  m 
dem  unendlich  fernen  Punkt  angesehen  wird,  muss  auch  durch  eines 
Nachbarpunkt  desselben,  also  durch  einen  zweiten  unendlich  femeo 
Punkt  der  Curve  gehen;  demnach  muss  die  angeführte  Gleichung  eine 
zweite  Wurzel  x  =  co  haben.  Dies  trifft  nur  zu,  wenn  auch  der 
Coefficient  der  nächst  niedereren  Potenz  von  x  verschwindet. 

Setzt  man  also  diesen  Coefficienten  gleich  Null,  so  erhält  man 
eine  Gleichung,  aus  welcher  der  entsprechende  Wert  des  b  der 
Asymptotengleichung  resultiert. 

Beispiele: 

1.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Curve 

(X  —  tr,^3 


Asymptoten  besitzt. 


pl^(Y--l_,^0 
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Die  Gleichung  kann  durch  Multiplication  mit  p'  q^  auf  die  Form 
gebracht  werden: 

q'  (x  —  m)'  +  p^  (y  —  n)^  —  q3  p3  =  0, 

aas  welcher  zu  ersehen  ist,  dass  die  Gruppe  der  höchst  dimensionierten 
Glieder  q'  x^  -f-  p^  y^  ist. 

Man  hat  somit  zur  Bestimmung  des  Richtungscoefficienten  der 
Asymptoten  die  Gleichung 

q^  +  p^  a^  =  0, 

aus  welcher  als  einzige  reale  Lösung 

a  =  -l 
P 
erhalten  wird.    Die  Curve  besitzt  also  eine  reale  Asymptote  mit  der 

Richtung  — 'P  :  q- 

Setzt  man  in  die  Curvengleichung 

SO  erhält  man: 

q^  (x  —  m)^  "hp^(  —  —  x-f-b  —  nj   —  q5*p3  =  0. 

Der  Coefficient  der  höchsten,  nämlich  der  dritten  Potenz  von  x 
verschwindet  identisch,  wie  auch  schon  in  der  allgemeinen  Untersuchung 
gezeigt  wurde. 

Der  Coefficient  der  zweiten  Potenz  von  x  ist 

—  3q3m  +  3p»(^)  (b  —  n). 
Man  hat  also  zur  Bestimmung  von  b  die  Gleichung 


oder 


woraus 


—  3  q^m  +  3p3  (-^^y  (b  —  n)  =  0 
—  qm-j-pb  —  pn  =  0, 


j^^qm_+_pn 

P 

folgt. 

Die  Gleichung  der  Asymptote  lautet  sonach : 

p  p 

und  kann  auf  die  Form 

q(4  —  m)  +  p  (1)  —  n)  =  0 
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gebracht  werden,  aus  welcher  leicht  zu  erkennen  ist,  dass  die  Asymptote 
durch  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  m  und  n  geht  und  die  Richtung 
—  p  :  q  hat. 

2.  Es  sind  die  Asymptoten  der  Curve 

(x^  +  y2)x  =  2ry2 
aufzusuchen. 

Die  Gruppe  der  höchst  dimensionierten  Glieder  ist  hier  m^-^-f-i. 
und  man  hat  nach  der  Regel  zur  Bestimmung  des  a  der  Asymptote 
die  Gleichung 

1  +  a2  =  0, 

aus  welcher 

aj  =  -}-  i       a2  =  —  i 

folgt. 

Die  Curve  hat  also  zwei  imaginäre  Asymptoten,  muss  aber,  weil 
sie  vom  dritten  Grade  ist,  noch  eine  dritte,  reale  Asymptote  besitzen. 
Da  die  Richtung  der  letzteren  bei  dem  hier  eingeschlagenen  Vorj;:ang 
nicht  zum  Ausdrucke  gelangt,  muss  die  Asymptote  parallel  zur  y-Axe 
sein.  Dies  ist  auch  thatsächlich  der  Fall,  denn  die  Curve  ist  die  bereits 
auf  ihre  zur  y-Axe  parallele  Asymptoten  untersuchte  Cissoide.  (Fig.  35 . 

3.  Es  sind  die  Asymptoten  der  Curve 

x3  —  3mxy-|-y^  =  0 
zu  bestimmen. 

Die  Gruppe  der  höchst  dimensionierten  Glieder  in  der  Gleichung  i^i 

X»  +  y», 

man  hat  also  zur  Bestimmung  der  Richtungscoefficienten  der  Asymptoten 

1  -[-  a'  =  0 

oder 

(1  +  a)  (1  -  a  +  a^)  =  0, 
woraus 

a,=-l,       a,  =  i+lK3,       e^  =  ^-'-Ys 

folgt. 

Die  Curve,  das  Cartesische  Blatt  genannt,  hat  also  eine  reale 
Asymptote  mit  der  Richtung  1 :  1.  Zur  Bestimmung  der  Constanten  b 
der  Asymptotengleichung  hat  man  nur 

y=— x+b 

in  die  Curvengleichung  zu  substituieren  und  den  Coefficienten  der  zweit- 
höchsten Potenz  des  x  gleich  Null  zu  setzen. 
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Man  erhält: 


demnach 


3  m  X  (—  X  -f  b)  +  (—  X  +  b)» 
3m  +  3b  =  0, 

b  =  —  m. 


=  0, 


oder 


Die  Gleichung  der  Asymptote  ist  sonach: 

y  =  —  X  —  m 

X  +  y  +  m  =  0. 


Der  Lauf  dieser  interessanten  Curve  möge  etwas  näher  untersucht  werden. 

Zunächst  folgt  für  x  =  0  aus  der  Curvengleichung  y'  =  0,  der  Ursprung  ist 
ein  Doppelpunkt,  in  welchem  die  CoordinateuNxen  Tangenten  sind. 

Um  die  Punkte  zu  erhalten,  in  welchen  die  Tangenten  parallel  sind  zur  x-Axe, 
hat  man  bekanntlich 

5F 

dy 9x  3x2  —  3my 

dx  ~'^'9F  ~  3 mx  — 3y2  ~    ' 

dy 
d.  h. 

3  x2  —  3  m  y  =  ü 

zu  setzen  und  daraus  mit  Zuhilfenahme  der  Curvengleichung 

x^  —  3mxy-|-y'  =  0 

die  zusammengehörigen  Werte  von  x  und  y  zu  bestimmen. 
Man  findet  auf  diese  Weise: 


X,  =0, 

yi=o, 


Xj  =  m  /2, 

3_ 

y2  =  my4. 


dy 
Setzt  man  anderseits    -  -  =  oo,  d.  h. 

dx 

—  3mx4-3y2  =  0, 

80  erhält  man  mit  Zuhilfenahme  der  Curvengleichung 

8 

X3  =0,      X4  =  m  1/4, 

8 

ys  =  0,      74  =  na  ^2 


als  Coordinaten  der  Punkte,  in  welchen  die  Tangenten  parallel  sind  zur  y-Axe.  (Fig.  38.) 
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Die     Coordinftten&zen    sind    Tang^enten    im    Ursprung,     die    Cnrre    h&t   im 
Punkte  P2  eine  zur  x-Axe,  in  F^  eine  zur  j-Axe  parallele  Tangente  und  die  Gei&de 


Flg.  88. 


7  «|-  X  -f-  ni  =  0  zur  Asymptote,  somit  den  in  der  Figur  gezeichneten  Verlauf.  Das» 
sie  keine  Wendepunkte  besitzt,  kann  durch  Untersuchung  der  zweiten  Differendai- 
quotienten  leicht  nachgewiesen  werden. 

4.  Die  durch  die  Gleichung 


y  = 


1  —  X' 


gegebene  Curye  ist  dadurch  interessant,  dass  sie  drei  reale,  im  endlichen  Bereicht- 
gelegene  Asymptoten  besitzt.  (Fig.  39.) 

Zwei  Asymptoten  derselben  sind  parallel  zur  y-Axe  und  ihre  Gleichungen  sio^ 
X  =  1  und  X  ^  —  1,  denn  für  diese  beiden  Werte  des  x  wird  y  =  oc. 

Zur  Bestimmung  der  dritten  Asymptote  braucht  man  nur  die  beiden  Gonstanten 
ihrer  Gleichung  a  und  b  zu  bestimmen.  Diese  ergeben  sich: 


a 


=  lim  —  =  lim 


=  lim 


=«x 


Z  =  ac 


1  x2  1 


=   -1, 


(X^  \  X 

« •*  X  /  z=:ao  I  X 
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Demnach  ist  die  Gleichung  der  dritten  Asymptote 

y  =  — X. 
Um  sich  über  den  Verlauf  der  Gurre  AufiBchluss  zu  geben,  bildet  man 

,  _  3x^(1  -x^)4-2x^  _  3x^  — x^ 

„_  (1— x2)2(6x  — 4xg)  +  (3x2  — x^)4x(l— x^)  _ 
^  —'  (1  — x^)^  "  "■ 

_ (1  — x2)(6x  — 4x^)  +  (3x2  — x^)4x  _ 
""  (1  — x2)»  ~ 

_2x3  4-6x  _      2x(3  +  x2) 
~(1  — x2)»  —  (l+x)»(l  — x)»* 


Fig.  89. 


Man  erkennt  daraus 
dass  7*^  positiv,  also  die  Gurre 
nach  oben  gekrümmt  ist,  so 
lange  sich  x  mit  seinen  Werten 
zwischen  —  co  und  —  l  be- 
wegt Für  Werte  von  x, 
welche  zwischen  —  1  und  0 
liegen,  iat  y''  negativ,  also 
die  Gnrve  nach  abwärts  ge- 
krümmt. Nimmt  x  Werte  an 
von  0  bis  ^- 1,  so  ist  y'' 
positiv,  also  die  Curve  in 
diesem  Theile  wieder  nach 
oben  gekrtlmmt,  und  bewegt 
sich  schließlich  x  mit  seinen 
Werten  zwischen  + 1  und 
-{-  oc,  so  ist  y"  negativ,  also 
die  Gurve  nach  abwfirts  ge- 
krümmt. Demzufolge  müssen 
Inflexionspunkte  vorhanden 
sein.  Nun  wird  y''  =  0  für 
x  =  0  und   für  x  =  0  wird 

anch  y  =  0  und  y^  =  0,  mithin  ist  der  Ursprung  ein  Wendepunkt  und  die  x-Axe  die 
Wendetangente.  Femer  wird  y^'  =  0,  wenn  3  -f-  x'  =  0,  demnach  existieren  auch 
Wendepunkte  für  x  =  +  i  1^3 ,  sie  sind  aber  imaginär  und  liegen  mit  dem  realen  in 
einer  Geraden. 

Die  Gestalt  der  Gurve  ist  der  Figur  zu  entnehmen. 


§  52.  Die  Foßpimktsciirven. 

Der  geometrische  Ort  der  Fnßpunkte  aller  Normalen,  die 
aus  einem  beliebigen  Pankte  zu  sämmtlichen  Tangenten  einer 
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Curve  geführt  werden,  ist  eine  Curve,  welche  die  Fußpnnkts- 
curve  in  Bezug  auf  jenen  festen  Punkt  genannt  wird. 

Da  jeder  Punkt  der  Ebene  zum  Ursprung  des  Coordinaten- 
sjstems  gewählt  werden  kann,  was  nur  eine  einfache  Transformation 
der  Coordinaten  nach  sich  zieht,  so  soll  hier  nur  folgende  Aufgabe  zur 
Lösung  gelangen: 

Es  soll  die  Fußpunktscurye  in  Bezug  auf  den  Ursprung  einer 
durch  die  Gleichung  F  (x,  y)  =  0  gegebenen  Curve  aufgestellt  und  die 
Construction  der  Tangente  in  ein.em  beliebigen  Punkte  dieser  Fußpunkts- 
curve  ermittelt  werden. 

Ist  P  (Fig.  40)  ein  Punkt,  der  durch  die  Gleichung 

F(x,y)  =  0 

gegebenen  Curve  und  (T)  die  Tangente  in  demselben,  so  ist  derFuß- 
punkt  Q   der   aus   dem  Ursprung  O  zu   dieser  Tangenten   gef^rten 

Kormalen    (N)   ein   Punkt   der  Fuß- 
pig.  40.  punktscurve. 

Analytisch  ist  dieser  Punkt  Q 

als  Schnittpunkt  der  Geraden  T  undN 

durch   deren  Gleichungen  bestimmt 

Die  Gerade  (Tj  als  Tangente  im 

Punkte  P  der  Curve  hat  die  Gleichung 

5F  5F 

die  Gerade  (N)  als  eine  zu  (T)  aus 
dem  Ursprünge  geführte  Normale  wird 
durch  die  Gleichung 


5F 

5x 


3F 
9y 


repräsentiert. 

Bei  der  Bewegung  des  Punktes  P  auf  der  gegebenen  Curve 
F  (x,  y)  =  0  beschreibt  der  Punkt  Q  die  zu  suchende  Fußpunktscurve. 

Damit  sich  der  Punkt  P  auf  der  Curve  bewege,  müssen  seine 
Coordinaten  x  und  y  stets  der  Gleichung  derselben  genügen. 

Demnach  stellt  das  Gleichungssystem 

F  (X,  y)  =  0, 
(s-')5'+(i-y)3   =0. 


\ 


Untersuchung  dee  Laufes  ebener  Curreo.  353 

X-  ^ 

5F        5F' 

3x  3y 
worin  x  and  y  als  Parameter  zn  betrachten  sind,  die  Faß- 
pnnktscnrve  vor,  denn  aus  der  ersten  Gleichang  kOnnen  nach  und 
nach  die  Coordinaten  sämmtlicher  Punkte  der  Curve  F  berechnet  and 
in  die  beiden  anderen  Gleichungen  eingesetzt  werden,  woranf  diese 
dann  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fußpnnktscnrre  geben. 

Durch  Elimination    von  x  und  y  aus   diesem   Qleichnngssystem 
E:elangt  man  zu  einer  Gleichang 

EwiBchen   den  Coordinaten  solcher  Punkte  Q,   also  zur  Gleichung  der 
Fulipunktscurve. 

Die  Ausfuhrong  der  Elimination  ist  selbstverständlich  nur  in  ein- 
zelnen speciellen  Fällen  möglich. 

Indessen  genügt  bereits  das  Gleicbungssjstem 
FCx,y)  =  0, 
5F  SV 

«_  _  _1 

3F         3F 

5x  5y 

zur  Ermittlung  einer  für  alle  Fußpunktscurven  geltenden  allgemeinen 

Tangente  nconstruction. 

Die  Richtung  der  Tangente  T  ist  bestimmt  durch  das  Verhältnis 
4  X  :  d  y,  jene  der  Tangente  in  Q  an  die  Fußpunktscurve  durch  d  £  :  d  ij. 
Aas  der  dritten  Gleichung  folgt: 
?F    3F       , 

man   kann   also   in   der  zweiten  Gleichang    wegen   ihrer  Homogenität 

5F  5F     . 

bezÜKlich  s—   und   ;^    diese  .Größen  durch  die  ihnen  proportionalen  £ 
"^         3x  3y  "^     "^ 

and  r;  ersetzen  and  erhält: 

{5  — x)£-t-(T]  — y)iri  =  0 
oder 

S'  +  V  — (Sx  +  7iy)  =  0. 

BndliaTlJsTlc  n.  lllkat»,  Leilf.  d.  iHier.  Kubemu.  II.  Bd.  ^3 
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Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  gelangt  man  zu 

2$d£  +  2Yid7]— (gdx  +  Yidy)  — (xdS-l-ydY])  =  0, 

worin  2dx-f-''ldy  =  0,  weil  die  Verhältnisse  i  :  t]  und  d  x  :  d  y  die 
Richtungen  der  Normalen  (Nj  und  der  Tangente  (T)  bestimmen, 
mithin  Componenten  normaler  Richtungen  sind.  Daher  ist  auch 

2$d£  +  2YidYi  — (xdS  +  ydYi)  =  0, 
so  dass  schließlich  die  Gleichung 


(«-|)d4  +  (T,-|)dT,  =  0 


hervorgeht,  welche  anzeigt  dass  die  Gerade  mit  der  Richtung  d^:  dr. 
d.  h.  die  Tangente  in  Q  der  Fußpunktscurve  senkrecht  steht  zar 
Geraden  von  dem  Richtungsverhältnisse 


0-i)K^-i> 


d.  h.  zur  Verbindungslinie  des  Punktes  Q  mit  dem  Halbierungspunkte  (' 
des  Radiusvector  OP. 

Die  Gerade  QC  ist  somit  die  Normale  und  die  in  Q  darauf  Senk- 
rechte (T*)  die  Tangente  der  Fußpunktscurve. 

Beispiele: 

Es  sind  die  Gleichungen  der  Fußpunktscurven  folgender  durch 
ihre  Gleichungen  gegebenen  Curven  in  Bezug  auf  den  Ursprunjr  z^ 
bestimmen. 

1.  Der  Ellipse  (Fig.  41). 
Hier  ist 

X'^  V2 

die  Gleichung  der  Curve  also 

5F_2x       5F_2y 

so    dass   zur  Bestimmung   der  Punkte    der  Fußpunktscurve    folgende 
Gleichungen  dienen: 


Untersuchung  des  Laufes  ebener  Gurren. 


Flg.  41. 


355 


Eliminiert  man  ans  denselben  x  imd  y,  so  erhält  man  die  Gleichung 
er  FaßpunktscnTve. 

Die  zweite  Gleichung  kann  auf  die  Form  gebracht  werden: 


a^  "^  b» 


=  (-  +  ^1 

Va^  ^  bV 


nd  gebt  nach  Berücksichtigung  der  ersten  Gleichung  in 

1^  I  T^y_i 

o2    "T    K2 


ber. 


Die  dritte  Gleichung  gibt,  wenn  man  sie  mit  ^^ii  °^iiltipliciert 

«7 


b^a^ 


b* 


Ans  den  letzten  zwei  Grleichnngen  können  S  nnd  t)  bestimmt  werden 

nd  man  erhält: 

23* 
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a*b^y 

7]=  ^ 


Demnach  ist 


a*  y^  -{-  h^  x'^ 


a'ig'i^b'V 


a^y2  +  b*x2' 
(a^  b*)2 


(a^y^-f  b4x2)2' 

d.  h.  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fußpunktscurve  befriedigen 
die  Gleichung 

Diese  enthält  kein  x  und  y,  ist  somit  die  gesuchte  Gleichung  der 
Fußpunktscurve. 

Die  Fußpunktscurve  der  Ellipse  in  Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt 
ist  somit  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  Scheitelpunkte 
der  Ellipse  geht. 

Die  Coordinaten  des  Ursprunges  S  =  0  und  y]  =  0  gentigen  ihra 
Gleichung,  mithin  ist  der  Ursprung  ein  isolierter  Punkt  der  Curve. 

2.  Der  gleichseüigen  Hyperbel  (Fig.  42). 
Hier  ist 


2 ,t2 

—  1=0. 


^*— y"     I  _ 


a^ 
demnach 

5F_2x      gF_  — 2y 

5  X        a-^       5  y  a^    ' 

so   dass   die   Fußpunktscurve   durch   folgendes  Gleichungssystem  ge 
geben  ist: 

x^  —  v^ 

^-^--1=0, 
a^ 

(S-x)^^-(iri-y)J  =  0, 

Si'^i a^T] 

X   """  y  ' 

Die   zweite   dieser  Gleichungen   kann   in   der  Form   dargesteü 
werden: 

S  x  —  Y]  y x'-^  —  y2 

a^        ~"     "a2  "~ 


Untenacbang  dei  Lanfes  ebeoer  Cnrven. 

nnd  geht  nach  Berttcksiehtignng  der  ersten  Oleichong  i 

£  X  —  7]  y  =  a* 

über,    MnLtipliciert  man  die  dritte  Gleichung  mit  -^.9 

die  Form 

£y  +  i]x  =  0. 


Aas  den  beiden  letzten  Gleiclinngen  erhalt  man  durch  Äaflöaen 
lerselbes  nach  i  and  tj: 

—  a*y 


Mitbin  ist 


£"  +  V 


ix'+f-f 
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und  es  besteht  die  G^leichuBg 

Diese  enthält  kein  x  und  y,  ist  somit  die  Gleichung  der  auf  den 
Mittelpunkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  bezogenen  Fußpunktscurve. 
welche  Lemniscate  genannt  wird. 

Für  die  Untersuchung  der  Lemniscate  pflegt  man  dieselbe  auf 
ein  Polarcoordinatensystem  zu  beziehen,  weil  ihre  G^leichung  in  Polar- 
coordinaten  wesentlich  einfacher  ist. 

Um  von  der  gefundenen  Gleichung  auf  jene  in  Polarcoordinaten 
überzugehen,  benützt  man  die  bekannten  Transformationsgleichungen: 

5  =  r  cos  cp;      7]  =  r  sin  9 
und  erhält 

(r^  cos'^  «p  -j-  r'^  sin'-^  cp)^  =  a^  (r^  cos^  ©  —  r^  sin^  «p) 
oder 

r^  =  a^  cos  2  cp. 

Diese  Gleichung  lässt  deutlich  erkennen,  dass  für  jeden  Wert 
von  (f  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte  von  r  resultieren,  dass  als. 
die  Lemniscate  den  Ursprung  zum  Mittelpunkte  hat.  Da  femer  fiir 
gleiche  positive  und  negative  cp  der  Cosinus  denselben  Wert  liat,  s*:» 
ist  die  Curve  symmetrisch  zu  den  Coordinatenaxen.    Kennt  man  also 

die  Gestalt  der  Curve  für  die  Werte  von  ^  =  0  bis  (p  =  -^,    so   i<t 


auch  ihr  ganzer 

Verlauf  bekannt. 

Aus  der  Gleichung 

r^       a^  cos  2  cp 

folgt  weiters  für 

?  — 0,       r  — a, 

IE                 a 
"^       6*     '       W 

IC        ,     ,        _       ^       IT 


Wird  cp  größer  als  -  ,   d.  h.   2cp>^,    so   wird   co8  2cp   negativ. 

also  r  imaginär,  die  realen  Punkte  der  Curve  liegen  sonach  in  den 
Scheitelräumen  zwischen  den  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel 
welche,  wie  leicht  einzusehen,  Inflexionstangenten  im  Ursprung  sein 
müssen  u.  s.  w. 

Die  Lemniscate  hat  demnach  den  in  der  Figur  angegebenen  Verlauf. 
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3,  Der  Parabel, 

Aus  der  Gleichung  der  Parabel 


■ülgt: 


2px  =  0 


3x 


=  -2p, 


^y 


Es  besteht  somit  fttr  die  Punkte  der  auf  den  Ursprung  bezogenen 
rußpunktscurve  (Fig.  43)  das  Gleichungssystem: 

y^-2px  =  0, 

-p($-x)  +  y(r^-y)=:0, 

— p     y' 

Aus  diesen  drei  Gleichun-  ^*«  *^ 

^en  ist  nun  x  und  y  zu  elimi- 
lieren,  was  einfach  auf  folgende 
Axt  geschieht. 

Aus  der  dritten  Gleichung 
berechnet  man: 


y  = 


4 


and  setzt  diesen  Wert  in  die  ge- 
ordnete zweite  Gleichung 

—  pS  +  px-f  Tiy  — y2  =  0, 

in  welcher  zuerst  mit  Rücksicht 

y2 

auf  die  erste  px  durch   ^    er- 

setzt  worden  ist,  dadurch  nimmt 
dieselbe  die  Form 

—  pS  — -"2 +iQy, 

an  und  man  findet: 
oder 


P^2_ 


(i^  +  V^)5  +  |- V  =  o 

ala  Gleichung   der  Fußpunktscurve   der  Parabel   in  Bezug   auf   ihren 
Scheitel. 


entgegengesetzt  der  hier  gewählten  annimmt  und  ^  =  2  r  setzt  in  die 
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Diese  Fußpunktscurve  ist  die  bereits  untersuchte  Ciseoide.  denn 
ihre  Gleichung   geht,   wenn   man   die  Richtung   der    positiven  x-Axe 

Gleichung 

Ober,  welche  eine  Cissoide  darstellt. 

4,  Eines  Kreises^ 

welcher   durch   den   Ursprung   geht   und    dessen    Mittelpunkt  in  der 
x-Axe  liegt. 

Da  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  Curve 

(x  —  a)2  -f  y2  —  a2  =  0 
oder 

x2  +  y2_2ax  =  0 

lautet,  also 

3F       ^.  .       3F       ^ 


3 

X         ^^"^         ""''        5y         ^-y' 

80  ist  das  Qleichnngssystem  der  Faßpanktscnrve: 

(X  — a)2  +  y2  — a^  —  O, 

(5- 

x)(x      a)  +  (T(i      y)y  — 0, 
X  — a        y 

Setzt  man: 

X  —  a       y 

so  folgt: 

X  —  a  =  -  5 

P 

P 
und  nach  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  Kreisgleichung: 

also 


a^  •         a 


\ 
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Man  hat  somit 

^       _         a-Tj 

und  erhält,  wemi  man  diese  Werte  in  die  zweite  Qleiclinng  des  Systems 
einführt,  nach  einfacher  Reductinn 

oder 

(J'  +  ri<-«S)'-a'(S'  +  >l')  =  0 
ih  Gleichnng  der  FaßpanktscurTe   des   Kreises   in  Bezug   auf  einen 
Punkt  des  Umfanges. 

Diese    wegen     ihrer    Herzform     C  a  r  d  i  o  i  d  e    genannte    Ourve 
(Fig.  44)  hat  in  Polarcoordinaten  eine  bedeutend  einfachere  Gleichung, 


welche   aus    der  anfgestellteD,   darch  Benützung   der  Transformations-' 

gleich  un  gen 

C  =  r  008  (f ;     Y)  ^  r  sin  tp 
erhalten  wird: 

r*  coa^  f  -\-  f''  3111^  f  —  raco8^=:a  ^r^  cos^  ?  +  r^  sin'^  f , 

r(r  — acoBf)  =  ar, 

r  ^  a(l  +  ooa  f). 

Die    Curve   ist    zur    x-Axe    symmetrisch ,     ihre    Gestalt    k 

der  Figur  entnommen  werden. 
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§  53.  UmhüllangBlinien  oder  Enveloppen. 

I.  Eine  Gleichung 

F(x,y,a)  =  0 

zwischen  den  variablen  Pimktcoordinaten  x  und  y  nnd  einem  will- 
kürlichen Parameter  a  stellt  geometrisch  eine  Corvenschar  vor,  denn 
jedem  bestimmten  Werte  des  Parameters  a  entspricht  die  Gleicbung 
einer  bestimmten  Curve,  mithin  entsprechen  den  unendlich  vielen  Werten 
dieses  Parameters  unendlich  viele  Curven  derselben  Art,  welche  sich 
von  einander  entweder  nur  durch  ihre  Lage  bezüglich  des  Coordinaten- 
systems,  oder  nur  durch  die  Gestalt,  oder  durch  beides  unterscheiden. 

Häufig  wird  durch  eine  solche  Curvenschar  eine  neue  Curve  er- 
zeugt, nämlich  jene,  welche  den  geometrischen  Ort  der  Schnittpunkte 
je  zweier  benachbarten  Curven  der  Schar  bildet 

Damit  überhaupt  eine  Curve  als  Verbindungslinie  der  Schnitt- 
punkte unmittelbar  aufeinander  folgender  Curven  der  Schar  existiere. 
müssen  diese  Schnittpunkte  in  der  Ebene  stetig  angeordnet  sein.  wa$ 
nur  möglich  sein  kann,  wenn  die  Function  F  (x,  y,  a)  in  Bezug  auf  a 
stetig  ist. 

Betrachtet  man  zwei  Curven  der  Schar,  und  zwar  diejenigf 
welche  dem  Parameterwerte  a  und  jene  welche  dem  Parameterwerte 
a  -|-  h  entspricht,  so  sind  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  dieser  beiden 
Curven  die  gemeinschaftlichen  Auflösungen  der  Gleichungen 

F(x,y,a)  =  0, 
F(x,y,a  +  h)  =  0 

oder  auch  der  Gleichungen 

F(x,y,a)  =  0, 

F(x,y,a  +  h)-F(x,y,a)  _ 

h  ~"' 

denn  die  zweite  der  letzteren  ist  durch  lineare  Combination  der  beiden 
ersteren  entstanden,  repräsentiert  also  eine  Curve,  welche  darch  die 
Schnittpunkte  der  beiden  in  Betracht  gezogenen  geht,  ersetzt  alsa 
wenn  es  sich  wie  hier  nur  um  diese  Schnittpunkte  handelt,  die  zweite 
der  Curven  vollständig. 

Lässt  man  nun  h  continuierlich  gegen  Null  abnehmen,  so  rückt 
die  zweite  Curve  immer  näher  der  ersten,  und  die  Schnittpunkte  der 
beiden  Curven  bewegen  sich  auf  der  ersten,  nähern  sich  hiebei  be 
stimmten  Grenzlagen,  welche  sie  für  lim  h  =  0  erreichen. 
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Mit  Rücksicht  auf  den  Begriff  des  partiellen  Differentialquotienten 
ist  aber 

,._  F(x,y,a  +  Ii)-F(x,y,a)  _  SF 

h 


lim 


C  OL 


mithin  sind  die  Grenzlagen  der  Schnittpunkte,  d.  h.  die  Schnittpunkte 
unmittelbar  benachbarter  Curven  durch  die  Gleichungen 

F(x,y,a)  =  0, 


F 


Sa 


=  0 


gegeben.  Sind  thatsächlich  derartige  Grenzpunkte  vorhanden,  so  sind  sie 
auf  jeder  Cur^e  der  Schar  vorhanden  und  ihr  geometrischer  Ort  ist 
einQ  Curve,  welche  die  Einhüllende  oder  Enveloppe  der  Curvenschar 
genannt  wird. 

Ihre   Gleichung  wird  durch   Elimination   des  Parameters  a   aus 

den  Gleichungen 

F(x,y,a)  =  0 
und 


5F 

9  a 


=  0 


Fig.  45. 


erhalten. 

Die  Enveloppe  berührt  alle  eingehüllten  Curven  in  den 
Grenzpunkten,  deren  geometrischer  Ort  sie  ist,  diese  Eigen- 
schaft hat  zur  Benennung  Enveloppe  oder  Einhüllende  Ver- 
anlassung gegeben. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  durch  eine  einfache 
Überlegung  erkannt  werden.  Von  drei  Curven  der  Schar,  welche  den 
Parametern  a  —  h,  a  und  a-|-h 
(Fig.  45)  entsprechen,  werde  jene  mit 
dem  Parameter  a  durch  die  beiden 
anderen  in  den  Punkten  P^  und  P.^ 
geschnitten.  Hält  man  nun  den  Para- 
meter a  fest  und  lässt  h  gegen  Null 
abnehmen,  so  nähern  sich  diese  beiden 
Punkte  immer  mehr  und  mehr  der 
Grenzlage  P  auf  der  Curve  a.  Der 
Grenzpunkt  P  ist  aber  ein  Punkt  der 
Enveloppe  und  vertritt  zwei  Nachbar- 
punkte, weil  zwei  Punkte  P^  und  P2  der  Curve  vom  Parameter  a  dor" 
einander   unendlich    nahe    gerückt    sind,    mithin    hat    die    Envelop' 


i 
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mit  der  Curve   der  Schar  zwei  Nachbarpunkte.  also   auch   die  Tan- 
gente gemein. 

II.  Bei  vielen  Aufgaben  kommt  es  vor,  dass  die  Gleichung 

F(x,y.a,ß)  =  0 

einer  Curvenschar  zwei  Parameter  a  und  ß  enthält,  zwischen  welchen 
eine  Bedingungsgleichung 

?(a,ß)  =  0 
besteht. 

In  einem  solchen  Falle  könnte  man  mit  Hilfe  der  zwischen 
den  Parametern  bestehenden  Gleichung  einen  derselben  durch  den 
anderen  ausdrücken  und  die  Aufgabe  sodann  auf  dem  eben  besprochenen 
Wege  lösen. 

Dies  ist  aber  nicht  immer  möglich,  oder  manchmal  mindestens 
mit  Schwierigkeiten  verbunden,  so  dass  es  vortheilhafter  ist,  bei  der 
Differentiation  einfach  einen  Parameter  als  Function  des  anderen  anzu- 
sehen. Betrachtet  man  ß  als  Function  von  a,  so  erhält  man  durch 
Differentiation  die  Gleichungen 

5F       5F  dß  _ 

Sa'^Sß  da~    ' 

S^     ,9rf  d?  _ 

3a"^5ß  da~    ' 

aus  welchen   .--  eliminiert  werden  kann. 

da 

Das  Eliminationsresultat 


A 

'  3F 

5F 

^ 

da 

53 

dff 

1 

dff 

—  0 

,  9  a 

1 

5ß 

oder 

3F  P» 
5  a  5  ß  ■ 

9F  5(p 

5ß  2a       " 

bildet  dann 

in 

Verbindunff  mit 

F(x,y,a,ß;  =  0 

und 

<F  (a,  ß)  =  0 

das  Gleichungssystem,  welches  die  Punkte  der  Enveloppe  bestimmt, 
deren  Gleichung  durch  Elimination  von  a  und  ß  aus  demselben  erhalten 
werden  kann. 
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Beispiele: 

1.  Ein  gegebener  Kreis  rollt  auf  einer  Geraden,  es  ist  die  Einhüllende 
aller  Lagen   eines  bestimmten  Durchmessers   desselben   zu   bestimmen. 

Wird  die  Gerade,  auf  welcher  der  Kreis  rollt,  zur  x-Axe,  die 
Anfangslage  OA  (Fig.  46)  des  Durchmessers  senkrecht  zu  derselben 
angenommen  und  zur  y-Axe  gewählt  so  ist  der  Durchmesser  in  einer 
beliebigen  Lage  durch  die  Gleichung 


gegeben. 


y  —  a  =  cotg  t .  (x  —  a  t). 


Fig.  46. 


Denn  gelangt  der  Kreis  durch  Abrollen  seines  Bogens  BM, 
welcher  dem  Wälzungswinkel  t  entspricht,  in  die  in  der  Figur  voll 
gezeichnete  Lage,  so  erlangt  der  Mittelpunkt  C  desselben,  weil 
OB  =  arc  BM,  die  Coordinaten  x  =  at,  y=a,  wenn  a  der  Radius 
des  Kreises  ist.  Der  Durchmesser  OA  kommt  hiebei  in  die  Lage  MN 


ff 
und  schließt  mit  der  x-Axe  den  Winkel      —  t  ein,  mithin  hat  er  als 

Gerade,  welche  durch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  x  =  a  t  und 

ff 
y  =  a  geht  und  mit  der  x-Axe  den  Winkel  ^  —  t    einschließt,    die 

Gleichung 


y  —  a  =  tang  I   -  —  t  )  (x  —  a  t). 


welche  mit  der  früher  angegebenen  übereinstimmt. 

Die  Schar  der  Durchmesser  ist  somit  durch  die  den  Parameter  t 
enthaltende  Gleichung 


gegeben. 


(y  —  a)  —  cotg  t  (x  —  a  t)  =  0 
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Um  die  Gleichung  der  Einhüllenden  zu  bestimmen,  hat  man 
nach  t  partiell  zu  differenzieren  und  aus  der  dadurch  entstehenden 
Gleichung 

-f-  (x  —  a  t)  ~T- -„-  4-  a  cotg  t  =  0, 
'  sm^  t 

und  der  Gleichung  des  Durchmessers  den  Parameter  t  zu  eliminieren. 
Aus  der  letzten  Gleichung  findet  man 

X  —  a  t  =  —  a  cos  t  sin  t  =  —    -  sin  2 1 

2 

und  durch  Einsetzung  in  die  Gleichung  des  Durchmessers 

y  =  a  (1  —  cos^  t)  =  a  sin^  t  =  ^  (1  —  cos  2 1). 

während 

X  =  a  t  —  a  sin  t  cos  t  =  ^-  (2 1  —  sin  2 1). 

Die  Einhüllende  wird  demnach  durch  die  Gleichungen 

x  =  ^(2t  — sin2t), 

y  =  -J-(l-cos2t) 

ausgedrückt,  ist  also  eine  Cykloide,  welche  ein  Punkt  eines  Kreises 
von  halb  so  großem  Durchmesser  als  jener  des  gegebenen  Kreises 
beschreibt. 

2.  Es  ist  die  Enveloppe  einer  Schar  von  Kreisen  zu  bestimmen 
deren  Mittelpunkte  auf  einer  Parabel  liegen,  während  sie  selbst  alle 
durch  den  Scheitel  der  Parabel  gehen. 

Wählt  man  die  Axe  und  Scheiteltangente  der  Parabel  zu  Coor- 
dinatenaxen,  so  gehen  alle  Kreise  der  Schar  durch  den  Ursprung.  (Fig.  47. 

Sind  a  und  ß  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  eines  Kreises 
der  Schar,  so  ist  dessen  Gleichung 

(X  -  ay  +  (y  -  ß)2  =  r» 
oder 

x^  +  y'  —  2ax  —  2 ßy  +  «2  -f  ß2  _  r2  =  0, 

und  da  a^  -|-  ß2  =  r^,  weil  der  Kreis  durch  den  Ursprung  geht 
reduciert  sich  diese  Gleichung  auf 

x2  +  y2_2ax  — 2ßy  =  0. 
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Da  der  Kreismittelpunkt  auf  der  Parabel  y^  =  2  p  x  liegen  muss, 
besteht  die  Beziehung 

ß2  =  2pa, 

Plg.  47. 


aus  welcher 


folgt. 


a 


2p 


Demnach  wird  die  Kreisschar  repräsentiert  durch  die  Gleichung 


x^  +  y^-2(|^x  +  ßy)  =  0. 


Durch  Differentiation  nach  ß  erhält  man: 


-2(|x  +  y)  =  0. 


i 
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Das  Gleichungssystem  der  Enveloppe  ist  also 

ßx  +  py  =  0. 

Um  zu  der  Oleichung  der  Enveloppe  zu  gelangen,  hat  man  nur 
aus  beiden  Gleichungen  ß  zu  eliminieren,  was  am  einfachsten  geschieht, 
wenn  man  aus  der  zweiten  Gleichung  ß  bestimmt  und  den  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Wert 

in  die  erste  einsetzt.  Es  ergibt  sich 


oder 


^' +  y- Kit' - '10  =  » 


»'+y'+ V  =0, 


und  schließlich 

(x^  +  y^)x  =  — py- 

als  Gleichung  der  Enveloppe. 

Diese  Curve  ist  sonach  die  bereits  untersuchte  Cissoide,  welche 
sich  von  der  Fußpunktscurve  der  Parabel  nur  durch  die  Constante 
in  ihrer  Gleichung  unterscheidet. 

3.  Eine  Gerade  bewegt  sich  derart,  dass  das  zwischen  den  C'oor- 
dinatenaxen  enthaltene   Stück'  derselben  AB  (Fig.  48)   die   constante 

Fig  4t,  Länge    1    hat.     Es     ist    die    Ein- 

l^^^  hüllende  aller  ihrer  Lasren  zu  be- 

(^^  stimmen. 

Sind  OL  und  ß  die  Äxeo- 
abschnitte  einer  Geraden  dieser 
Schar,  so  ist  die  Gleichung  der- 
selben 

-  +  1-1  =  0. 

Der  Bedingung  der  Aufgabe 
gemäß  besteht  zwischen  den  Axen- 
abschnitten  die  Beziehung 

a2  -f  ß2  =  p.  j 
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Die  Geradenschar  wird  somit  durch  das  Gleiehangssystem 

"^  +  T  -  1  =  0, 

ati  -f  ß2  =  12. 

repräsentiert    Hier  würde  die  Elimination   eines  Parameters  ans  den 

jrleichnngen   eine    Complication    hervorrufen.   Betrachtet    man    ß    als 

Pnnction  von  a,  so  erhält  man  durch  Differentiation  beider  Gleichungen 

nach  a 

X        y  dß 


ß2  da 


a  +  ß 


dß 
da 


0, 


0, 


(Toraus  durch  Elimination  von 


dl 

da 


y 
P 


=  0 


)der 


ß 


ß2«  = 


0, 


ilso 


3t  _  y 


«3  ß3 

blgt.  Das  Gleichungssystem  der  Enveloppe  ist  demnach 


X  •  y 


X  _  y 

Es  zeigt,  dass  ein  Punkt  der  Curve  als  Schnittpunkt  einer  Geraden 
er  Schar  und  einer  aus  dem  Ursprung  mit  der  Richtung  a^ :  ß^  geführten 
reraden  erhalten  wird. 

Zur  Durchführung   der  Elimination    von  a  und  ß  aus  den   drei 

Gleichungen   ist   es   am  vortheilhaftesten,    von   der  dritten   Gleichung 

aszugehen  und 

X  y  

a3  ~  ß'^  ~  ^' 
1  setzen,  wobei  p  eine  noch  zu  bestimmende  Größe  bedeutet. 

BudiaaTlJeviö  n.  Miknts,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  24 
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Daraus  folgt 


^3  =  ^.  ß3==,I. 

P  P 


und 


1 

1 
x'* 

p» 

p» 

Da  femer 


ist 


^  ■  y  _ 


-  + -J  =  p  («' +  ß'^)- 

mithin  zufolge  der  zweiten  Gleichung 

und  mit  Rücksicht  auf  die  erste 

l  =  pl2, 


also 


P  =  ]2- 


Somit  hat  man 

l       2 

a  =  X»  1», 

und  wenn  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

a     '     ß 
einführt,  erhält  man  die  Gleichung  der  Enveloppe: 

X3     1»  yS     1» 

oder 

^22 

X*  +y"3  =1». 

Diese  Curve  hat  die  in  der  Figur  angegebene  Gestalt  und  wird 
Astrois  genannt. 
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§  54.  Berührungen  verschiedener  Ordnung. 

1.  Berühren  sich  zwei  Curven,  deren  Gleichungen 

7  =/(x)     und     y  =  cp  (x) 

sind,  in  einem  Punkte  Pq  (Fig.  49)  dessen  Abscisse  x^  ist,  so  haben  sie 
in  diesem,  beiden  Curven  gemeinschaftlichen  Punkte  dieselbe  Gerade 
zur  Tangente,  und  es  müssen  sonach  beide  Gleichungen  für  x  =  Xq 
dieselben  Werte  für  y  und  y'  ergeben,  also  die  Beziehungen  bestehen: 

/(Xo)  =  cp  (Xo), 
/  (Xo)  =  T'  (Xo), 

Ertheilt    man    dem    x 


(y) 


NM»5" 


Fig.  49. 

einen  um  eine  beliebig  kleine 
Größe  h  verschiedenen  Wert 
von  Xo,  so  entsprechen, 
wenn  keine  weiteren  Vor- 
aussetzungen gemacht  wer- 
den, der  Abscisse  Xq  -|-  h 
Punkte  der  beiden  Curven, 
deren  Ordinaten  /(xq  +  ^) 
und  ?p  (xo  -\-  h)  von  einan- 
der verschieden  sind.  Die 
Differenz  derselben  gibt  den 
in  der  Richtung  der  Ordi- 
natenaxe  gemessenen  Abstand  8  der  beiden  Curven  für  die  Ab- 
scisse Xo  4"  ^- 

8=/(xo  +  h)-<p(xo  +  h). 

Entwickelt  man  sowohl  /(xq  -|-  h)  und  ^p  (x^  -|-  h)  nach  Taylor 
and  berücksichtigt,  dass  /(x^)  =  cp(xo)  und  /' (xq)  =  cp' (Xq),  so  er- 
hält man 

8  =  2-;  [/"  (^)  -  r  (Xo)]  +  I'  [/'"  (Xo)  -  ?"'  (Xo)]  +  . .  . 

Setzt  man  nun  voraus,  dass  h  eine  unendlich  kleine  Größe  ist, 
so  können  alle  Glieder  rechts  vom  Gleichheitszeichen  vom  zweiten 
angefangen,  als  unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung,  gegenüber 
dem  ersten  Gliede  vernachlässigt  werden,  und  es  ist  dann 

h^ 


8  =  -2,[/"(Xo)-?''(Xo)], 


24"^ 
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d.  h. 

g 

Hier  ist  i    eine  unendlich  kleine  Größe  derselben  Ord- 
h 

nung  wie  h  und  man  nennt  die  Berührung  der  beiden  Curven 
eine  Berührung  der  ersten  Ordnung.  Weil  8  mit  h  sein  Zeichen 
nicht  ändert,   liegt  die  eine  Curve  in  der  Umgebung  des  Berührungs- 
punktes Po  auf  einer  und  derselben  Seite  der  anderen. 
Ist  auch 

/'(xo)  =  (p"(x,), 
dann  hat  man 

8  =  j,  [/'"  (xo)  -  ?'"  (x„)]  +  ~  [/iv  (X,)  -  «piv  (X,)]  +  . . . 

und  nach  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Grrößen  höherer 
Ordnung 

also 

I  =  h^  -1  [/'"  (X,)  -  <p"'  (x„)]. 

g 

In  diesem  Falle  ist    ,    unendlich  klein  der  zweiten  Ord- 

n 

nung,  wenn  h  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist. 
die  Curven  schmiegen  sich  in  der  Umgebung  von  P^  enger 
aneinander  als  in  dem  eingangs  besprochenen  Falle.  Man 
nennt  eine  solche  Berührung  eine  Berührung  zweiter  Ordnung. 

Da  hier  8  mit  h  das  Zeichen  ändert,  so  geht  im  Berührung:^- 
punkte  Po  die  eine  Curve  von  einer  Seite  auf  die  andere  der  zweiten 
über,  die  Berührung  ist  mit  gleichzeitigem  Schneiden  verbunden. 

Ist  auch 

/'"  (Xo)  =  r'  (Xo), 


/-   (Xo)  =  T"  (Xo), 


dann  findet  man 


S  =  ^""''(n:Fl)!  f-^"^'^^)  -  T'+^Xo)], 
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also  v"  unendlich  klein  von  der  n*'"  Ordnung,  weshalb  die  Berührung 

als  eine  Berührung  der  n*®°  Ordnung  bezeichnet  wird.  Das  Vorzeichen 
von  5  wechselt  mit  h,  wenn  n  gerade  ist  daraus  folgt: 

Bei  einer  Berührung  von  ungerader  Ordnung  bleibt  in 
derUmgebung  des  Berührungspunktes  dieeineCurve  auf  einer 
mit  derselben  Seite  der  anderen,  bei  einer  Berührung  von 
gerader  Ordnung  schneiden  sich  die  Curven  im  Berührungs- 
punkte. 

Je  höher  die  Ordnung  der  Berührung,  desto  mehr  schmiegen 
sich  beide  Curven  in  der  Nähe  des  Berührungspunktes  einander  an. 
Die  Berührung  zweier  Curven  von  der  höchst  möglichen 
Ordnung  wird  eine  osculatorische  Berührung  genannt. 

2.  Ist  eine  Curve  durch  eine  Gleichung 

y  ^  ?  (x,  ai,  a25  aß, . .  .  an), 

gegeben,  welche  n  willkürliche  Parameter  enthält,  so  kann  man  der- 
äelben  n  Bedingungen  auferlegen,  beispielsweise  dass  sie  durch  n  be- 
stimmte Punkte  geht,  oder  die  Bedingung,  dass  sie  mit  einer  zweiten 
Curve 

y  =/(x) 

m  einem  Punkte  Pq  derselben  eine  Berührung  der  (n  —  1)*'°  Ordnung 
eingeht. 

Für  die  Berührung  der  (n  —  1)**°  Ordnung  müssen  nämlich 
folgende  Gleichungen  erfüllt  werden: 

/  (^)  ^^  ?  (^6)  *15  ^7  %?  •  •  •  ^n)- 
/  (^o)  =  ?  (^5  ^15  ^?  &39  •  •  •  An), 
/     (^)  =  ?     (^0?  *l>  ^9  *3i  •  •  •  ^n); 


y  °         (Xo)  9°         \^0f  *!•  ^?  ^3,  .  .  .  an). 

Es  sind  dies  n  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  der  n  Para- 
meter a  vollständig  hinreichen,  also  die  Curve  genau  präcisieren. 

Da  man  dieser  Curve,  deren  Gleichung  n  Parameter  enthält, 
nicht  mehr  als  n  Bedingungen  auferlegen  kann,  kann  dieselbe  im  allge- 
meinen mit  einer  anderen  keine  Berührung  höherer  Ordnung  als  die 
der  (n  —  1)**°  eingehen,  mithin  ist  diese  Berührung  die  osculatorische. 

Schreibt  man  der  Curve  eine  Berührung  niedererer  als  der  (n —  1)*"° 
Ordnung  vor,  so  kann  man  ihr  noch  eine  entsprechende  Zahl  ander 
Bedingungen  auferlegen;  eine  Berührung  höherer  Ordnung  zu  erzi 
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wird  es  nur  äußerst  selten  möglich  sein,   in  welchem  Falle  die  Curre 
als  superosculierend  bezeichnet  wird. 

Die  Gleichung  einer  Geraden  enthält  zwei  Constante,  also  geht 
die  osculierende  Gerade  nur  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  ein. 
Die  Gleichung  des  Kreises  hat  drei  Constante,  also  ist  die  osculatorische 
Berührung  desselben  mit  einer  Curve  von  zweiter  Ordnung  und  mit 
gleichzeitigem  Schneiden  verbunden.  Ausnahmen  bilden  die  Super- 
osculationen.  Die  Parabel  hat  vier  Constante  in  ihrer  Gleichung, 
mithin  berührt  sie  eine  Curve  bei  der  Osculation  nach  der  dritten 
Ordnung  u.  s.  w. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass  bei  einer  Berührung  der  (n  —  1)**' 
Ordnung  die  Curven  n  unmittelbar  benachbarte  Punkte  gemeinschaftlich 
haben. 

Verlangt  man  nämlich,  dass  eine  Curve,  welche  n  Parameter  in 
ihrer  Gleichung  enthält 

y  =  cp  (x,  ai,  a2,  aj, .  . .  an) 

durch  die  n  Punkte  mit  den  Abscissen  Xo,  Xq  -{"  hj,  x^  -|"  ^2? 
Xq  -f-  hj,  .  .  .  Xq  -f-  l^n-i  einer  zweiten 

y  =/W 

geht,  so  müssen  die  Ordinaten  der  diesen  Abscissen  entsprechenden 
Punkte  beider  Curven  gleich  sein,  es  müssen  also  die  Bedingungen 
bestehen 

/(Xo)  =  ?  (Xo,  ai,  a2, . . .  aj, 

/(xo  +  \)  =  ?  (Xo  +  h„  a,,  aj, .  . .  aj, 
/(^o  +  ^2)  =  ?  (Xo  +  h2,  aj,  a^, .  .  .  an), 


/(xo  +  hn_i)  =  'f  (x^  +  l^n-i,  a^,  a2, . . .  an). 

Diese  Bedingungsgleichungen  können,  wenn  überall  die  Ent- 
wicklung nach  Taylor  ausgeführt  und  die  erste  Gleichung  überall  be- 
rücksichtigt wird,  durch  folgende  ersetzt  werden. 

/(x,)  =  'f  (xo,  a,,a2,  .  ..  an), 

h,/'  (Xo)  +  ^V"  (Xo)  +  3''/"' (Xo)  +  . .  .  = 

h  '^ 
=  1^1  ?'  (xo5  a,,  a2  . . .  a«)  +  gj-  ?"  (xo,ai,  a^, .  . .  a«)  +  . . . 

^2/'  (Xo)  +  ^2^ /"  (Xo)  +  gf /'"  (Xo)  +  . . .  = 
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h  -  h  ^ 

h2?'(xo,  a,  ....an)  +  -^^"(xo,  a,  ...an)  +  Yr?'"(xo,a,  ...an)  +  ... 


Lässt  man  nun  alle  n  —  1  Punkte  unendlich  nahe  an  den  Punkt  Pq 
rücken,  so  nähert  sich  hiebe!  die  Curve  9  einer  bestimmten  Grenzlage, 
deren  Bedingungsgleichungen  erhalten  werden,  wenn  man  die  Größen  h^, 
h2,  hj, . . .  gegen  Null  convergieren  lässt. 

Die  zweite  Gleichung  des  oben  angeführten  Gleichungssystems 
geht  nach  Division  mit  h|  in 

/'  K)  +  gl/"  (^)  +  %f"'  (^)  +  •  •  •  = 

=  ?'(xo,  »1  • .  •  a„)  +  -g^  ?"(xo,  ai  . . .  an)  +  . . ., 

also  wenn  h^  gegen  Null  convergiert,  in 

/(xo)  =  ?'(Xo5a,,a2...an). 
über.  Die  Gleichung 

/'  (^0)  +  2 !  ^"  ^^^  +  %^"'  (^)  +  •  •  •  = 

h  h  2 

=  ?'  (xo5  a,  . . .  a„)  +  2^  ^"  (xo,  a^  . . .  a»)  +  ^^  ?'"  (Xo,  a^  .  . .  an)  + . . . 

wird  dadurch,  dass  schon  ein  Punkt  an  Pq  unendlich  nahe  gerückt  ist, 
wegen  /'  (x©)  =  ?p'  (xo,  a|,  a-j  . . .  an)  auf 


1 hj 

;! 

l     ...  .    .    h. 


2!rw  +  3;f"(xo)+...= 

=  ^j?"(Xo,  ai,  a.2 . .  .  a„)  +  -^^  ?"'(xo,  ai  . . .  an)  +  . . . 

reduciert  und  geht,  wenn  hj  gegen  Null  convergiert,  in 

/"  (Xo)  =  9"  (xo,  a,,  a^  .  .  .  a„) 
über  u.  s.  w. 

Rücken  somit  alle  Punkte,  durch  welche  die  Curve  tp  gehen  soll, 

unendlich  nahe  an  Pq,   d.  h.  convergieren  alle  hi  gegen  Null,    so  hat 

man  zur  Bestimmung  der  Constanten  a  die  Gleichungen 

/  (xo)  =  ?  (Xo,  ai,  a^  . .  .  an), 

/  (xo)  =  ?'  (xo,  ai,a2  ...an), 

/'  (xo)  =  ?"  (xo,  ai,  a^  . . .  an), 


^^•n 


f  °  (Xo)  =  9*»  (xo,  ai,  a^  . . .  a«), 
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also  dieselben,  welche  als  Bedingung  der  Berührung  nach  der  (n—iy*" 
Ordnung  im  Punkte  Pq  erhalten  wurden. 

Daraus  foloi;:  Berühren  sich  zwei  Curven  an  einer  Stelle  nach 
der  (n  —  1)^°  Ordnung,  so  haben  sie  an  dieser  Stelle  n  benachbarte 
Punkte  miteinander  gemein. 

3.  Die  osculierende  Gerade. 

Es  soll  die  osculierende  Gerade  in  einem  Punkte  Pj  mit  der 
Abscisse  Xq  der  Curve 

y  =/(x) 

bestimmt  werden. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Geraden 

y  =  ax  +  b 

enthält  zwei  Constanten,  sie  berührt  also  eine  Curve  osculatorisch  nach 
der  ersten  Ordnung,  wofür  zwei  Bedingungen  bestehen: 

/(Xo)  =  a  x^  -j-  b, 

fUo)  ■=  a. 
Aus  diesen  folgt: 

/  (Xo)  =  a, 

/(Xo)  — /  (xo)  Xo  =  b. 
Demnach  ist  die  Gleichung  der  osculierenden  Geraden: 

y  =  X  f  (Xo)  +/(Xo)  -  Xo  /'  (x,) 
oder,  weil 

/(Xo)  =  Jo, 
y  —  Yo  =  (x  —  Xo)/'  (Xo), 

.  und  dies  ist  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  Po  der  Curve, 
Die  osculierende  Gerade  ist  somit  die  Tangente  an  die  Curve. 
Für  den  Fall  der  Superosculation  hätte  man  noch  die  Bedingung 

/"  (Xo)  =  r  (Xo), 

und  weil 

T"  (Xo)  =  0, 
ist  auch 

/'  (Xo)  =  0, 

d.  h.  der  Punkt  Pq   muss  ein  Wendepunkt  sein.    Die  Wendetangente 
ist  somit  eine  superosculierende  Gerade. 


Untersnchnng  des  Laufes  ebener  Curven.  377 

4.  Der  osculierende  Kreis. 

Der  Kreis  geht,  wenn  er  eine  Curve  im  Punkte  Pq  (x^,  y^)  oscu- 
latorisch  berührt,  in  diesem  Punkte  eine  Berührung  zweiter  Ordnung 
ein,  für  welche  die  Bedingungen  bestehen: 

/  (xo)  =  T   (Xo), 

/'   (Xo)  =  ?'   (Xo), 

/"  (xo)  =  r  M^ 

wenn 

die  Gleichung  der  Curve  und 

y  =  cp  (X) 

die  Gleichung  des  Kreises  ist. 

Schreibt  man  die  Gleichung  des  Kreises  in  der  Form 

(x-a)2  +  (y-ß)2  =  r2, 

so  erhält  man  durch  Differentiation  derselben 


oder 


2(x_a)  +  2(y-ß)||  =  0 
(x-a)  +  (y-ß)^y  =  0 


and  durch  abermalige  Differentiation 

Setzt   man   in   allen    diesen    Gleichungen   x  =  Xq,  so    geht    zu- 
folge der  Bedingungsgleichungen  y  in  y©,    ,  -  =cp'(x)   in  /'(x©)   und 

d*v 

,  \  ==  rp"  (x)  in  f"  (xa)  über  und  man  hat 

(xo  -  a)-^  +  (y,  -  ß)2  =  r\ 
(xo  -  a)  +  (yo  -  ß) /» (Xo)  =  0. 
1  +  [/' WF  +  (yo  -  ß)/"  (^o)  =  0; 

aus  diesen  drei  Gleichungen  können   die  Parameter  der  Kreisgleichung 
bestimmt  werden. 

Aus  der  dritten  Gleichung  findet  man 
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und  aus  der  zweiten 


oder 


Schließlich  aus  der  ersten 

,2 = {1 + [f'(^)&[f'(^)?  4_  {1 + [f'  (ovy 

Man  hat  demnach  für  den  osculatorischen  Kreis  im  Punkt  F^ 

3 


{l  +  [/•  (x«)]^}  * 


/"  (Xo) 


—  -  ? 


wodurch  derselbe  vollkommen  bestimmt  ist. 

Dieser  Kreis  schmiegt  sich  als  osculatorischer  unter  allen,  die  Curve 
in  Po  berührenden  Kreisen  der  letzteren  am  engsten  an,  und  bestimmt 
die  Stärke  der  Krümmung  der  Curve  in  diesem  Punkte  im  Sinne  der 
folgenden  Untersuchung. 

§  55.  Krümmung  ebener  Cnrven. 

1.  Die  Begriffe  gerade  und  gekrümmt  sind  hinreichend  geläutis: 

und  bedürfen  keiner  Erklärung.     Ebenso  kann  man   sich  die  Begrifft 

schwächer  und  stärker  gekrümmt  ohne  weiters  veranschaulichen. 

Soll  aber  die  Stärke  der  Krümmung  eines  Curvenbogens  P,  P- 

(Fig.  50)  durch   eine  Größe   angegeben   werden,   so  eignet  sich  hiwu 

FiK.  50.  am  besten  der  Winkel,    welchen  die 

Tangenten  in  den  Endpunkten  P,.P: 
dieses  Bogens  miteinander  einschließen. 
Ist  Pj  P.2  ein  gegebener  Carven- 
bogen,  in  welchem  sich  kein  Wende- 
punkt befindet,  so  nennt  man  den  im 
Bogenmaße  gemessenen)  Winkelnden 
die  Tangenten  der  Punkte  Pi  und  Pj 
miteinander  einschließen,  die  absolute  Krümmung  des  Bogens  P,  P^ 
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Plg.  61. 


Haben  zwei  Bogenstücke  verschiedene  Länge,  aber  gleiche  absolute 
Krümmung,  so  ist  offenbar  das  kürzere  Bogenstück  stärker  gekrümmt 
als  das  längere.  Bestimmt  man  also  den  Antheil  der  absoluten  Krümmung, 
welcher  auf  die  Längeneinheit  des  Curvenbogens  entfällt,  so  wird 
dieser  um  so  größer  sein,  je  weniger  Einheiten  der  Bogen  enthält,  d.  h. 
je  kürzer  das  betreffende  Bogenstück,  also  je  stärker  die  Curve  ge- 
krümmt ist. 

Diese  die  Stärke  der  Krümmung  weitaus  besser  charakterisierende 
Größe  wird  die  relative  oder  durchschnittliche  Krümmung  des 
Curvenbogens  genannt;  sie  wird  erhalten,  wenn  man  die  absolute 
Krümmung  t  durch   die   zugehörige   Bogenlänge    P^  P2  =  s    dividiert. 

Theilt  man  eine  Curve  durch  die 
auf  ihr  gelegenen  Punkte  Po,  P|,  P25  P3?  •  •  • 
(Fig.  51)  in  Bogenstücke  von  der  Länge  s, 
so  wird  im  allgemeinen  jedem  dieser 
Bogenstücke  eine  andere  relative  Krüm- 
mung zukommen. 

Werden  die  Curvenstücke  sehr  klein 
gemacht,  d.  h.  die  Punkte  Pq,  P^,  Pj,  P35 . .  • 
sehr  nahe  aneinander  angenommen,  dann 
kann  jedes  derselben  als  Bereich  des  Punktes  Pi  angesehen  werden  auf 
welchen  es  folgt,  und  man  gelangt  zum  Begiffe  der  relativen  Krümmung 
in  einemPunkte,  wenn  man 
die  relative  Krümmung  eines 
unendlich  kleinen  Curven- 
stückes  d  s,  welches  unmittel- 
bar an  den  Punkt  anschließt, 
in  Betracht  zieht. 

Sind  die  Punkte  P 
und  P|  (Fig.  52)  zwei  un- 
mittelbar benachbarte  Punkte 
der  Curve,  und  hat  der 
Punkt  P  die  Coordinaten  x 
und  y,  so  sind  x-|-dx  und 
y-j-dy  die  Coordinaten  des 
Punktes  Pf,  ferner  ist  die 
Länge  des  CurvenbogensPPj ; 


Fig.  52. 


d  s  =  p'dx^  -["  ^y^  =  dxYl  4-  y'^.  Bezeichnet  man  den  Winkel,  den 
die  Tangente  (T)  im  Punkte  P  mit  der  x-Axe  einschließt,  wie  dies 
bisher  consequent  durchgeführt  wurde  mit  d,  so  schließt  die  Tangente 
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(Ti)  in  Pi  mit  der  positiven  Richtung  der  x-Axe  den  Winkel  ^  -4-  d  \> 
ein,  mithin  bilden  die  Tangenten  in  den  beiden  Nachbarpankten  P 
und  Pj  den  Winkel  d^.  welcher  Contingentswinkel  genannt  wird. 
Die  relative  Krümmung  K  im  Punkte  P  ist  demnach  mit  Rück- 
sicht auf  den  im  vorstehenden  erläuterten  Begriff  derselben  gegeben 
durch 

K = !*• 

ds 

Der  Bogen  eines  Kreises  vom  Radius  p.  welcher  einem  Centri- 
winkel  s  entspricht,  hat  die  Länge  ps.  Die  Tangenten  in  den  End- 
punkten dieses  Bogens  bilden  einen  Winkel,  welcher  ebenso  groß  ist 
wie  der  dem  Bogen  zugehörige  Centriwinkel  e,  mithin  ist  die  relative 
Krümmung  dieses  Kreisbogens 

K  =  -t  =  ^ 

pe        p 

d.  h.  die  relative  Krümmung  eines  Kreises  ist  für  jeden  Bogen 
dieselbe,  also  auch  in  allen  seinen  Punkten  constant  und 
gleich  dem  reciproken  Werte  des  Radius. 

Durch  entsprechende  Wahl  des  Radius  kann  ein  Kreis  von 
beliebiger  Krümmung  gezogen,  also  auch  ein  Kreis  von  jener  relativen 
Krümmung,   welche   eine  Curve  in  einem    bestimmten  Punkte  besitzt. 

Führt  man  nun  einen  Kreis  so,  dass  er  eine  Curve  in 
einem  Punkte  P  berührt  und  dieselbe  relative  Krümmung 
hat,  welche  die  Curve  im  Berührungspunkte  besitzt,  dann 
nennt  man  diesen  Kreis  den  Krümmungskreis,  seinen  Radius 
Krümmungsradius  und  seinen  Mittelpunkt  den  Krümmung^ 
mittelpunkt  der  Curve  in  dem  Punkte  P  derselben. 

Zur  Bestimmung  des  Krümmungsradius,  welcher  die  relative 
Krümmung  der  Curve  in  einem  bestimmten  Punkte  derselben  ver- 
gegenwärtigt, genügt  die  Beziehung 

1        ds 
^  =  K=d^' 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Curvengleichung  lässt  sich  p  auf 
verschiedene  Arten  als  Function  der  Coordinaten  des  betreffenden 
Curvenpunktes  und  der  Coefficienten  der  Curvengleichung  ausdrücken. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Parallelcoor- 
dinaten  und  in  entwickelter  Form  gegeben, 

7  =  f(^), 


Untersuchung  des  Laufes  ebener  Curven.  381 


so  ist  zui 

lachst 

ds  — dx^l  +  y^l 

ferner 

y  —Ung«", 

also 

^       arc  tang  y  . 

Hieraus  findet 

man  durch  Differentiation,   bei  Berücksichtigung, 

dass  y '  = 

=/'(x) 

eine 

Function  von  x  ist. 

Demnach 

1 

ds       dx(14-y'2)"« 

oder 

(1+y'V 
P  —  -       ..  -  -  • 

y 

Dieser  Wert  von  p  ist  gleich  jenem,  welcher  als  Radius 
des  osculatorischen  Kreises  erhalten  wurde. 

Da  sowohl  der  Krümmungskreis  als  auch  der  osculatorische 
Kreis  die  Curve  in  einem  Punkte  berührt,  so  haben  beide  Kreise  in 
einem  gemeinschaftlichen  Punkte  eine  gemeinschaftliche  Tangente  und 
müssen  sich  somit,  weil  sie  auch  gleiche  Radien  haben,  vollkommen 
decken. 

Darausfolgt:  Krümmungskreis  und  osculatorischer  Kreis 
in  einem  Curvenpunkte  sind  identisch. 

2.  In  der  Formel  für  den  Krümmungsradius 

,  _  (M-  y;^ 
P--  y„ 

kommt  eine  Quadratwurzel  vor,  welche  bezüglich  des  Vorzeichens 
zweideutig  ist.  Legt  man  derselben  stets  das  positive  Vorzeichen  bei, 
so  erlangt  p  immer  dasselbe  Vorzeichen,  welches  y''  hat,  charakterisiert 
somit  dadurch  den  Krümmungssinn  der  Curve. 

Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  S  und  t\  müssen 
identisch    sein   mit   den    Coordinaten  a  und  ß   des  Mittelpunktes   des 
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osculatorischen  Kreises,    welche  bereits   gefanden  wurden;  man  kann 
sie  aber  auch  direct  auf  folgende  Weise  bestimmen: 

Der  Krümm  ungsmittelpunkt  liegt  offenbar  auf  der  Normalen  de? 
entsprechenden  Curvenpunktes  im  Abstände  p  von  demselben. 

Die  Normale  steht  auf  der  Tangente,  welche  die  Richtung  dxidv 
hat,  senkrecht,  ihre  Riehtungscomponenten  sind  somit  —  d  v :  d  x, 
also  ihre  Richtungscoordinaten 

—Ajl  ^— ^  y  -  - = ^ 

yi  x2  -f  d  y2      d  X  Ki^T^      y^^y- 

und 

dx  dx  1 


Die  Coordinaten  des  KrUmmungsmittelpunktes  als  eines  PuQkte> 

1 

im  Abstände  p  =    —  ~,r"^^  ^^™  Punkte  P,  (x,  j)  auf  einer  Geraden 
mit  den  angeführten  Richtungscoordinaten  sind  also  gegeben  durch* 


■n 


oder 


•y"      Ki+y' 

y"      Ki  +  y'^" 
g_^     y'(i+y''') 

3.  Es  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  der  Krümmnngsmittel- 
punkt  der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  zwei  Nachbarpunkten 
der  Curve  ist. 

Die  Gleichung  der  Normalen  in  einem  Punkte  P  der  Carre. 
welcher  die  Coordinaten  x  und  y  hat,  ist 

(4_x)dx4-(7]-y)dy  =  0, 


*)  Siehe    analytische    Geometrie    der   Ebene,    »Coordinaten  von  Punkten  eioef 
Geraden«,  I.  Band,  III.  Th.,  I.  Abth.,  Art.  10. 
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dementsprechend  jener  im  Nachbarpunkte  von  den  Coordinaten  x  -|-  d  x 

und  y  +  dy 

(4_x-dx)d(x  +  dx)  +  (Yi-y-dy)d(y  +  dy)  =  0 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  d  (d  x)  =  0  (weil  x  als  unab- 
hängige Variable  angesehen  wird)  und  die  unendlich  kleine  Größe 
dritter  Ordnung  —  d  y  d^  y  gegenüber  den  anderen  vernachlässigt, 

(S  — x)  dx  +  (y)  — y)  dy  —  Tx^  -  dy^  +  (t)  -  y)  d^y  =  0. 

Die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  dieser  beiden  Normalen  er- 
geben sich  somit  als  gemeinschaftliche  Auflösungen  der  beiden 
Gleichungen 

(e-x)dx  +  (7i-y)dy  =  0, 

($-x)dx  +  (T]-y)dy-d^2_d^2_|_(^_y)a2y  =  o. 

Nach  Berücksichtigung  der  ersten  Gleichung  und  darauf  aus- 
geführter Division  mit  dx^  geht  die  zweite  in 

-i-y''  +  (^-y)y"  =  o, 

ttber,  woraus 

folgt.  Setzt  man  diesen  Wert  von  t)  —  y  in  die  erste  Gleichung  ein, 
80  gibt  diese 

y'(i  +  y^) 


S-x  =  - 


y" 


Mithin  sind  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  Normalen  in 
zwei  Nachbarpunkten  der  Curve 

y 
.  J  +  y'' 

also  identisch  mit  jenen  des  Krümmungsmittelpunktes. 

Multipliciert  man  Zähler  und  Nenner  der  Brüche  mit  |/T  +  y'^j  so 
nehmen  sie  folgende  allgemein  brauchbare  Form  an: 

ds 
,      dx 


384  Zweiter  Theil.     II.  Abtheilung.     1.  Abschnitt. 

4.    Ist  die  Curve   in   der  Weise   analytisch  dargestellt  dass  die 
Coordinaten  ihrer  Punkte  x  und  y  als  Functionen  eines  Parameters  t 

x  =  <p(t), 

y  =  (I.(t) 
gegeben  sind,  so  ist: 

ds  =  y-dk^  +  d'^ = dtf  (^^y + (^J  =  dt  j/x-^+p. 

ferner 


dy  y  dt  y 

d  =  arctane  ,     —  arctang  --  m  =  arctang  — 

dx  X  dt  X 

und  weil  y'  und  x'  Functionen  von  t  sind, 
oder 


^5 


IX»  «       >\ 


d»  =  — y     ■  y,f    dt 
Man  hat  also  fUr  den  KrttRimnngsradius: 

d 8  _     dt  |^x'''-+"y '' 

dt 


ad-        X  y    —  y  X 


oder 

X  y    — y  X 

Ebenso  kann  man  die  Coordinaten  des  Erümmungsmittelpunktes 
durch  x',  x",  y',  y"  ausdrücken. 

5.  Sollte  schließlich  die  Curve   durch    eine  Gleichung  in  Polar- 
coordinaten  gegeben  sein, 

r = m, 

so  hat  man  in  der  Formel 

ds 

P  =  d^* 

die  Differentiale  ds  und  dd  'durch  die  Größen 

r"  =  /'  (<p), 
r"  =  /"  (<p) 

darzustellen,  welche  aus  der  Curvengleichung  abgeleitet  werden  können. 
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Bekanntlich  ist 


und 


also 


ds  =  d9^r^-|-r^2 


tang  6  =    , ) 


ö  =  arc  tang  — 


wobei  8  (Fig.  53)  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Tangente  mit  dem 
Radiusvector  einschließt. 
Nun  ist  aber 

also  auch 


mithin 


d^ 


^  =  cp  -|-  arc  tang  —  ? 

r 


=^K'+:-Väv^.^) 


+(I) 


oder 


r2  _4-  2  r'2  —  r  r" 


Demnach  schließlich 


8 


Flg.  53. 


r2  +  2r'2  — rr 

Die  Coordinaten  R  und 
4>  des  Krümmungsmittel- 
punktes ü  lassen  sich  eben- 
falls durch  r,  r',  r"  und  cp 
ausdrücken. 

Führt  man  nämlich 
aus  ß  eine  Senkrechte  ßQ 
zum  Radiusvector,  so  ergibt 
^ich  aus  den  dadurch  ent- 
stehenden Dreiecken  0  ß  Q 
und  QflP 

Qß  =  R8in(0  — cp)  = 

=  p  cos  0, 

QP  =  ÜP  —  OQ  =  r  —  R  cos  (4>  —  ?)  =  p  sin  *, 

BudiiaTljevic  a.  Miknta.  Leitf.  d.  höher.  Matbemat.  II.  Bd.  25 
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also 

R  sin  [^  —  ?]  =  P  cos  Ö, 

R  cos  [O  —  ?]  =  r  —  P  sin  ft. 

Fuhrt  man  nun  für  p,  sin  Ö  und  cos  S  die  durch    r,  r\  r"  aus- 
gedrückten Werte  ein, 

sin  8  =  --^^-  ^.  _  - :      cos  ©  =  -,  -  -  ^  _  ? 
80  erhält  man  die  Gleichungen 


R  sin  [$  —  ^]  = 


r*  -("  '■'■^  —  '"^ 


R  cos  [<&  -  .p]  _  r  -  ^-_^-— -  _-,,  _  - -j_- -  ^^  _- -^,. . 

aus  welchen  R   und  4>,   also  der  Radiusvector   und  die.  Anomalie  des 
Krümmungsmittelpunktes  bestimmt  werden  können. 

Beispiele: 

1.  Es  ist  der  Krümmungsradius  einer  durch  die  Gleichung 

•^  2p 

gegebenen  Parabel*)  zu  bestimmen. 

Man  findet  durch  Differentiation: 

^      p 

^-  =  1. 
^       p' 

Demnach: 

{\  +  y-y  _V  ~^  y^   _  (p2  +  x^)«  _    p^  +  x-^  Y       r- 

y  1  p^  2p  p- 

p 

also 

p  =  2yl'i  +  y-^  =  2n. 

*)  Gleichung  einer  Parabel,  bezogen  auf  die  Leitlinie  als  Ahscissenaxe  und  d\t 
Parabelaxe  als  Ordinatenaxe. 
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Der  Krümmungsradius  dieser  Parabel  ist  somit  gleich  dem 
doppelten  Normalenstücke. 

Daraus  leitet  sich  folgende  Construction  des  Krümmungsmittel- 
punktes für  einen  beliebigen  Punkt  der  Parabel  ab. 

Man  führt  in  dem  betreffenden  Punkte  P  (Fig.  54)  die  Normale, 
verlängert   dieselbe   bis   zum  Schnittpunkte  N  mit   der   Leitlinie   und 

Fig.  54. 


P«pn=2PN 


trägt  die  Strecke  PN  zweimal  auf  der  anderen  Seite  der  Normalen 
auf.  Der  auf  diese  Weise  bestimmte  Punkt  ß  ist  der  Krümmungs- 
mittelpunkt für  den  Punkt  P  der  Parabel. 

2.  Es  ist  der  Krümmungsradius  für  einen  Punkt  der  Ellipse  zu 
bestimmen. 

Die  Gleichung  der  Ellipse 


a 


2        v2 


b2 


könnte  nach  y  aufgelöst  und  die  Aufgabe  sodann  analog  der  früheren 
behandelt  werden. 

Einfacher  erscheint  aber,  den  Krümmungsradius  als  Function  der 
Coordinaten  x  und  y  des  Curvenpunktes  darzustellen,  indem  man  y' 
und  y"  nach  der  Methode  für  unentwickelte  Functionen  bestimmt. 

25» 
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Man  erhält: 

2x 

y  = 

a2              b^  X 

2y          a-^  y 

und  durch  nochmalige  Differentiation  bei  Berücksichtigung,  dass  y  eiDe 
Function  von  x  ist, 

b2    X 

y"  =  _ .^1  yjr/^t.=^^^  *^      ^  a^  y 

^  a^         y'^  a^  y^ 

oder 

y2        x^ 


r^' 


b4     \y2  +    a2'  b^ 


a^  y3  a*  y^ 

Also 


_a  +  5' 


p  — 


,.,i_o+^:-7y_-=K'+-i:i^) 


3 
9 


y''  h'  —h' 


^2  y:j 


oder 


a2y3;^-(a^y2  +  b^x^)'»" 


a*^v^ 


—  b^ 
und  schließlich  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

P  "~  a*  b* 

Will  man  speciell  die  E^rümmnngsradien  p«  und  pb  (Fig.  55)  ic 
den  Scheitelpunkten  auf  der  x-  und  y-Axe  erhalten,  so  hat  man  nur 
y  =  0,  x  =  a,  beziehungsweise  x  =  0,  y  =  b  zu  setzen  und  findet: 


2 


b2  a 

Diese  beiden  Werte  führen  zu  der  allgemein  üblichen  Oonstructior 
der  Krtimmungsraittelpunkte  in  den  Scheiteln  der  Ellipse: 

Es  sei  AO  =  a,       OB  =  b; 

macht  man  C  E  JL  A  B, 
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so  ist  D  der  Erümmungsmittelpankt  für  A,  und  E  der  Krümmungs- 
mittelpunkt  für  B.  Denn  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ABC  und 
DCA  folgt: 

CB:AC  =  AC:AD, 
a  :  b     =      b  :  AD, 


also 


AD  =  -  =  pa. 

a 

Flg.  65. 


Femer  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  AGB  und  CBE: 

AC:BC  =  BC:BE, 

a:BE, 


b  :  a     = 


a^ 


BE  =  ^  =  pb. 

3.  Um  den  Krümmungsradius  für  einen  Punkt  der  Hyperbel  zu 
rhalten.  hat  man  nur  in  der  Formel  des  für  die  Ellipse  gefundenen 
li  statt  b  zu  setzen  und  findet  wieder 


3 


P  = 


[a^y2  +  b^x^]« 
a^b^ 


4.   Es  ist  der  Krtlmmungsradius    für   einen  Punkt   der  Cykloide 
u  bestimmen. 

Aus  dem  Gleichungssystem  der  Cykloide: 

X  =  a  (t  —  sin  t), 

y  =  a  (1  —  cos  t) 
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a  sint, 
a  cost, 


folgt  durch  Differentiation: 

x'  =  a(l  —  cost),     y 

x''=asint,  y 

also 

x'2  4-y^2  =  a2[(l— cost)2  +  Binn]  =  2a2(l  — eoBt)  =  4a2sin2^. 

x'y"  — x^-y^  =  a2[cc8t  — cosn  — 8in2t]  =  a2(co8t  — 1)  =  — 2a2sin2^. 
Demnach  ist 


X  y    —X   y 


2  a^  sin«  ^ 


=  —  4  a  sin  — 
t  2 


und  absolut  genommen 

Fl«.  56. 

B 


L     I 


A  * 

p  =  4a8m2, 
oder  weil 

2  a  sm  —  =  n, 

p  =  2n. 

Der  Krtlmmimgs- 
radius  für  jeden  Punkt 
der  Cykloide  ist  doppelt 
80  groß  als  das  Normalen- 
stück  in  diesem  Panktr 
(Fig.  56) 

FQ  ==  2  .  PA. 

5.  Es  ist   der  Krümmungsradius   für  einen  Punkt  der  logahtl- 
mischen  Spirale  zu  bestimmen. 

Aus  der  Gleichung  dieser  Curve 

r  =  me»? 
folgt  durch  Differentiation 

r'  =  mae»?  =  ar, 

r''=  ma«e*<P  =  a^r, 
also 

r2-|>r^2=r2(l+a2). 

r'i  +  2r'2  _  rr-  ^  ^2  ^  2a2r2  —  a'^r«  =  t^(1  +  a«). 
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üemnach 


oder 

p  =  n. 

Der  Krümmungsradius  ist  gleich  dem  Normalenstück. 

§  56.  Evoluten  und  Evolventen  ebener  Cnrven. 

Der  geometrische  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  einer 
Curve  wird  »Evolute«  dieser  Curve  genannt. 

Da  der  Ejümmungsmittelpunkt  der  Schnittpunkt  zweier  benach- 
barten Normalen  ist,  so  ist  die  Evolute  der  geometrische  Ort  der 
Schnittpunkte  aller  benachbarten  Normalen,  und  als  solcher  die  Enve- 
loppe  (EünhüUende)  sämmtlicher  Normalen  der  Curve. 

Die  Gleichung  der  Normalen  in  einem  Punkte  P  (x,  y)  einer 
durch  die  Gleichung 

gegebenen  Curve  lautet: 

(S-x)dx  +  (7i-y)dy  =  0, 
oder 

($-x)  +  (iri-y)y'  =  0. 

Lässt  man  in  dieser  Gleichung  x,  y  und  y'  verschiedene  Werte 
annehmen,  aber  nur  solche,  welche  der  Gleichung  der  Curve  y  =f(x) 
genügen,  so  erhält  man  nach  und  nach  die  Normalen  in  allen  Punkten 
der  Curve,  also  sämmtliche  Normalen  dieser  Curve. 

Werden  also  in  der  Gleichung 

6  — x  +  (Tri-y)y^  =  0 

X,  y  und  y'  als  willkürliche  Parameter  angesehen,  wobei  aber,  zufolge 
der  Bedingungsgleichung  y  =/(x),  y  und  y'  Functionen  von  x  sind, 
so  stellt  diese  die  Schar  aller  Normalen  der  Curve  vor. 

Die  Evolute  der  Curve  ist  die  Enveloppe  dieser  Schar,  demzufolge 
kann  ihre  Gleichung  in  der  für  die  Gleichung  der  Enveloppen 
angegebenen  Weise  aufgestellt  werden. 

Durch  DiflTerentiation  der  Gleichung  der  Normale  nach  x,  bei 
Berücksichtigung,  dass  y  und  y'  Functionen  von  x  sind,   erhält  man: 

-i-y^  +  (i^-y)y"  =  o 
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und  hat  nach  der  Theorie  der  Enveloppen  für  die  Punkte  der  Evoluti- 
das  Gleichungssystem 

y  =f(x); 

(S-x)  +  (iri-y)y<  =  0,  ,_ 

-l-y'^  +  (i)-y)y"  =  0,  ly-/'^v 

aus  welchem   durch  Elimination   von  x,   y  und  y',   y''   die  GleichuDg 
der  Evolute  erhalten  wird. 

Beispiele: 

1.  Es  ist  die  Gleichung  der  Evolute  der  durch  die  Gleichung 

^~      2p 
gegebenen  Parabel  aufzustellen. 

Aus  der  Gleichung  der  Parabel  folgt: 

y  =— ,     y    = 

P  P 

Mithin  besteht  für  die  Punkte  der  Evolute  folgendes  Gleichungs- 
system: 

_  p8  -f  x^ 


^  2p 


— ■  1 


-i-p:+(^-y)p  =  o. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  ist  nun  x  und  y  zu  eliminieren, 
was  keinerlei  Schwierigkeiten  bereitet. 

Dividiert  man  die  zweite  Gleichung  durch  x  und  subtrahiert  die 
dritte  von  derselben,  so  erhält  man: 

£  — x_      1  _^ 

X  p^ 


X3 
P^ 


also 

~        1 
Aus  der  dritten  Gleichung  folgt  unmittelbar: 

x2        p2  -L.  x- 

Tl  —  y  =  p+p  =-  -p —  =  2y, 

also 

ti  =  3y. 
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Man  hat  demnach 


-Kp^$;      y=|. 


und   erhält   durch  Einführung   dieser  Werte  in   die  Parabelgleichung 
die  Gleichung  der  Evolute 


oder 


3  2p 


Fig.  57. 


w 


0 


Es  ist  dies  eine 
Curve  der  dritten  Ord- 
nung und  führt  den  Namen 
NeiFsche  Parabel.  (Fig.  57.) 

Vertauscht  man  die 
Coordinatenaxen  und  ver- 
schiebt den  Ursprung  um 
3 

-  p,  so  geht  die  Gleichung 
dt 

der  Evolute  in 

^        27  p  *  ' 

also    in     die     für     diese 
Curve  übliche  Form 

über.  Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass   die  NeiFsche  Parabel  eine  reale 
Asymptote  in  der  unendlich  fernen  Geraden  besitzt. 

2.  Es  ist  die  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse  aufzustellen. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  empfiehlt  es  sich,  die  parametrische 
Darstellung  der  Ellipse  zu  wählen. 

Aus  dem  Gleichungssystem  der  Ellipse 

X  =  a  cos  t, 

y  =  b  sin  t 
erhält  man 

dx  =  —  asintdt;       dy  =  b  cos  t  d  t 


;E 
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\  also 

;  , d  y b  cos  t 

{  ^         dx  asin  t 

I'  Mithin  ist  die  Gleichung  einer  Normalen: 

(S  —  a  cos  t)  —  (y)  —  b  sin  t)  — ;— -  =  0 

*  a  sm  t 


I 


ift 


•(. 


l| 


oder 


aS  —  a*  cos  t      b  Y]  —  b^  sin  t 


m\  woraus  schließlich 


cost 

sin  t 

aS 
cost 

smt 

(c  =  |/a*  —  b^  lineare  Excentricität)  folgt. 

Diese  nur  den  Parameter  t  enthaltende  Gleichung  stellt  die  Schar 
sämmtlicher  Normalen  der  Ellipse  vor.  Durch  Differentiation  derselbeD 
nach  t  folgt: 


oder 


— „  -  sm  t  -4-  -^— ~  cos  t  =  0 
cos^t  sm-^  t 


aS  hfl 


cos'H  sin^t 


Demnach  ist  nach  der  Theorie  der  Enveloppen  das  Gleichungs- 
system der  Evolute: 

a  6         b  T]         ., 

—  — —  —  e 

cos  t      sin  t         ' 

a  £    b  Y] 

cos^t  sinH 


aus  welchem  t  zu  eliminieren  ist. 

Setzt  man  behufs  symmetrischer  Durchführung  der  Rechnung: 

.a$    bT]  


so  folgt: 


cos^t  sin^t        ' 


o  cos'*  t; 7-^  =  o  sm^  t. 


cos  t  sm  t 

also  zufolge  der  ersten  Gleichung 


=  c2. 
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Man  hat  also: 


co8^t  =  -«;     sin-'t 


bT] 


cos  t  = 


1     1 

/»3 


1       1_ 
8" 


sin  t  =  — 


b«_7i 

a3 


und  erhält  nach  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  Gleichung  der  Normalen : 


Fig.  58. 


ae 


a 


1     1 

3    ^3 


+ 


2 

's 


bT] 

1    r 

b8'V 

~  2  '^ 
/.3 


=  c- 


oder 


2      2^  2      ^ 


=  c 


8 


als  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse  (Fig.  58). 
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Setzt  man    =  a   nnd  —  =  ß.   so   nimmt   diese   die  allofemein 
a  b        ^' 

übliche  Form  an: 

2  •  .  s  2 


(!)■ +(!)==■• 


ß 

3.  Es  ist  die  Evolute  der  durch  das  Gleichungssystem 

X  =:  a  (t  —  sin  t), 

y  =  a(l  —  cost) 

gegebenen  Cykloide  zu  bestimmen. 

Bei  dieser  Aufgabe  ist  es  vortheilhafter,  auch  die  Evolute  in  der 
parametrischen  Form  darzustellen,  d.  h.  die  Coordinaten  des  Krümmim^ 
mittelpunktes  als  Functionen  von  t  auszudrücken. 

Die  Coordinaten  des  Ertimmungsmittelpunktes  sind: 

ds 
,      dx 

Zufolge  der  Cykloidengleichungen  ist  aber 

d  X  =  a  (1  —  cos  t)  d  t  =  2  a  sin^  «  d  t,  d  y  =  a  sin  t  d  t 


ds  =  |/dx2  +  d y^  =  dt  a  K(l  —  costp -f  sin~t2, 


ds  =  dt  a  1^1  —  2  cost  -f  cosU  -f  sinH  =  dt  a  /2(1  —  costj 

d  s  =  2  a  sin  -^  d  t, 

d  y  =  a  sin  t  d  t  =  2  a  sin  v,-  cos  -^  d  t, 
•^  2         2' 


ferner: 


P  =  ^ — 77^    T-Ti  =  —  4a  sm -H. 

x'y"  — y'x"  2 


Demnach 


2  a  sm  -^-  cos  y  d  t 

$  =  a  (t  —  sin  t)  -f-  4  a  sin  -^ j 

2a  sin  -dt 
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T,  =  a  (1  —  cos  t)  —  4  a  sin 


2  a  sin^  -  d  t 
t  dt 

2 a  sin  -  dt 


oder 


4  =  a  (t  —  sin  t)  4"  4  a  sin  ^  cos  -^, 

Tfj  =  a  (1  —  cos  t)  —  4  a  sin^  -^^ , 

also  schließlich 

4  =  a  (t  +  sin  t\ 
T]  =  —  a(l  —  cost) 

als  Gleichungssystem  der  gesachten  Evolute. 

Diese  Curve  ist  wieder  eine  Cykloide,  welche  zur  ursprünglichen 
congruent,  aber  in  der  Richtung  der  Basis  x  um  «a,  und  in  der 
Richtung  der  y-Axe  um  —  2  a  verschoben  ist   (Fig.  59.) 

Fig.  59. 


Denn  setzt  man  t  =  it  -[-  "^j  so  erhält  man: 

J  =  5t  a  -|-  a  (t  —  sin  t), 

r,  =  —  ^  (1  +  cos  t)  =  —  2a-t-a  —  a  cos  t  =  —  2a-f-a(l  —  cos  t), 

ivoraus  zu  erkennen  ist,  dass  bei  Verschiebung  dea  Coordinatensystems 
parallel  zu  sich  selbst  um  die  Größen  ica  und  — 2  a  die  Gleichungen 
n  jene  einer  gemeinen  Cykloide  übergehen. 


IS 


r 


■|  i 
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4.  Es  ist  die  Evolute  der  logarithmischen  Spirale  zu  bestimmen. 
Bei  dieser  Curve  wurde  bereits  gefunden,  dass  der  KrtimmüDgs- 
radius  der  Polarnormale  gleich  ist. 

FijT.  60. 


^»J 


w 


Der  geometrische  Ort  der  Erümmungsmittelpunkte  ist  demnaek 
identisch  mit  jenem  der  Punkte  N  (Fig.  60),  in  welchem  die  Normale 
des  Curvenpunktes  die  Senkrechte  zum  Radiusvector  desselben  Punkt 
schneidet. 

Ein  solcher  Punkt  N  ist  bestimmt  durch  seinen  Radiusvector 

R  =  sn  =  r'  =  ar  =  ma  e*?, 
und  die  Winkelamplitude 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Evolute 

R  =  ame^       ^^ 
oder 


aic 


und  nach  Substitution 


R  =  ame     ^  e*^, 


m  ac 


an 
2 


R  =  n  e**. 

Die  Evolute  ist  also  wieder  eine  logarithmische  Spirale,  welch' 
zur  ursprünglichen  congruent  ist  und  nur  so  gegen  das  Coordinatec- 
System  verschoben  erscheint,  dass  sie  die  Polaraxe  nicht  im  Abstände  m 
sondern  in  der  Entfernung  n  vom  Ursprung  schneidet. 

Aus  dem  Umstände,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  als  Schnitt- 
punkt zweier  benachbarten  Normalen  angesehen  werden  kann,  ^^ 
sich  die  Haupteigenschaft  der  Evoluten  ableiten. 
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Sind  Pi,  Pj,  P3, . . .  Pn  (Fig.  61)  unbesehränkt  nahe  aneinander- 
liegende Punkte  der  Curve,  und  n^,  D2,  n^  .  .  .  Db  die  Normalen  in 
denselben,  so  sind  deren  Schnittpunkte  Q^^  Q^^  ^39  •  •  •  ^i^  entsprechenden 
Krümmnngsmittelpunkte,  also  auch  Punkte  der  Evolute. 

Bezeichnet  man  mit  p^,  p2,  P3,  .  .  .  die  Krümmungsradien  in  den 
Punkten  Pi,  P.j,  P3,  .  .  .  so  ist 

p.  =  ß,  P,  =  öl  P2,  '"■"  p 

Pj  =  Q,  P,  =  Qj  P3,  P» 

Ps  =  ßj  P3  =  Ö3  P4) 
P» 

Pn  — 1  =  fin  — iPn  — 1  =  ßn— iPn, 

demnach: 

ßi  ß^  =  p2  —  Pi, 

ß'i  ßa  =  Pa  —  P25 

ß3ß4  =P»  —  P3> 


d.    h. 


ßn  — l  ßn  =  Pn  pn— 1- 

Durch  Summierung  folgt  hieraus: 

Q,  fl.,  +  ß-ißa  +  ß3ß4  +  .     .  +  ßn-lßn  =  Pn  -  Pi, 


arcßi  ßn  =  Pn  —  Pi, 
Pn  =  Pi  +  arc  ßi  ßn. 
Da  die  Normalen  der  Curve  P,,  P^, .  . .  Pn  die  Tangenten  der 
Evolute  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  eine  Tangente  der  letzteren,  von 
1er  Anfangslage  ni  beginnend,  über  die  Evolute  rollt,  ohne  zu  gleiten, 
ier  Punkt  Pj  dieser  Tangente  die  Curve  P,,P2, . . .  Pn  beschreibt,  so 
lass  P,,  P2, .  . .  Pn  die  Evolvente  der  Curve  ßj,  ß2,  . , .  ßn  ist 

Demzufolge  kann  nachstehender  Satz  ausgesprochen  werden: 
Ist  ßi,ß25  - . .  ßn  die  Evolute  einer  Curve   P^,  P2, . . .  Pn,   so 
st   umgekehrt    die   Curve   Pi,   Pj, . . .  Pn   eine   Evolvente   der 
Jurve  ß^,  ß2, . . .  ßn. 
Die  Gleichung 

arc  ß,  ßn  =  Pn  —  pi 

iLann  zur  Bestimmung  der  Länge  (Rectification)  des  Bogens  einer 
:]volute  benützt  werden  und  zeigt  an,  dass  ein  Bogen  der  Evolute 
jiner   Curve   construierbar   ist,   wenn    die   Krümmungsradien   in    den 


1 
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Endpunkten  des  entsprechenden  Curvenbogens  geometrisch  coDstniien 
werden  können. 

So  liegt  beispielsweise  zwischen  den  Krümmangsmittelponkkc 
zweier   unmittelbar  aufeinander  folgenden  Scheitelpunkte  der  Ellipse. 

der   vierte   Theil   des  Bogens   der   Evolute   dieser  Curve.   Die  diesen 

a^  b- 

Punkten  entsprechenden  KrUmmungsradien  sind  pb  =  ,-  und  p,  = 

D  ä 

Demnach    ist  die    Länge    des  Viertelbogens   der    Evolute    pt  — pi  = 

=r  , = r  —  und  somit  die  Länge  der  Evolute  der  Ellipse  4  -    , 

Bei  der  Cykloide  ist  der  größte  Krümmungsradius  4  a.  dtr 
kleinste  0;  zwischen  den  diesen  Krümmungsradien  entsprechendeD 
Punkten  der  Evolute  liegt  die  Hälfte  ihres  Bogens,  mithin  ist  di<> 
Länge  der  Evolute,  und  weil  diese  congruent  mit  der  Cykloide,  al^ 
auch  der  Cykloide  selbst,  8  a. 

§  57.  Besondere  Punkte  ebener  Curven. 

Denkt  man  sich  um  einen  Punkt  P  (Fig.  62)  einer  ebenen  Curvt 

als  Mittelpunkt  einen  Kreis  von  sehr  kleinem  Radius  beschrieben.  ^^ 

p.    gg  wird  dieser  Bereis  die  Curve  im  allgemeinen  in  zwei 

Punkten  schneiden.  Die  Radien  nach  den  beiden 
Schnittpunkten  werden  miteinander  einen  Winkel 
einschließen,  der  sich  von  ä  nur  wenig  unterscheidet 
Treffen  diese  Voraussetzungen  zu,  so  nenti 
man  den  Punkt  P  einen  gewöhnlichen  Punk' 
der  Curve. 

Trifft   eine   dieser  Voraussetzungen  nicht  z:. 

so  ist  der  Punkt  P  ein  besonderer  (singulärer 

Punkt  der  Curve;  sie  weist  in  diesem  Punkte  eine  Singularität  auf 

Die  gewöhnlichen  Singularitäten  sind  folgende: 

Fig.  6J.  o)  Der  mehrfache  Punkt  (Fig.  63)  ist  eii 

Punkt,  durch  welchen  mehrere  Äste  der  Curve  hir- 
durchgehen,  indem  sie  sich  dort  schneiden  oder  k 
rühren. 

Der  um  einen  solchen  Punkt  beschriebene 
kleine  Kreis  schneidet  die  Curve  in  mehr  als  zwei 
Punkten. 

b)  Der  isolierte  oder  conjugierte  Punkt  ist  ein  Punkt,  in 
dessen  unmittelbarer  Umgebung  sich  keine  anderen  Punkte  der  Cuir^ 
befinden.  Der  diesen  Punkt  umgebende  hinreichende  kleine  Kiv 
schneidet  die  Curve  in  keinem  realen  Punkte. 
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c)DeT  Rückkehrspunkt  (Fig.  64).  auch  stationärer  Punkt 
oder  Spitze  genannt,  ist  ein  Punkt,  in  welchem  zwei  Aste  der  Curve  derart 
endigen,  dass  sie  in  dem- 
selben eine  gemeinschaft-  *''^-  ^** 
liehe  Tangente  haben. 

Der  einen  solchen 
Punkt  umgebende  kleine 
Kreis  schneidet  die  Curve 
in  zwei  Punkten,  aber 
die  Radien  nach  den- 
selben schließen  einen 
sehr  kleinen  Winkel  ein. 

Man  unterscheidet  zwei  Arten  von  Spitzen.  Bei  der  Spitze  der 
ersten  Art  liegen  die  Curvenäste  auf  verschiedenen  Seiten  der  gemein- 
schaftlichen Tangente,  bei  der  Spitze  zweiter  Art, 
der  sogenannten  Schnabelspitze,  liegen  beide  Curven- 
iiste  auf  derselben  Seite  der  gemeinsamen  Tangente. 

d)  Der  Endpunkt  (Fig.  65)  ist   ein  Punkt, 
in  welchem    ein  Curvenast  plötzlich  abbricht.    Der 
diesen   Punkt   umgebende   kleine   Kreis   schneidet  die  Curve   nur   in 
einem  realen  Punkte. 


e)  Die  Ecke  (Fig.  66)  ist  ein  Punkt, 
in  welchem  zwei  Curvenäste  endigen  und 
verschiedene  Tangenten  haben.  Der  einen 
solchen  Punkt  umgebende  kleine  Kreis 
sehneidet  die  Curve  in  zwei  Punkten,  die 
Radien  nach  diesen  Punkten  bilden  aber 
einen  Winkel,  welcher  sowohl  von  0  als 
auch  von  ic  wesentlich  verschieden  ist. 

Die  beiden  letzteren  Singularitäten 
(Endpunkt,  Ecke)  kommen  nur  bei  trans- 
cendenten  Curven  vor. 


Fig.  66. 


So  stellt  beispielsweise  die  Gleichung 


y  = 


Ix 


« ine  Curve  vor,    welche    im   Ursprung"    einen  Endpunkt    hat^   denn    für  x  =  0    wird 
y  =  0,  für  negative  Werte  dos  x  wird  y  imaginär. 
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Eine  durch  die  Gleichung 


'■'"l+c 


gegebene  Curve  bxt  im  üispruag  i 
Für  K  :=  0  wird  Dämlich  y : 
Bildet  man  dca  Quotienten 


ine  EclcQ.  iVig.  67.) 

:  0,  mithin  ist  der  Unprung  ein  l'unkt  dei  Cuf 


(J-i 


l+e- 

■0  bestimmt  dieser  durch  aeinen  Grem- 
wert  für  I  =  0  die  Richtung  der  lü- 
gen te  im  Ursprung: 


lim  -i 


-  lim  - 


l+e- 

^./^  Dieaer   Grenzwert    ist    1,   vcenn  i 

^'''^  m     ftOB  dem  Negativen  gegen  0  wlctitl  und  0. 

wenn  i  an»  dem  Poeitiven  gegen  Süll  »i- 
nimmt.  (Siehe  Grenzen), 

Die  Curve  hat  aomit  im  Crjpnui; 
zwei  Tangenten,  nSmlicb  die  i-Aie  und  di; 

aus  dem  Ursprung   UDler  dem  Winkel 
gegen  die  x-Aie  geneigte  Gerade. 

I.  Ist  F  (x,  y)  ^  0  die  Gleichung  der  Curro  nnd  F  (i,  y)  eine  durchaus  siciii^ 
Function,  so  kann  der  Funclionswert  von  F  {i,  yj  nur  beim  Überschreiten  des^'tr.ri 
Null  sein  Vorzeichen  wechseln.  Jedes  Wertesystem  von  i  und  y  »bar,  dir  wclciif> 
der  Functionswert  0  wird,  gibt  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  durch  die  GleictiuD; 
F  (i,  y)  =  0  dargestellten  Curve. 

Setzt  man  also  in  F{x,y)  fUr  x  and  y  die  Coordinaten  eines  l'tmktes,  irekLv: 
der  Curve  nicht  angehört,  so  nimmt  diese  Function  einen  von  0  verschiedenen  Wfh 
an,  welcher  sich  bei  der  Bewegung  dieses  Punktes  gegen  die  Curve  nur  dem  BeiriK 
nach  ändert,  die  Änderung  des  Vorzeicbeus  erfolgt  erst  in  dem  Momente,  in  w^khen 
der  Punkt  die  Cnrve  passiert,  ä.  h.  auf  die  andere  Seite  derselben  iiborgebl. 

Hat  ein  Punkt  der  Curve  I'  die  Coordinaten  x  nnd  y,  so  besteht  die  Gleichun; 


F  (X.  y)  =  0. 


Betrachtet  man  nun  einen  anderen  Punkt  P,  n 
y-|-k,  welcher  der  Curve  nicht  angehSrt,  so  wird  durch  s 
gleichung  nicht  befriedigt,  es  wird  also 


den  Coordinaten   : 
le  Coordinaten  die  (' 


L 


1  Null  verschieden 


Wert  haben. 


F(x  +  ll,y  +  k)  =  h--^  +  k-'^  +  s,. 
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Zufolge  der  Keihe  von  Taylor  ist 

F(x4-h,y  +  k)  =  F(x,y)  +  h.--  +  k.     +s„ 

J 

wobei  e^  die  Summe  aller  übrigen  Glieder  bedeutet,    welche  mit  h  und  k  gleichzeitig 
Tersch^fpindet.  *) 

Da  nun  der  Punkt  P  (x,  y)  auf  der  Curve  liegt,  also  F  (x,  y)  =  0  ist,  so  re- 
duciert  sich  diese  Gleichung  auf 

5F  .  ,  5F 

y 

Lässt  man  nun  den  Punkt  P^  gegen  die  Gurre  sich  fortbewegen,  betrachtet  also  h 
und  k  als  Variable,  so  fällt  dieser  Punkt  bei  seiner  Bewegung  nur  dann  in  die  Curve, 
wemi  die  Größen  h  und  k  der  Gleichung 

F(x  +  h,y  +  k)  =  0, 
5F         5F 

oder 

^F  ,    k  5F      S2_ 

genügen. 

Setzt  man  nun  voraus,  dass  h  unbeschränkt  klein  ist,   dass  also  der  Punkt  P^ 

E.  k 

die  Curve  in  unbeschränkter  Nähe  von  P  passiert,  so  verschwindet  t;,  während  sich  r- 

h  h 

dy 
dem    Grenzwerte   ^      nähert;  die  Gleichung  geht  also  in 

d  X 

^F   ,   5F  dy      ^ 

9x      5y  dx 

oder 

5F 

dy 5x 

dx~~"5F 


über.    Der  Punkt  P^   passiert  somit  die  Curve    nur    in    der  Richtung   der  Tangente, 

3¥  dV  dy 

welche,  wenn  7^—  und  7^—  nicht  gleichzeitig  verschwinden,  durch   -  -  bestimmt  ist. 

d^  dy  dx 

In  diesem  Falle  ist  der  Punkt  P  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Curve,    denn   es 
existiert  nur  eine  Tangente  in  demselben. 

/3  P  ^  F 

Sind   -^^  und  ^  -  gleichzeitig  Null,  dann  ist 

d^  dy 

1  r     9^F  3-F  9'^Fl 

F(x4-h,y  +  k)  =  i[h^^4  +  2hk^^^,-y  +  k^^J  +  e3, 
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Bo  daBB  i«icb  Tiir  da»  HineiDfallcii  des  Punktes  in  die  Catve  die  Itedingung  ttgi\x. 
h=  ~r,  +  2  h  k  -.,  -  ■•--  +  k^  \    >  +  e,  =  0. 

J"  -  F  k      5^  F         k  2  c^'i  F        E 

->  "  ■>  ~r  ^  T  -1     "1    ~r  ci  -1   ■.  +  1."»  ^  ^ 
L-  X-  ll  c'x  c'y    '    h^  c'v^    '    h^ 


F 
y    ■    Vdx/     c'y-J" 


Die«a  ItedingungsgleicbuDg  ii 
ihre  zwei  Wurzeln  zwei  Richtnngeo,  in  welchen  der  Punkt  P,   in  die  Corre  ßlli.  i\- 
zwei  Tangenten  im  Punkte  P.  Dec  Punkt  P  ist  ditnu  ein  zweifacher  I>unkt  der  (':iii 

Die  Wuraetn    dieser  quadratischen  Gleichung^   sind   real  verschieden,   real  i< 
gammen fallend  oder  conjagicrt  complex,  je  nnchdeia 
pap  j-'ip       /  P^F  ■ 


iet.  Im  ersten  Falle,  i 


\5xc"\V   > 
n  nämlich 


sind  die  beiden  Richtungen  der  Tangente  in  P  real  und  verschieden,   der  Punkt  li 
ein  «ogenannteT  Knotenpunkt. 
Im  iweilcn  Fallo.  wenn 


31p s^F _/  9^y_\-_^ 

5x^   c'y'-i        Vox  9yJ  ' 

in  in  P  zusammen  und  der  Punkt  ist 
idlich,  wenu 
32  F  3*F       /  S^F  \* 
S±i  9y-'~\Ji~3y)   >*'' 


fslten  die  beiden  'J'.-in^^enten  in  P  zusammen  und  der  Punkt  ii 
Im  drittLu  Falle  endlich,  wenu 


dy'        vc'xc'y/ 
sind    die  Uiciituugen    dar  Tangenten    imaginär    und   der  Punkt    ein    isolierter  l'uTiii 

Bullten  lUr  die  Coordinaten  i.  j  des  Punktes  P  auch  die  zweiten  piriitH'' 
DifFeren littlii  11  oti enteil  gloichaeitig  vorschwinden,  so  muss  bei  der  Entwicklung  vi; 
F  (i  -^  h,  ^  -j-  b)  bis  i.a  dem  dritten  Differentialqnotienten  gegangen  werden,  tütu  l': 
irioklung  liefert  dann  eine  cubische  Gleichung  in  Uezng  aur  ~  Der  Punkt  in  «' 
drailiftchcr  Punkt  und  e^  ergeben  sich  die  mannigfaltigsten  Combinationen,  anf  «clCif 
r  nicht  c in (TCf; untren  wird. 

Will  muD   iilsD  dio  besonderen  Punkte   einer  Curve  aufsuchEn.  "^ 
ichungssjstem  auf; 

F(s,y)  =  0,       y^  =  0.       t^  =  0 
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und  untersucht,  für  welche  Werte  von  x  und  y  dasselbe  gleichzeitig-  be- 
friedigt wird.  Diese  Werte  sind  dann  die  Coordinaten  besonderer  Punkte, 
deren  Natur  durch  die  Untersuchung  der  höheren  Differentialquotienten 
in  der  angegebenen  Weise  zu  erkennen  ist. 

II.  Ist  der  Ursprung  ein  Punkt  einer  algebraischen  Curve,   so  ist  es  besonders 
leicht,  die  Natur  desselben  zu  erforschen. 

Bringt  man  die  Gleichung  der  algebraischen  Curve  auf  die  Form 

f  (x,  y)  +  «l»  (x,  y)  +  X  (x;  y)  +  . . .  =  0. 

wobei  ^,  'I,  X»  •  •  •  Gruppen  homogener  Glieder  vom  Grade  m,  n,  p,  .  .  .  bedeuten, 
welche  nach  ihrem  Grade  steigend  geordnet  gedacht  sind,  d.  h.  m  •<  n  <<  p  <  .  .  .  . 
so  kann  man  diese  Gleichung  ersetzen  durch: 

x-'f  (l,  f )  +  x'"i>(l,  |-)  +  xPx(l,  f)+ •  ••  =  0 

oder  nach  Division  mit  x"»: 

'f  (x)  +  ^""""^  (^^  i)  +  ''^~'''^'  (^'  x)+ •  •  •  =  °- 

y 
Lässt  man  nun  x  gegen  Null  abnehmen,  so  nähert  sich  der  Quotient    —     seinem 

Grenzwerte,  dem  Kichtungscoefficicnten  der  Tangente  im  Ursprung,  also  dem  Werte, 
welchen  y'  für  x  =  0  annimmt,  der  mit  y'o  bezeichnet  werden  soll.  Die  ganze  Gleichung 
reduciert  sich,  da  alle  übrigen  Glieder  x  mit  positiven  Potenzexponenten,  also  Null 
zum  Factor  haben,  auf 

?(i,y'o)  =  o, 

woraus  die  lÜchtungscoefficienten  der  Tangenten  im  Ursprung  bestimmt  werden  können. 

Ist  der  Ursprung  ein  Punkt  einer  algebraischen  Curve,  so  setze 
man  in  der  niedrigst  dimensionierten  Gruppe  der  Glieder  der  Curven- 
gleichung  1  an  die  Stelle  von  x  und  y'g  an  die  Stelle  von  y  und  löse  die 
dadurch  erhaltene  Gleichung  nach  y'^  auf.  So  viel  Lösungen  diese  hat, 
so  viel  Tangenten  besitzt  die  Curve  im  Ursprung,  welcher  ein  so  viel- 
facher Punkt  der  Curve  ist. 

Ist  die  niedrigst  dimensionierte  Gruppe  der  Glieder  der  Curvengleichung  linear, 
so  ist  der  Ursprung  ein  einfacher  Punkt,  ist  sie  quadratisch,  ein  zweifacher  Punkt  u.  s.  w. 

Beispiele: 

1.  Die  Lemniscate 

(x2  -f-  y2)2  =  2  a^  (x2  —  y2) 

geht  durch  den  Ursprung,  weil  für  x  =  0,  y  =  0. 

Ihre  nach  Gruppen  homogener  Glieder  geordnete  Gleichung  ist 

—  2  a'-i  (x2  —  y2)  +  (x2  -L  y2)2  =  0. 
Die  niedrigst  dimensionierte  Gruppe  ist  vom  zweiten  Grade, 

x2  —  y^. 

demnach  der  Ursprung  ein  zweifacher  Punkt. 


-^  =  4y(x2  +  y^)  +  4a2y  =  0 
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Die  Tangentenrichtangen  ergeben  sich  nach  der  Regel  ans 

folglich  ist  der  Ursprung  ein  Knotenpunkt,  die  zwei  Tangenten  in  demselben  halbimn 
die  Winkel  der  Coordinatenaxen. 

Hat  diese  Curve  auch  noch  andere  mehrfache  Punkte  ?  Zur  Beantwortung  dieser 
Frage  ist  die  allgemeine  Untersuchung  erforderlich. 

Das  Gleichungssystem 

F  (X,  y)  =  (x2  +  y2)2  _  2  a^  (x^  -  y2)  =  0, 
^^-4x(x^  +  y2)-4a^x  =  0, 

9F 

9 

wird  nur  durch  x  s=  0  und  7  =  0  befriedigt,  also  ist  kein  anderer  mehrfacher  Tankt 
vorhanden. 

2.  Das  Cartesische  Blatt 

x3  — 3axy  +  y=*  =  0 

gebt  durch  den  Ursprung. 

Die  niedrigst  dimensionierten  Glieder  —  3  a  x  7  sind  quadratisch,  demnach  der 
Ursprung  ein  zweifacher  Punkt. 

Zur  Bestimmung  der  Richtung  der  Tangente  hätte  man  die  Gleicbuc* 
—  3  a  7^0  =  0,  welche,  da  sie  auch  quadratisch  sein  muss,  auf  die  Gleichung 

O.yo  — 3ay'„  =  0 

ZU  ergänzen  ist.  Diese  gibt  zwei  Wurzeln 

y  0  =  <>^,     y  0  =  0, 

mithin  sind  beide  Coordinatenaxen  Tangenten  an  die  Curre  im  Ursprung.  Der  Panit 
ist  ein  Knotenpunkt. 

3.  Der  Ursprung  ist  ein  Punkt  der  Fufipunktscurve  der  Ellipse 

(x2  +  y2)2  =  a2  x2  4-  b^  y\ 

Die  niedrigst  dimensionierten  Glieder  sind  quadratisch, 

-  (a^  X»  +  b^  y*), 

demnach  der  Ursprung  ein  zweifacher-  Punkt. 

Zur  Bestimmung  der  Tangentenrichtungen  im  Ursprung  dient  die  Gleichoig 

diese  gibt  die  beiden  imaginären  Wurzeln 

\         ,    a  , 

Mithin  ist  der  Ursprung  ein  isolierter  Punkt. 
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4.  Bei  der  Cissoide 


(x»  +  y2)x  =  2ry 


2 


sind  die  niedrigst  dimensionierten  Glieder  —  2  ry*  von  der  zweiten  Dimension,  dem- 
nach ist  der  Ursprung  als  Pnnkt  der  Curve  ein  sweifacher  Punkt. 

Zar  Bestimmung  der  Richtungen  der  Tangenten  in  demselben   dient  nach  der 
Regel  die  Gleichung 

Ja    —  ^1 

diese  gibt  zwei  gleiche  Wurzeln  y  ^  =  0  und  y\  =  0,  demnach  fallen  die  beiden  Tan- 
genten der  Cnnre  im  Ursprung  mit  der  x-Axe  zusammen.  Der  Ursprung  ist  also  eine 
Spitze,  die  x-Axe  die  RUckkehrtangente  in  demselben. 

Dass  hier  die  Spitze  Ton  der  ersten  Art  ist,    kann   direct  eingesehen  werden, 
weil  die  Curve,  wie  schon  seinerzeit  gezeigt  wurde,  zur  x-Axe  symmetrisch  liegt. 

5.  Die  Curve 

y2  —  2  x^y  +  x^  +  x^"^  =  0 

hat  im  Ursprung  eine  Spitze  der  zweiten  Art  (Schnabelspitze).  Denn  die  niedrigst 
dimensionierten  Glieder  werden  hier  durch  y*  repräsentiert,  man  hat  also  zur  Bestim- 
mung der  Tangentenrichtungen  im  Ursprung  die  Gleichung 

welche  anzeigt,  dass  die  x-Axe  eine  Rückkehrtangente  der  Curve  im  Ursprung  ist. 
Die  Auflösung  der  Curvenglelchung  nach  y 

y  =  X»  ±  ]/^—  H*  —^\  ""'  •*• 

y  =  X»  (1  ±  f-li) 

zeigt  deutlich,  dass  nur  zu  negativen  Werten 
des  X  reale  Werte  von  y  gehören,  femer 
dass,  solange  x  numerisch  kleiner  ist  als  1, 
beide  Werte  von  y  positiv  sind,  dass  also  bis 
zur  Abscisse  x  =  —  1  beide  Äste  der  Curve 
oberhalb  der  x-Axe  liegen.  (Fig.  68.) 

Der  Ast,  welcher  dem  positiven  Vor- 
zeichen der  Wurzel  entspricht,  bleibt  be- 
ständig oberhalb  der  x-Axe,  jener  dem  nega- 
tiven Vorzeichen  der  Wurzel    entsprechende 

schneidet  die  x-Axe  fUr  x  =  —  1  und  tritt  sodann  auf  die  untere  Seite  derselben, 
muss  also  einen  Wendepunkt  haben  u.  s.  w. 


408  Zweiter  Theil.     IL  Abtheilung.     2.  Abschnitt. 


2.  Abschnitt. 

Unebene  Curven  oder  Corven  doppelter  Krümmnng. 

§  58.  Allgemeines  über  unebene  Curven. 

1.  Jede  continuierliche  Reihe  von  Punkten  heißt  eine  Carve 
Fallen  alle  ihre  Punkte  in  eine  Ebene,  so  wird  sie  eine  ebene  Curve- 
sonst  aber  eine  unebene  Curve  oder  Curve  doppelter  KrümmuD£ 
genannt. 

Die  Tangente  in  einem  Punkte  P  jeder  Curve,  also  auch  einer 
unebenen  Curve,  wird  definiert  als  Verbindungslinie  dieses  Punktt> 
mit  dem  unmittelbar  benachbarten  Punkte  (unbeschränkt  nahe  liegendei 
Punkte)  P,   derselben. 

Jede  Gerade,  welche  durch  P  senkrecht  zur  Tangente  in  diesem 
Punkte  geführt  wird,  heißt  Normale  der  Curve  im  Punkte  P.  Alk 
Normalen  in  diesem  Punkte  liegen,  weil  sie  auf  einer  Richtung  senk- 
recht stehen,  in  einer  Ebene,  welche  durch  P  geht  und  zur  TangeDte 
senkrecht  ist.  Diese  Ebene  wird  die  Normalebene  der  Curve  im 
Punkte  P  genannt. 

Eine  unebene  Curve  hat  somit  in  jedem  Punkte  eine 
Tangente,  unendlich  viele  Normalen  und  eine  Normalebene, 
welche  alle  Normalen  enthält. 

Jede  Ebene,  welche  durch  die  Tangente  im  Punkte  V 
geht,  heißt  Tangentenebene  der  Curve  in  diesem  Punkte.  Der 
Punkt  P  ist  ihr  Berührungspunkt.  Die  sämmtlichen  Tangentenebenei 
in  einem  Punkte  bilden  ein  Ebenenbtischel,  dessen  Träger  (Axe)  die 
Tangente  in  diesem  Punkte  ist. 

Sowie  die  Tangente  im  Punkte  P  als  Verbindungslinie  diese.- 
Punktes  mit  seinem  Nachbarpunkte  P^  angesehen  wird,  ebenso  ist  dk 
Tangente  im  Punkte  P^  als  Verbindungslinie  desselben  mit  seinem 
Nachbarpunkte  P2  aufzufassen. 

Die  Tangenten  in  den  benachbarten  Punkten  P  und  P^  sino 
benachbarte  Tangenten.  Sie  schneiden  sich  in  P|  und  bestimmen  eine 
Ebene.  Diese  ist  Tangentenebene  sowohl  im  Punkte  P,  als  auch  im 
Punkte  Pi  und  geht  durch  die  drei  Curvenpunkte  P,  P,  und  Pi.  ^i«" 
wird  die  Schmiegungsebene,  Krümmungsebene  oder  oscnla- 
torische  Ebene  der  Curve  im  Punkte  P  genannt. 
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Die  Schmiegungsebene  ändert  ihre  Stelle  von  Punkt  zu  Punkt 
und  darin  liegt  die  Charakteristik  der  unebenen  Curven. 

Bei  einer  ebenen  Curve  fallen  alle  Schmiegungsebenen  mit  der 
Ebene  der  Curve  zusammen,  bei  einer  unebenen  Curve  kann  nur  das 
Bogenelement  (der  unbeschränkt  kleine  Bogen)  P  P,  Pj  als  eben  an- 
gesehen werden,  und  seine  Ebene  ist  die  Schmiegungsebene  im 
Punkte  P. 

Von  den  unendlich  vielen  Normalen  im  Punkte  P  liegt  eine  in 
der  Schmiegungsebene,  sie  ist  die  Schnittlinie  der  Normalebene 
mit  der  Schmiegungsebene  und  wird  Hauptnormale  genannt. 

Diejenige  Normale,  welche  senkrecht  steht  zur  Schmiegungsebene, 
heißt  Bi normale  der  Curve. 

Die  von  der  Tangente  und  der  Binormale  bestimmte  Ebene 
nennt  man  die  rectificierende  Ebene.  (Fig.  69.)  Diese  ist.  weil  sie  die 
Tangente  enthält,  auch  eine  Tangentenebene  der  Curve. 

Fig.  fi9. 


In  jedem  Punkte  einer  (unebenen)  Curve  sind  also  insbesondere 
drei  zu  einander  senkrechte  Geraden  zu  unterscheiden:  Tangente. 
Hauptnormale  und  Binormale.  Diese  sind  Schnittlinien  dreier  zu  einander 
senkrechter  Ebenen:  der  Schmiegungsebene,  der  Normalebene  und 
der  rectificierenden  Ebene. 

2.  Eine  unebene  Curve  kann  als  Schnittlinie  zweier  be- 
liebiger Flächen  angesehen  und  durch  ein  Gleichungssystem  von  zwei 
Gleichungen 
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l\  (X,  y,  z)  =  0, 

F2(x,y,z)  =  0 

dargestellt  werden,  von  welchen  jede  eine  Fläche  vorstellt. 

Statt  beliebiger  Flächen,  kann  man  auch  Cylinderflächen  wählen. 
welche  die  Curve  als  ihre  Schnittlinie  anf  zwei  Projectionsebenen 
projicieren: 

Fl  (X,  y)  =  0, 

Fj(x,z)  =  0 
oder 

y  =  /i  (X), 

Diese  Gleichungen  geben,  wenn  man  zur  ersten  z  =  0  und  zur 
zweiten  y  =  0  hinzufügt,  die  Projectionen  der  Curve  auf  die  xy-.  be- 
ziehungsweise zx-Ebene. 

Am  häufigsten  angewendet  und  am  vortheilhaftesten  ist  die 
parametrische  Darstellung  der  Curve  durch  drei  Gleichungen  mit 
Hilfe  eines  Parameters  t 

X  =  T  (t), 

y  =  *(tX 

z  =  x(t). 

Durch  Elimination  von  t  aus  diesen  Gleichungen  erhält  man 
zwei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  zwischen  den  Punktcoor- 
dinaten  x,  y,  z  —  weder  mehr  noch  weniger  —  woraus  folgt,  dass 
diese  drei  Gleichjingen  thatsächlich  eine  Curve  vorstellen  und  nicl* 
etwa  eine  Fläche  oder  eine  Gruppe  von  Punkten  in  beschränkter  Zaii 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  ergebe  sich  durch  Auflösuns 
nach  t  die  Beziehung  t  =  ^^  (x),   dann   kann   man  das  System  durcli 

t  =  ?i  (x), 

y  =  *  [?i  (x)]  =  ^i  (x), 

z  =  X  [Tl  (x)]  =  Xi  (x) 

ersetzen,  worin   die   2.   und   3.  Gleichung   die  Form   aufweisen.  ^'^ 
sie  bei  Darstellung  durch  projicierende  Cylinderflächen  gezeigt  wurde 

§  59.  Tangente  und  Normalebene  unebener  Curven. 

Die  Tangente  im  Punkte  P  der  Curve,  welcher  die  Coordina^^^ 
X,  y,  z  hat,   besitzt  als  Verbindungslinie   dieses   Punktes   mit  seiueiB 
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Nachbarpunkte    Pj    mit   den  Coordinaten   x-|-dx,   y-f-dy,   z-|-<iz 
die  Richtung 

d  X  :  d  y  :  d  z. 

Bezeichnet  man  mit  6,  Tj,  C  die  Coordinaten  von  Punkten,  welche 
der  Curve  nicht  angehören,  so  ist  das  Gleichungssystem  der  Tangente 
als  jenes  einer  Geraden  durch  den  Punkt  P  mit  der  Richtung 
d  X : dy : dz 

£  —  X 7]  —  y Cj--_z 

dx  dy  dz 

und    die  Gleichung  der  Normalebene   als  einer  zu  dieser  Geraden  im 
Punkte  P  senkrechten  Ebene 

(5  _  x)dx  +  (IQ  -  y)dy  +  (C  -  z)dz  =  0. 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  Differentiale  entsprechend  den 
gegebenen  Gleichungen  der  Curve  durch  ihnen  proportionale  end- 
liche Größen  zu  ersetzen. 

Anmerkung:  Bezeichnet  man  das  Bogenelement  PP,  mit  d  s,  und  betrachtet 
dasselbe   als  Gerade,  so  ist  dieses  als  Abstand  der  Punkte  P  und  Pj  bestimmt  durch 


ds'^  =  dx2  +  dy2-f  dz2, 

und  da  dx,  d  j  und  dz  die  orthogonalen  Projectionen  der  Strecke  PP^  auf  dieCoordi- 
natenazen  sind,  hat  man  fUr  die  Richtungscoordinaten  o^  ß,  y  <^or  Tangente  die  Be- 
ziehungen : 

dx  =  ads     oder     a=  ,    ? 

ds 

dy  =  ßds        »        ß=^-^5. 
.  '^       ds 

dz  =  Tds        »        T=  n~- 

ds 

Ist  die  Curve  durch  das  Gleichungssystem 

x  =  ?(t), 

y  =  *(t), 
z  =  x(t) 

gegeben,  so  hat  man: 

dx  =  cp'(t)dt  =  x'dt, 

dy  =  (I>'(t)dt  =  y'dt,  • 

dz  =  x'(t)dt  =  z'dt. 
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Die    GleichuDgen    der   Tangente    und    der   Normalebene  gehen 
über  in: 


X  V 


und 


($-x)x'+(7i-y)y'  +  (C-z)2'  =  0. 

Ist  hingegen  die  Curve  gegeben  durch  das  Gleichungssystem 

F,  (X,  y,  z)  =  0, 
F^  (X,  y,  z)  =  0, 

so  bestehen ' zwischen  den  Differentialen  dx.  dy,  dz  die  Beziehungen 


c- 


F, 


5x 

9F, 
c-'x 


5  F. 


-^y 


dx  + 


5F, 

c'z 

SF, 


dz  =  0. 


aus  welchen,   da  sie  nach   dx,   dy,   dz   homogene  Gleichungen  vom 
ersten  Grade  sind, 


dx : dy : dz 


3F\ 
9F, 


0  V 


3F\ 

dz 


5F,     5Fi 


3  z 


3x 


5F,     5Fj 
5x 


Pz 


■c-iF, 

I  aF, 

i  "^x" 


2F, 


folgt.  In  diesem  Falle  gehen  die  Gleichungen  der  Tangente  und  der 
Normalebene,  wenn  man  dx,  dy  und  dz  durch  die  ihnen  propor- 
tionalen Determinanten  ersetzt,  in: 


und 


(£  — x) 


^  —  X 

1     y 

1  5B\     2F,  ■ 

c  — 

■  z 

i  5Fi     5F, 

5F, 

c'F, 

'   5  V       3  z 

1       /^                 A 

1    c  z        ex 

1 

c-'x' 

'SJ 

9F^     9F^ 

5  F.,     5  Fo 

1                            ^                                     ^ 

9F, 

9Fo 

cy        Sz 

!    c?z        o^x    . 

'9x 

9F,    5F, 

3¥,    3h\ 

|2F, 

2F, 

1  ^  y       3z 

9F,    9F, 

+  (-^- 

3z      3x 
'^^   3Fo^    3F., 

+  (C-z) 

5V 

5F, 

!  9y     9z 

1  3z      3x 

.  -'x 

•• 

=  0 


über.  In  allen  diesen  Gleichungen  sind  die  Größen  x,  y.  z,   x'.  t'.  z 

3  Vi  3  F. 

J     _J.  _     als  Constante  anzusehen,  da  sie  sich  auf  den  bestimmteii 

C'X     c'y 
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Punkt  P  der  Carve  beziehen,   in  welchem  die  Tangente,  beziehungs- 
weise die  Normalebene  gelegt  wurde. 

§  60.  Schmiegungsebenen  unebener  Carven. 

1.  Die  Schmiegungsebene  ist  bestimmt  durch  die  drei  benach- 
barten Punkte  P,  P,,  P2. 

Hat  der  Punkt  P  die  Coordinaten  x,  y,  z,  so  hat  sein  Nachbar- 
punkt P,  die  Coordinaten  x-|-dx,  x-|-dy,  z-[-dz,  welche  aus  jenen 
des  Punktes  P  dadurch  hervorgehen,  dass  man  sie  um  die  ent- 
sprechenden Differentiale  zunehmen  lässt. 

Der  Punkt  P.2  ist  ein  Nachbarpunkt  von  P^,  man  erhält  also 
seine  Coordinaten,  wenn  man  jene  des  Punktes  P,  um  ihre  Differen- 
tiale zunehmen  lässt: 

x  +  dx  +  d(x  +  dx)  =  x-|-2dx-|-d2x, 

z-f  dz  -j-  d(z-f  dz)  =  z  +2dz  -f-d^z. 

Die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  als  einer  Ebene  durch  drei 
Punkte  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z;  x-|-dx,  y  +  dy,  z-j-dz; 
x-j-2dx-|-d'^x,  y  +  ^dy-f-d^y?  z-f-Sdz-fd^z  ist  sonach: 

i     '  S  — X  in  —  y  C  —  z       I 

1  •  I 

dx  dy  dz         ;  =  0 

2dx-|-d2x     2dy-fd2y     2dz  +  d2z 
und  geht  nach  Subtraction  der  doppelten  zweiten  Zeile  von  der  dritten  in 

i  —  X  Y]  —  y  C  —  z 
dx       dy       dz 
;    d^x     d^y      d2z 

über.  Entwickelt  man  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten 
Zeile,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 


=  0 


(5-x) 


dy  dz 
d^y  d*^z 


dz  dx  ,    ,    ^^ 
d-'z  d-^x 


dx  dy 
d^x  d^y 


=  0. 


2.  Die  Binormale  ist  eine   aus   dem  Punkte  P  zu  dieser  Ebene 
senkrechte  Gerade,  hat  also  das  Gleichungssystem: 

£  —  X      _      7)  — y      _       C  —  z 


j  dy  dz  I 

Jd2yd2zi 


dz  dx 

I 


dx  dy 
d^xdV 
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Anmerkung:    Die  Uauptnormale  ist  senkrecht  zur  Tangente  und  zur  Binor 
male.  Diese  haben  die  Richtungsverhältnisse:  ' 


dy  dz 
d^yd^z 


d 

X  :  d  y  :  (3 

Iz, 

A 

dz  dx 

dxdy 

• 

d'^z  d^x 

■    d^xd^y 

Demnach  hat  die  Hauptnormale  das  Richtungsyerhältnis : 


[dy 


dx  dy 
d»x  dV 


—  dz 


fdx 


dz  dx 
d^z  d^x 
dz  dx  ! 


][ 


dz 


d'izdix 


-dy 


dy  dz 
d^yd^z 

1      ""^ 

dx 

dx 
d^x 

dy 

d^y 

dy  dz 
i^yd^z 

1 

1        . 
1 

] 


Entwickelt  man  die  KlammerausdrUcke  und  bedenkt,  dass 


d"x2-[-dy2  +  dz2  =  ds2, 


also 


dx  d^x-j-dy  d2y-}-dz  d^z  =  ds  d^s, 

so  erhält  man  als  Richtungsverhältnis  der  Hauptnormale 


ds  dx 
d^sd^x 


so  ist 


*  ds  dy  ds  dz  i 

d^s  d^y       d^s  d^z  | 

und  schließlich,   wenn  man  ds  als  die  unabhängige  Variable  betrachtet,   so  dass  ahj 
d*  8  =  0  wird : 

d'-^x  :  d^y  :  d^z. 

Ist  die  Curve  durch  das  Gleichungssystem  gegeben: 

X  =  ?  (t), 
y  =  4)(t), 

z  =  x(tX 

dx  =  cpXt)dt  =  x'dt, 
dy  =  f(t)dt  =  y^dt, 
dz  =x(t)  dt  =  z'dt 

d2x  =  cp^^(t)dt2  =  x"dtS 

d2y  =  f^(t)dt2  =  y^^dT2, 
d2  z  ==  x^^  (t)  dt2  =  z''  dt^. 

Man  erhält  in  diesem  Falle  durch  Einführung  der  berechneten 
Werte  für  die  Differentiale  nach  Wegschaffung  von  d  t  als  Grieichungen 
der  Schmiegungsebene  und  Binormale: 


und 
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^     I 


vS 


od 


ly  z  . 


£  X     7] 

y  z  I 


^.''.,i+(c-z) 

Z     X     ! 


X     V 


X  y 


=  0 


y  z 


Tj       y 
z    x" 

C-z 

»  y 

Z     X 

11     11 

X  y 

§  61.  Erümmang  und  Windung  unebener  Curven. 

1.  Unter  mittlerer  (relativer)  Krümmung  K  einer  unebenen  Curve 
i  einem  Punkte  P  verstellt  man  analog  wie  bei  einer  ebenen  Curve 
is  Verhältnis  des  im  Bogenmaße  gemessenen  Winkels  d^  der  Tan- 
änten  in  den  Endpunkten  des  Bogenelementes  ds  [PI*,]  zur  Länge 
ieses  Bogenelementes  ds 

dd 


K  = 


ds' 


Dieses  Bogenelement  liegt  in  der  Schmiegungsebene  des  Punktes  P 
ad  kann  als  eben  angesehen  werden. 

Denkt  man  sich  in  der  Schmiegungsebene  einen  Kreis,  welcher 
ie  Curve  im  Punkte  P  berührt  und  in  diesem  dieselbe  mittlere 
rtimmung  besitzt  wie  die  Curve,  so  nennt  man  diesen  Kreis  den 
jümmungskreis  der  Curve  im  Punkte  P  und  seinen  Radius  p  den 
TümmungsradiuB  in  diesem  Punkte. 

Wie  bereits  bei  den  ebenen  Curven  entwickelt  wurde,  ist  der 
Jümmungsradius  gleich  dem  reciproken  Werte  der  mittleren 
Krümmung,  also 

_  1  _  d.  s 
^'~k""d«^' 

Um  den  Krümmungsradius  einer  unebenen  Curve  zu  bestimmen, 
at  man  nur  die  Größen  d  s  und  d  O*  aus  den  Curvengleichungen  ent- 
precbend  auszudrücken. 

Bekanntlich  ist 

d  s  =  l/d'i^'+dy^  +  dTi 

Der  Winkel  d^,  den  die  benachbarten  Tangenten  einschließen, 
ird  analog  wie   bei   den   ebenen  Curven  Contingentswinkel  genannt. 

Er  ist  der  Winkel,  den  die  Richtungen  der  Verbindungslinien 
'  P,  ^Tangente  in  Pj  und  Pj  P2  (Tangente  in  P.,)  miteinander  ein- 
chließen. 
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Die  drei  in  Betracht  kommenden  Punkte  haben  die  Coordiuatti: 

P  . . .  X,  y,  z, 

Pi...x-fdx,  y  +  dy,  z  +  dz, 

Po  . .  .  X  +  2dx  +  d^x.       y  +  2dy  -I-  d2y,       z  +  2dz  -f  d-z. 

mithin  hat  die  Verbindungsgerade  PPj  das  Richtungsverbähnis 

d  X  :  d  y  :  d  z, 
jene  P,  P2 

(dx  +  d^x) :  (dy  +  d^y) :  (dz  +  d^z). 

Nun  ist  aber 


dx2-}-dy2  +  dz2  =  ds2, 


und 


(d  X  +  d«  x)2  -f  (d  y  +  d«  y)2  +  (d  z  +  d«  z)2  =  d  x^  +  d  y2  -t-  d  z^  - 

+  2[dxd2x  +  dy  d-^y  +  dzd^z]  +  [(d^x)-^  +  (d2y)2  +  (d2z)21  =  d5-. 

weil  die  Klammerausdrücke  als  unendlich  kleine  Größen  der  dritttc. 
beziehungsweise  vierten  Ordnung,  gegenüber  jenen  der  zweiten  Ordnung 
verschwindend  klein  sind,  also  vernachlässigt  werden  können. 

Demzufolge  haben  diese  zwei  Verbindungsgeraden  die  Richtungr 
coordinaten  (Richtungscosinus) 

dx       „        dy  dz 


a, 


d  X  +  d«  X 
~         ds 


^-~    d7~  ' 


d  z  +  d*  z 
^  =  — d^ 


Der  Sinus  des  Winkels  d  ^  als  Winkel  dieser  beiden  Richtun^^J 
ist  somit  gegeben  durch  (1.  Band,  Artikel  14): 


siii»d»  = 


dx 
ds 


d^ 
ds 


+  ! 


dy 
ds 


dx  +  d^x  dy  +  d«y,    '     dy  +  d'y 


ds 


ds 


ds 


+ 


} 


dz  dx 

ds  ds 

dz-[-d^z   dx-f-d^x 
ds  ds 


\ 


dz 

ds 

d  z  -f-  d*  z 
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Bei    unbeschränkt   kleinen    Winkeln   kann    statt   des   Sinus   der 
Bogen  gesetzt  werden,  demnach  ist 

sin«  *  =  d  ^2, 
also,  wenn  man  in  den  Determinanten  die  erste  Zeile  von  der  zweiten 


subtrahiert  und    ,— :  als  Factor  heraushebt: 

ds^ 


d^2  = 


dx       dy  j 

d-  X    d^  y  I 


2 


+ 


dx  " 


d  y       d  z  I*      1  d  z 

y    d«zi"^!d'z    d^x 
ds* 


Man  erhält  mithin  schließlich: 

ds  ds^ 

dy   dz* 


''==d»= 


F 


oder 


dx   d  y 
d^x  d2y 


2 


+ 


+ 


dx 


d*  y  d*  z ,   i  d*  z  d^  x 


2 


.1 


P  = 


f dx"  dy 
d»x  d«y 


(dx«  +  dy^  +  dz^)g 

2 


4- 


dz 


dy 

d*y  d^z] 


+ 


dz   dx  * 
d»z  d«x 


Ist  die  Carre  speciell  durch  das  Gleichungssystem 

X  =  ?  (t), 

y  =  «P  (t), 
z  =  x(t) 

gegeben,    so  kann  man  für  d x,   d y,   dz,   d* x, .  . .  d s  die  aus  diesem 
zu  bestimmenden  Werte 

dx  =  x'dt...  d»x  =  x"d?...  ds«  =  (x"»  +  y"''  +  z'')d^t« 

einführen  und  erhält  für  den  Krümmungsradius: 


P  = 


Da  femer 
dx    dy  I» 


y  2 
y  z 


+ 


^*     i\ 


+ 


Z     X 


Z     X 


+ 


dy    d 


12 


d«x  d^y       •    |d2y  d 


12 


+ 


dz     dx 


'       ]  d  X    d  y    dz'* 
d*  z  d*  X I   ~  I  d-  X  d»  y  d*  z 

dx2  +  dy»  +  dz«  dx  d^x  +  dy  d^y  dz  d^z|_ 

I  dx  d«  X  +  dy  d»  y  +  dz  d«  z    (d»  x)»  +  (d«  y)«  +  (d«  z)«  |  " 

BndisftTljeTiö  u.  Miknta.  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  27 
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80  ist  auch 


ds 


2 


P  =  ,7?^ 


l/(d2  x)2  +  (d«  y)«  +  (d«  z)2  —  (d=^  B)* 

und    wenn    s    als     unabhängige    Variable    gewählt    wird    [t  =/>i: 
d2  8  =  0] 

ds« 

^  ■"  K(d'*"^« +Td^7)2"+"cd^\f  * 

2.  Die  Schmiegungsebene  ändert  bei  einer  unebenen  Curve  v.n 
Punkt  zu  Punkt  ihre  Stellung. 

Die  Änderung  der  Stellung  der  Schmiegungsebene  ruft  die  zweite 
Krümmung  oder  Windung  der  Curve  hervor. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  zwei  benachbarte  Sehmiegung? 
ebenen  miteinander  einschließen  (Torsionswinkel)  mit  dt,  so  ist  di^ 
mittlere  Windung  im  Punkte  P  analog  der  Eürümmung 

dt 
'ds' 


w 


Um  die  Windung  zu  berechnen,  hat  man  nur  wieder  ds  und  d: 
aus  den  Curvengleichungen  entsprechend  auszudrücken. 

Bekanntlich  ist 

Die  Normale  der  Schmiegungsebene  im  Punkte  P  bat  das  RichtungsTerbältni« 


dy   dz 
d^yd^z 


dz    dx 
d^zd^x 


dx    dy 
d^x  d^y 


oder,    wenn  man   die  Determinanten  mit  ;,  tfy  3  (sie    sind    unendlich   kleine  OrTa 
dritter  Ordnung)  bezeichnet, 

Demnach  sind  die  Richtungscoordinaten  der  Normalen  dieser  Schmiegungseb 
(Binormale) 


'fC.' 


a 


—  «1 


ß  = 


Kf *  +  9*" 


,s 


r  ö 


Der  benachbarte  Punkt  P,  bat  die  Coordinaten 

x  +  dx,     y  +  dy,     z  +  dz. 

Das  Richtungsverhältniß  der  Normalen  der  Schmiegungsebene  in  P,  wird  si^ 
demnach  erhalten,  wenn  man  in  den  eben  gefundenen  Verhältniszahlen  die  Vahsbl» 
X,  y,  z  um  ihre  Differentiale  d  x,  d  y.  dz  zunehmen  iJisst;  dann  gehen  aber  r>  r«.  ^ 
Über  in 
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E  +  df,     \)-\-d\),    a  +  dj 

md  man  hat  als  Richtungsverhältnis  der  Normalen  der  Schmiegungsebene  in  P, 

(E  +  aE):(9  +  d9):(j  +  dj). 

Nun  ist  aber 

(EH-dE)^  +  (9  +  d9)*  +  (S  +  dj)»=j«^+D*  +  j2  + 
+  2(EdE  +  9dQ  +  8d9)  +  d^*  +  d^*  +  di«  =  f2-ft,^  +  j2^ 

reil  die  Klammerausdrilcke  rechts  als  unendlich  kleine  Größen  der  siebenten,  be- 
iehungsweise  achten  Ordnung  gegenüber  5*  +  ^'  +  }•  (sechste  Ordnung)  verschwindend 
lein  sind.  Mithin  sind  die  Kichtungscoordinaten  der  Binormale 


E  +  dj 


Yf  +  ^'-^f 


ß.= 


j+^t)      .        ^  _8  +  d3 


Der    Sinus   des  Winkels   df,    den    die   Schmiegungsebenen    in   den   Nachbar- 
lunkten  P  und  P,  bilden,  ist  demnach  gegeben  dnrch 


2 


in*  d  T  = 


f  +  df  5  +  d5 


+ 


9         i 

9  +  d5  a  +  dj 


2 


+  ! 


i 


f 


2 


8  +  dj  E  +  dj 


iE*  +  9*  +  h'\' 


Venn  man  bedenkt,  dass  der  Sinus  eines  unbeschränkt  kleinen  Winkels  diesem  gleich- 
esetzt werden  kann;  wenn  man  ferner  in  den  Determinanten  die  ersten  Zeilen  von 
en  zweiten  subtrahiert,  so  erhält  man: 


dt«  = 


E     9 
_  idj  dt) 


+ 


9     ä 
d9  dj! 


12 


+ 


3 
di 


5     * 
d?'  . 


[f  -\-^'  +  i'f- 


lithin  ergibt  sich  die  GrSOe  der  mittleren  Windung  in  P: 


W 


dt 
ds 


/iE     t> 
lldj  dn 


2 


+ 


9   i 


+ 


i     E 


dt)  dj  dj  df 


ds[E«4-9«  +  i^] 


Führt  man   den  Windungsradins  ein    r  ^=  — ,  so  ist  dieser 

w 

d  8  (E«  +  1)«  +  ff 

t     9    '^ 


dE  dQ 


+ 


9     J 
d9  dj 


+ 


i      E 
dj  dE 


2 


Diese  Formel   fQr  den  Windungsradias  kann  noch  weiter  umgestaltet  werden. 
Es  ist  nämlich 

;  d  V    d  z  ' 

l  =  \  ,9     ,»    ,  =  d y  d* z  —  dz  d^y, 


d*yd»z 


27* 


420 


Zweiter  Theil.     II.  Abtheilang.     2.  Abschnitt. 


also 


d  f  =  d  y  cP  z  -|-  d^  y  d^  z  —  d  z  d^  y  —  d^  z  d*  y  = 


dv   dz 
d^  V  d^z 


und  analog  findet  man: 


d9  = 


dj  = 


i  d  z  d  X 
I  d^z  d'x 

|dx  dy 
d^x  d^v 


Demnach    sind  |,  ^,  g;   d|,  d^,  d3  die  Unterdeterminanten  A^j,  A^..,  A^:  A. 
A22,  A23  der  Determinante 

I dx    dy    dz 

A=,d«x  d^y  d^z 

Werden  nun  in  der  Reciproken 

^l    ^12    ^3 

D  =   A2,  A2,  A23 

i  ^31     ^32    «^SJ  I 
die  Unterdetenntnanten  mit  Dik  bezeichnet,  so  ist  offenbar 


l     9 
dj  d^ 

9     8 
d^  dj 


=  — D,3  =  — dz  .  A; 


=  — D,2  =  — dy.A; 


=  —  D,,  =  —  dx  .  A; 


dj  df 

mithin  geht  in  der  Formel  fUr  den  Windungtradins  r  der  Kenner  aber  in: 

KA8'(d  X«  +  d^ä  +  d  z*)  =  l'Ä«T  d"ss  =  A  .  d  8. 
Femer  ist  (siehe  letzte  Gleichung  auf  Seite  417) : 

j*  +  5"  +  j8  =  d  8«  W  X)'  +  (d^  y)''  +  (d*  z)«  -  (d«  8)'], 
80  dass  man  schließlich  erhält: 

_  ds2  [(d«x)2  -f-  (d2y)2   4-  (d2z)2  —  (d«s)2] 


r  = 


dx    dy    dz 
d^x  d^y  d^z 
d^x  d^y  d^z 
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tnd  wenn  insbesondere  s  als  unabhängige  Variable  ge^väMt  wird  |  d^8=:0|, 

d  s2  [(d»  xf  +  (d^  y)2  4-  (d«  z)2] 
I  d  X    (1  y    dz 
I  jj2x  d^y  d^z 
d'^x  d^y  d^z 

Anmerkung:    Bei  einer  ebenen  Curve  ist  w  =  0,  also  r  =  cx),  demnach  das 
wennzeichen  einer  ebenen  Curve 

dx    dy    dz 

d^^x  d^y  d^z  1=0 

d^x  d'^y  d^z  | 


der  auch 


X 


*\ 


y 
y 
y 


z 


\<\     ^»»     ><< 
X       V       z 


=  0. 


8o  ist  z.  B.  zu  erkennen,  dass  das  Gleichungssystem 

X  =  ao  +  a^  t  -|-  ^2 1^ 
y  =  bo+bit  +  b2t2 

Z  =  Co  +  C,  t  +  C2  t^ 
ine  ebene  Curve  vorstellt.  Denn  aus  diesem  Gleichungssystem  folgt: 


x'  =  a,  -f~  Sajt 
y^=b,  +  2b2t 

z'  =  Ci  4"  2c2 1 


** 


X    =2a2 

y"  =  2b2 

z"  :^  2C2 


y""  =  o 

=  0, 


<»« 


Iso 


y 
y 
y 


Z 


;  z      V     z 


=  0. 


Beispiel : 


Die  Schraubenlinie. 


Die  Schraubenlinie  ist  eine  auf  einem  Kreiscylinder  beschriebene 
Jurve,  welche  alle  Erzeugenden  desselben  unter  demselben  Winkel 
ehneidet 

Breitet  man  die  Cylinderflöche  in  eine  Ebene  aus.  so  bleiben 
ie  Erzeugenden  parallel,  die  Kreise,  in  welchen  sie  von  Ebenen  senk- 
echt zur  Axe  geschnitten  wird,  gehen  in  Gerade  über,  welche  auf 
en  Erzeugenden  senkrecht  stehen.  Die  Schraubenlinie  geht  aber,  da 
ie  mit   allen  Erzeugenden  denselben  Winkel  8  einschließt,  in  eine  zu 
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den  Erzeugenden  unter  diesem  Winkel  geneigte  Gerade  über.  Bezeichnet 
man  den  Radius  des  Ereiscylinders   mit  a,   so   lassen    sich  die  Coor- 


Fir.  70. 


dinaten  eines  Punktes  P  der  Schraubenlinie  als  Functionen  des  Winkek 
P'OA  =  t  (siehe  Fig.  70)  ausdrücken. 


Unebene  Curven  oder  Curven  doppeltem  Krümmang. 
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Man  findet: 


X  =  a  cos  t, 
y  =  a  sin  t, 


z  =  a  t  cotg  8, 

[s  Gleichungssystem  dieser  Cnrve. 
Daraus  ergibt  sich: 


\<< 


x'  =  —  a  sin  t,       x''  =  —  a  cos  t,       x"  =  a  sin  t, 

y*  =  a  cos  t,  y*=  —  ^  ßi^  ^1      y''  =  —  *  ^^®  ^ 

z'  =  a  cotg  8,         z''  =  0,  z'"  =  0. 

Mithin  ist  das  Gleichungssystem  der  Tangente: 

i  —  a  cos  t 7]  —  asint C  —  at  cotg  8 

—  sin  t  cos  t  cotg  8 

nd  die  Gleichung  der  Normalebene 

-  (c  —  a  cos  t)  sin  t  -j-  ("^  —  a  sin  t)  cos  t  -|-  (C  —  a  t  cotg  8)  cotg  8  ::=  0, 
der 

6  sin  t  —  Y]  cos  t  —  (C  —  a  t  cotg  8)  cotg  8  =  0. 

Der  Schnittpunkt  der  Normalebene   mit   der  z-Axe   ergibt  sich. 
venn  man  in  der  Gleichung  derselben 


etzt: 


5  =  0     und    T)  =  0 
C  =  a  t  cotg  8  =  z, 


lerselbe     hat    also    von    der    xy-Ebene    denselben   Abstand   wie   der 
.^unkt  P  der  Curve. 

Das   Richtungsverhaltnis    der   Normalen    der   Schmiegungsebene 
lüdet  man: 

—  sin  t  cos  t ' 

cos  t    sin  t 

sin  t  cotg  8 :  cos  t  cotg  8 :  —  (sin*  t  -f-  cos*  t) 


7  z    ! 

1          1  1 
Z      X    1 

Z    X     1 

1          < 

X    y 

^  y 

cos  t  cotg  8 
sin  t      0 

• 
• 

cotg  8  —  sin  t ! 
0       cos  t 

ilso 

:)der 


sin  t  cotg  8 :  —  cos  t  cotg  8 : 1, 
sin  t :  —  cos  t :  tang:  8. 


Aus    diesem    Richtungsverhältnisse    kann     man    die    Richtungs- 
coordinaten  bestimmen  und  erhält  speciell 
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tang  8  tang  5 


Y  =  cos  (z  n)  = 


Ksin« t  +  cos2 1  +  tg2  8       yi-J^t^h 


tang  0         . 
T=       ''^   ==sm8. 

d.  h.  alle  Schmiegun^sebenen  haben  zur  z-Axe.  also  zur  xy-Ebene 
dieselbe  Neigung,  weil  8  constant  ist.  Dasselbe  gilt  demnach  auch  von 
der  Binormalen. 

Die  Schmiegungsebene  hat  die  Gleichung: 

5  sin  t  —  Tj  cos  t  -j-  (C  —  a  t  cotg  8)  tang  8  =  0. 

Ihr  Schnittpunkt  mit  der  z-Axe  ergibt  sich  aus  ihrer  Gleichung 
durch  die  Substitutionen  4  =  0  und  r^^=0: 

J  =  0,  T]=0,  C  =  at  cos  8  ==  z. 

Er  ist  identisch  mit  dem  Punkte  C,  in  welchem  die  z-Axe  von 
der  Normalebene  geschnitten  wird.  Die  Hauptnormale  eines  Punktes  P 
als  Schnittlinie  der  Normalebene  mit  der  Schmiegungsebene  gett  alfo 
durch  diesen  Punkt  C  und  ist  demnach  zur  xy-Ebene  parallel. 

Die  Hauptnormalen  der  Schraubenlinie  sind  alle  senkrecht  zur 
Axe  der  Schraubenlinie  (z-Axe). 

Anmerkung:  Betrachtet  man  im  Gleichungssystem  der  Tangente 

5  —  a  cos t Y]  —  asint C  —  at  cotg 8 

—  sin  t  cos  t  cotg  8 

t  als  einen  willkürlichen  Parameter,  so  repräsentiert  dieses  Gleichnngssjstem  d.e 
Gesammtheit  der  Tangenten  der  Schraubenlinie,  also  auch  die  von  ihnen  gebildttr 
Fläche. 

Diese  wird  Schraubenfläche  genannt,  ist  eine  abwickelbare  Regelfläcbe  ßc^ 
kann  ihre  Gleichung  in  £  und  t]  durch  Elimination  des  Parameters  t  erhalten  werdtt 

Die  von  den  Hauptnormalen  der  Schraubenlinie  gebildete  FläcV. 
ist '  eine  nicht  abwickelbare  Regelfiäche  und  wird  Wendelfläche  genanDt. 
Die  Erzeugenden  derselben  sind  senkrecht  zur  Axe  der  Schraubenlinie 

Irgend  eine  Erzeugende  dieser  Fläche  kann  analytisch  dargest^l  • 
werden,  indem  man  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  Q(Fig.  *?!' 
derselben,  welche  von  der  z-Axe  den  Abstand  r  hat.  als  Function  v«  n 
r  und  t  ausdrückt. 


Man  findet: 


O  Q'  =  X  =  r  cos  t, 
A  Q'  =  y  ==  r  sin  t, 
Q'  Q  =  z  =  a  t  cotg  8. 


Unebene  Cnrven  oder  Curven  doppelter  Krümmung. 
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Betrachtet   man    in   diesem    Gleichungssystem   r  und  t  als   will- 
kürliche Parameter,  so  reprösentiert  dieses  Gleichungssystem  alle  Haupt- 
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normalen  der  Curve,   mithin  die  von  ihnen  gebildete  Wendelfläche. 
Die  Parameter  lassen  sich  leicht  eliminieren. 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

Y  y 

-  =  tang  t    oder    t  =  arc  tg     » 
und  wenn  man  diesen  Wert  von  t  in  die  dritte  Gleichung  einführt 

y 

z  =  a  cotg  8  arc  tang  ^  ? 

als  Gleichung  der  Wendelfläche. 

Für  die  Schraubenlinie  ist  ferner 

^"^  +  y^  +  z'*  =  a*^sin2t  +  a'-cosU  +  a^cotg'^S  =  a^l  +  cotg^S)  = 

.2 


a' 

sm-o 


X 


^ »     K 


y 


—  a  sin  t    a  cos  t 

—  a  cos  t  —  a  sin  t 


y    z 


acost 
—  a  sin  t 


a  cotg  ö 
0 


=  +  a2  [-\-  sin«  t  4-  cos2 1]  =  a2. 


=  a«  sin  t .  cotg  8, 
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also 

x^  y 


^      ^  2 


« »     ^« 


+ 


Z         X 


Z       X 


y    z 


a  cotg  8   —  a  sin  t 
0        — acost 


=  —  a^  cos  t  cotg  8, 


+ 


Z       X 


1\        1< 

Z     X 


2 


=  a^  (1  -f-  sin^  t  cotg^  8  -\-  cos^  t  cotg'^  5  = 


=  a^l  +  cotg2  8)  =  -. 


a' 


sin28 


demnach: 


a' 


P  = 


sin^S 


a 


a' 


sin28 


s ) 


sin  8 


d.  h.   der  Krümmungsradius   ist   flir  alle   Punkte   der   Schraubenlinie 
constant. 


Da 


dy     dz 

d^y  d^z 
u.  8.  w.,  SO  hat  man: 


7 

y 


Z 


d  t^  ==  a^  cotg  8 .  sin  t  d  t^ 


y  =  a*  cotg  8  sin  t  d  t^,       d  j 
l)  ==  a*  cotg 8  cos  t  dt^5       d^ 

a=:a2dl^  da 


a*  cotg  8  cos  t  d  t^, 
a*  cotg8  sint  dt^,, 

0, 


also 


a^ 


E'  +  9'  +  ä'=-r^dt«. 


sin*  8 


?     9 
df  dt) 

dt)  da 

a    £ 


=  a^  cotg*  8 


=  a*  cotg  8 


=  a*  cotg  8 


f     9 
dj  d9 


2 


+ 


sin  t  —  cos  t 
cos  t     sin  t 

—  cost  1 
sint      0 

1  sint 
0  cost 

t)     i     ? 


d  t'  =  a*  cotg2  8  d  t' 


> 


d  t^  =  a^  cotg8  sin  t  dt', 


d  t'  =  a^  cotg  8  cos  t  d  t', 


+ 


ä      f 


d^  dj,        |dj   df 


2 


a^  [cotg^  8  4-  cotg^S  (sin^t  +  cos^t)]  d  t"  =  a^  cotg28  (1  +  cotg«8)  dt^*= 


1 


C0S^8  rr-, 


=  a«  cotg«  8  -^-^  d  ti^  =  a«  -P^—  d  t^\ 
°      sm^  8  sm^  8         ' 
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dt^. 


ds«  — 

(x^-f  y'2_|-z'2)dt2 

a«  , 
sin^8 

Demnach  ist  die 

Windung 

der  Schraubenlinie: 

W 

.  COS  8  --. 
a*-T^  .-^dt' 

.*.dt  .*'  dt« 

am  0       sin^  5 

sin 

8  cos  8 
a 

and  der  Windungsradius : 

a 

sin  8  cos  8  * 

Der  Windangshalbmesser    ist  somit   auch  fUr    alle  Punkte  der  Schraubenlinie 
constant. 


3.  Abschnitt- 
Krumme  Flächen. 

§  62.  Tangenten,  Tangentenebenen  und  Normalen  der 
krummen  Flächen. 

Die  Tangente  einer  Fläche  im  Punkte  P  wird  definiert  als  die 
Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  einem  der  unendlich  vielen  be- 
nachbarten Punkte  Py  dieser  Fläche,  welche  um  P  herum  gedacht 
werden  können. 

Man  kann  nun  zeigen,  dass  alle  Tangenten  der  Fläche  im  Punkte  P 
in  einer  Ebene  liegen  und  diese  wird  die  Tangentenebene  im 
Punkte  P  genannt. 

Die  Normale  zur  Tangentenebene  in  dem  Punkte  P  heißt  Nor- 
male der  Fläche. 

Die  Fläche  sei  gegeben  durch  die  Gleichung 

F(x,y,z)  =  0. 

Ist  P  ein  Punkt  der  Fläche,  so  müssen  seine  Coordinaten  x,v.  z 
flie  Gleichung  derselben  befriedigen. 

Geht  man  vom  Punkte  P  auf  einen  unbeschränkt  nahe  gelegenen 
Punkt  (Nachbarpunkt)  P^  über,  so  sind  dessen  Coordinaten 

x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz, 
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wobei  aber  die  DilBFerentiale  der  Gleichung 

3V  cF  9V 

gentigen  müssen,  wenn  auch  der  Punkt  P^  ein  Punkt  der  Fläche  sein  soll. 

Da  nun  die  drei  Diflferentiale  nur  der  einen  Bedingungsgleichung 
unterworfen  sind,  so  gibt  es  unendlich  viele  solcher  Nachbarpunkte  P,- 
welche  um  den  Punkt  P  auf  der  Hache  liegen. 

Die  Gleichung 

3F  oF  3F 

geometrisch  gedeutet  sagt,  dass  die  Richtungen,  welche  durch  die  Richtungs- 
verhältnisse 

d  X  :  d  y  :  d  z 
und 

2F  cF  9F 

•       • 

ex   oy    cz 

bestimmt  sind,  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Das  erste  Richtungsverhältnis  bestimmt  die  Richtung  der  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  P  !  x,  y,  z  ;  und  P,  j  x  -|-  d  x,  y  -j-  d  y,  z  -j-  d  z  , 
also  die  Richtung  einer  beliebigen  Tangente  im  Punkte  P  an  die 
Fläche.  Das  zweite  Richtungsverhältnis  ist  aber,  wenn  der  Punkt  P 
ein  bestimmter  Punkt  der  Fläche  ist,  vollkommen  bestimmt,  weil  dif 
partiellen  Differentialquotienten  von  F  (x,  y,  z)  für  einen  bestimmten 
Punkt  bestimmte  Werte  annehmen,  repräsentiert  also  eine  für  diesen 
Punkt  P  charakteristische,  bestimmte  Richtung. 

Jede  Tangente  an  die  Fläche  im  Punkte  P  steht  zufolge  der 
Gleichung 

cF  SV  oF 

^    dx  4- ^    dy +  -^r-dz  =  0 

c^x  '    c  y     '^     '     c'z 

auf  dieser  Richtung  senkrecht,   d.    h.   alle  Tangenten   in  P   liegen   in 
einer  Ebene,  der  Tangentenebene,  welche  auf  der  Richtung 

9F  9F  9F 
9k' 9 y    9z 
senkrecht  steht. 

Die  mit  dieser  Richtung  durch  den  Punkt  P  gelegte  Gerade  i>t 
die  Normale  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

Eine  P  lache  hat  demnach  in  jedem  Punkte  eine  Normale  und 
eine  Tangentialebene,  in  welcher  die  unendlich  vielen  Tangenten  liesren. 
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Das  Richtangsverhältnis  der  Normalen  ist 

2F  9F  9F 


c^  X    c  V     c  Z  ' 


mithin  sind  die  Richtungscomponenten  derselben: 

_  1  £F       n  _  1  5F         _  1  2F 
"~X5x'     ^~\'dy''     '^~\3i'' 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  von  Punkten,  welche  der  Fläche 

nicht   angehöjren,   mit   4,   tq   und   C,   so   ist   das  Gleichungssystem   der 

Normalen,   als   Geraden    aus    dem   Punkte   P   mit    der   angegebenen 

Richtung : 

S^x  _Tr]  —  y C  ~  z 

3f  '~     3Y~~    9F    ' 

5  X  3  y  9  z 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  als  einer  aus  dem  Punkte  P 
zur  Normalen  senkrechten  Ebene  ist: 

cF  9F  9F 

Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  entwickelten  Form  gegeben: 

z  =/(x,  y), 

so  kann  man  setzen: 

F(x,  y,  z)=:/(x,y)  — z, 
und  findet: 

9F  _9f  _  9z 

5x  2x  9x 
9F  _9f  _  9z 
9  y        9z        9  y' 

5F__ 

9z 

In  diesem  Falle  ist  das  Richtungsverhältnis  der  Normale 

9z     9z  ^ 

mithin  sind  ihre  Rieht  ungscoordinaten 

_]^5z       B_l5z  _        1 

""~X5x'      '^~y5y'     '^~~V 


= V'+m^m- 
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Die  Gleichungen  der  Normale  und  der  Tangentenebene  sind: 


und 


c  z  c^z 


oz    ,    ,  s  c'z 


Beispiele: 

1.  Es  soll  für  ein  EUipsoid  das  Gleichungssystem  der  Normaltn 
und  die  Gleichung  der  Tangentialebene  aufgestellt  werden. 
Aus  der  Gleichung  des  EUipsoides 

folgt: 

2F_2x      ^F_2y      5F_2z 

2x  "  a="     3  V  ~  V'      .?z  ~  c« ' 

2F    5F    2F         X       y       z 

5  X  '  2  y  *  5  z         a^  '  b^  *  c* ' 

Demnach  ist  das  Gleichungssystem  der  Normalen: 

a«($  — x)  ^  bMir^-y)  ^  c^JC^- z) 
X  y  z        ' 

und  die  Gleichung  der  Tangentenebene: 

i^-  (4-x)  +  -g-  (IQ  -y)  +  ^^,  (C-2)  =  0 


oder 

x5 

a« 
also  schließlich: 


V  Yl  7  L  /*  X  V  Z      \ 

+  b"  ^"  "^  ~  Va«  +  b«  +  c"  7  ""  °' 


■ .' + 1-?  + 1.'  - ' = «• 


2.  Die  Tangentialebene  ia  einem  Pankte  des  EUipsoides  bildet  mit  den  (C- 
dinaten ebenen  ein  Tetraeder. 

In  welchem  Punkte  muas  die  Tangentialebene  gelegt  werden,  damit  das  ^"' 
lumen  dieses  Tetraeders  ein  Minimum  wird? 

Aus  der  Gleichung  der  Tangentialebene  (Beispiel  1) 


,2    T^   l->2    T^    „2  -^  " 


a^     '    b^     '    c' 
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ergeben  sich  die  Axenabschnitte  m,  n,  p  derselben 

a«  b«  c» 

m  =  — ,      n  =  — ,      p  =  -    -. 

X '  y  z 

Die  drei  Kanten  des  Tetraeders,  welche  die  Länge  der  Axenabschnitte  haben, 
stehen  aufeinander  senkrecht,  mithin  ist  das  Volumen  desselben 

,,1  1  a2  b«  c2 

V  =  "innp  =- . 

6  ^         6    X  y  z 

Dieses  Volumen  wird  zu  einem  Minimum,  wenn 

x.y .  z 

ein  Maximum  wird. 

Die  Größen  x,  j,  z  sind  von  einander  nicht  unabhängig,  sondern  müssen  der 
Gleichung  des  EUipsoides  genügen  (weil  der  Punkt  ein  Punkt  des  EUipsoides  sein 
muss),  nläo  der  Bedingung 

-2    +    K2    +-2    -1=0 

a*         b^         Q? 

entsprechen.     Es   muss    also,    da  es  sich  um    ein   relatives  Maximum    handelt    (siehe 
relative  Maxima  und  Minima),  die  Function 

/X*  y2  z2  \ 

/Q  einem  absoluten  Maximum  werden. 

Diese  Function  wird  aber  zu  einem  Maximum  für  das  Wertesystem,  welches  die 
drei  Gleichungen 

2F  X 


3x"~-'  a« 


5F 


7  _ 


5 


-=:XZ  —  2X    '     =0, 

!!^_.xy  — 2X4  =  0 

dz  •'  C^ 

und  die  Gleichung  des  EUipsoides  gleichzeitig  befriedigt. 

Multipliciert  man   die   erste  Gleichung  mit  x,   die  zweite  mit  y  und  die   dritte 
mit  z,  so  findet  man  durch  Vergleich 

X*  y^  z^ 

a»  ~  b^^'c^' 

und  weil  zufolge  der  Gleichung  des  EUipsoides 

^'.  +  y\  -i-  ^-  - 1 

a''  ^  b«  ^  c»  ~    ' 

X*  y*  z*  1 

a?  ~  h^  ~  c»^  ~  3  ■ 
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Mithin    sind    die    Coordinaten    der    Punkte,    welche    den  Anforderungen  der  AufgaW 
entsprechen 

,      a  b  ,      C 

(Dies  gibt  acht  Punkte,  in  jedem  Octanten  einen.) 

3.  Auf  den  Normalen  des  eintheiligen  Hyperboloides 

werden  durch  die  Fläche  und  die  xy-£bene  Strecken  abgeschnitten. 

Es  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  dieser  Strecken  zu  bestimmen. 
Aus  der  Gleichung  der  FlKche  erhält  man 

£F_2x      5F_2y      5F_       2z 

mithin  ist  das  Gleichungssjstem  der  Normalen 

X  y  z        ' 

Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dieser  Normalen  mit  der  x  j-£bene  ergeben 
sich,  wenn  man  C  =  0  setzt, 

C    X  C    V 

^ = X  +  -^,  T^o = y  +  -g^r-,  c  =  0. 

Die  Coordinaten  des  Curvenpunktes  sind  x,  y,  z,  demnach  sind  die  Coordinftt«c 
des  Mittelpunktes  der  von  diesen  zwei  Punkten  begrenzten  Strecke: 

Löst  man  diese  Gleichungen  nach  den  Coordinaten  x,  7,  z  des  Fl&chenpunktes 
auf,  so  erhält  man 

x== -3-,       y  = --,      z=2Z 

1 4.  _®_  14--— 

^2a2  ^2b2 

Da  X,  y,  z  der  Gleichung    des  Hyperboloides  genügen,    erhält  man  durch  die  Einfub 
rung    derselben    in  die   genannte    Gleichung  eine    von    den    Coordinaten    x,  y,  2  dt^ 
Flächenpunktes  unabhängige  Beziehung  zwischen  X,  Y,  Z,  also  die  Gleichung  des  p. 
suchten  geometrischen  Ortes: 

X«  Y^ ?i  _  1  _  n 


a* 


('  +  2W       "'(■  +  260' 


Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  dieser  Strecken  ist  demnach  wieder  eio 
eintheiliges  Hyperboloid,  welches  zum  gegebenen  coaxial  ist  (dieselben  Geraden  zr. 
Axen  hat). 
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4.  Eine  Fläche  F  (x,  y,  z)  =:  0  sei  durch  parallele  Lichtstrahlen  mit  den 
^chtungscoordinaten  a,  ß,  y  beleuchtet.  Es  ist  die  Trennungslinie  zwischen  Licht  und 
Schatten  zu  bestimmen. 

Die  Punkte  dieser  Trennungslinie  sind  diejenigen,  in  welchen  die  Fläche  von 
ien  Lichtstrahlen  berührt  wird. 

In  solchen  Punkten  steht  der  Lichtstrahl  zur  Normalen  der  Fläche  senkrecht, 
lithin  besteht  filr  die  berührenden  Strahlen  die  Beziehung: 

C^JT^  Ol? 


o'F  9F  3F 

ex  c/y  dz 


Alle   Punkte   der  Fläche,    deren  Coordinaten    dieser  Gleichung   genügen,    sind 
'unkte   der  gesuchten  Curve.     Diese   ist  also  dargestellt  durch  das  Gleichungssjstem 

F(x,y,z)  =  0, 

9F         5F  5F 

a'-  +  ß,  -+T  ,-=0. 

3x.  cJj     •        dz 

Speciell  bei  der  Wendelfläche,  deren  Gleichung 

z  =  a  cotg  8  .  arc  tang  ^  =  m  arc  tang  — 

y 

ifc,  hat  man,  wenn  F  (x,  y,  z)  =  m  arc  tang z  gesetzt  wird, 

2F_     1 /_  7\_ my_ 

2x       1  _i  y^  ^    ^^  ^        ^^  4"  y^ 

5F  1  1  mx 

T^— =  m  — 


j        y2      X         x*^  4-  f\ 


5  F  _  _ 

A  1. 

dz 
Demnach  als  Gleichungssystem  der  Trennungslinie  von  Licht  und  Schatten 

V 

z  =  m  arc  tang  "^  ? 

my        ,    -      mx  . 

~  Q^    2    I      2  +  ß  -T~i — 2  —  T  =  0. 

^  ~r  y        ^    1  y 

Die  Fläche,  welche   die  Wendelfläche   in    dieser  Trennungslinie  schneidet,    hat 
6  Gleichung 

my        ,  mx      

BadisaTljeTiö  u.  Miknt«,  Leltf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  28 
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oder 

sie  ist  ein  Kreiscylinder,    dessen  Erzeugende    parallel  zur  z-Axe  und   dessen  LeitlkU 

ein  durch  den  Ursprung  gehender  Kreis  ist.    Die  Coordinaten   des  Kreismitteipnnktr^ 

ß  m  am 

sind,  wie  leicht  einzusehen,  ^  -  und  —  77— . 

£ine  beliebige  Tangente   an  den  Kreis   bildet    mit   der   x-Axe   einen  Winkd 
dessen  Tangente  durch 

,  2x  — ^m 

tang^  =  5y= ^— 

°  dx  ^  a 


2y m 

bestimmt  ist. 

Die  Richtung    der  Tangente    im    Ursprung    wird    erhalten,    wenn   man  hjeiir. 
X  =3  0  und  7=0  setzt: 

dx       a 

Die  Tangente    an  den  Kreis    (Leitlinie    des  Cylinders)  im  Ursprung   hat  »$3.ii 
das  Bichtungsverhältniä 

d  X  :  d  y  =  a  :  ß, 

also  dasselbe,  wie  die  Projection  des  Lichtstrahles  auf  die  x  j-Ebene,  d.  h.  die  Tai- 
gente an  diesen  Kreis  im  Ursprung  ist  eine  Parallele  zur  Projection  des  Lichtstrab!^ 
auf  die  x  y-Ebene. 

5.  Es  soll  der  geometrische  Ort  der  Fußpunkte  aller  Senkrechtr 
aus  dem  Ursprünge  auf  die  Tangentenebenen  einer  gegebenen  FUcIi 

F  (X,  y,  z)  =  0 
bestimmt  werden. 

Die   Gleichung    der   Tangentenebene   in    einem   Punkte  P  fe 

Fläche  ist: 

3F  9F  SF 

Die  Senkrechte  aus  dem  Ursprung  auf  die  Tangentenebene  hit 
das  Gleichungssystem 

PF  ""  2F        2F  * 

?x         Sj         9z 

Diese  Gleichungen  können  zur  Berechnung  der  Coordinaten  de 
Fußpunktes  Q  benützt  werden. 

Ändert  man  x,  y  und  z  derart,  dass  der  Punkt  P  sich  auf  d^r 
Fläche  fortbewegt,  so  erhält  man  nach  und  nach  alle  Punkt«  Q. 
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Der   geometriBche  Ort   dieser   Fußpunkte   wird   also   darch   das 
Gleichangssystem 

F(x,y,z)  =  0, 

,  5F  5F  5F 


3F  ~  3F        3F 


3x 


repräsentiert.  Eliminiert  man  aus  demselben  die  als  Parameter  anzu- 
sehenden Coordinaten  z,  y,  z  der  Flächenpunkte,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  zwischen  £,  t]  und  C  als  Gleichung  der  Faßpunktsfläche. 

Gleichwie  bei  den  Fußpunktscurven  lässt  sich  auch  hier  eine  all- 
gemein alle  Fußpunktsflächen  umfassende  Construction  der  Kormalen 


angeben. 

Setzt  man 

SF' 

~  2F 

c 

3F 

1 

—  •  -  > 
m 

9x 

'^y 

Sz 

so  ist 

3F 
3x 

= 

rai, 

9F 

'^~y'' 

=  im), 

3F          , 
-^    —  m  C. 

3z 

Führt  man   diese  Werte   in   die  Gleichung   der   Tangentenebene 
ein  und   lässt   den  gemeinschaftlichen  Factor  m  weg,  so   erhält  man: 

{$  -  x)$  4- (Ti  -  7)1)  +  (C  -  z)C  =  0 
oder 

S'  +  1'  +  C*^  —  (X  £  +  y  t]  +  z  C)  =  0. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  folgt: 

2Sd£  +  2tid7j-f2CdC  — (xdS  +  yd7l  +  zdC)  — 
— (edx+7idy+Cdz)=0. 
Da  nun 

£:tq  :  C 

das  ßichtungsverhältnis  des  auf  die  Tangentenebene  geführten  Per- 
pendikels, 

d  X  :  d  y  :  d  z 

das  Richtungsverhältnis  irgend  einer  in  der  Tangentenebene  liegenden 
Tangente  der  Fläche  im  Punkte  P  ist,  also  diese  Richtungen  zu- 
einander senkrecht  stehen,  so  besteht  die  Beziehung 

28* 
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tdx-f-Tjdy-j-Cdz^O, 
und  es  reduciert  sich  die  gefundene  Differentialgleichung  anf: 

(24  — x)dS  +  (2r^— y)d7i  +  (2C  — z)dC  =  0 


oder 


0-^)d4  +  (,-9d,  +  (c-|)dC  =  O. 


Diese  Gleichung  sagt,  dass  die  Richtung 

dS:dti:dC 
senkrecht  steht  zur  Richtung 

Die  erstere  ist  die  Richtung  einer  beliebigen  Tangente  im  Punkte  Q 
der  Fußpunktsfläche,  letztere  die  Richtung  der  Verbindungslinie  de? 
Punktes  Q  mit  dem  Halbierungspunkte  C  des  Radius  OP,  welcher 
den  Ursprung  mit  dem  Punkte  P  der  Fläche  verbindet. 

Die  Gerade  CQ  ist  senkrecht  zu  irgend  einer  der  Tangenten. 
also  zur  Tangentenebene  im  Punkte  Q  der  Fußpunktsfläche,  mithin  dit 
Normale  dieser  Fläche. 

Als  Beispiel  soll  die  Gleichung  der  Fußpunktsfläche  des  Ellipsoide? 

■^  "^  b2  "^'  "^  ""  ^  ^  ^ 
aufgestellt  werden. 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  in  einem  Punkte  P  desselben  tt: 

a2  ^  b2  ^  c2 
Die  Gleichungen  des  Perpendikels  aus  dem  Ursprung 

X  V  z 

Setzt  man  behufs  symmetrischer  Durchführung  der  Elimination 
von  X,  y,  z  aus  den  drei  Gleichungen 

X     ~  y     ~     z  ~^' 
80  erhält  man 

X  ac,  y  b7]  z  cC 

a  p  b  p  c         p 
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und  wenn  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  der  Tangentenebene  setzt, 

p 

oder 

p  =  e«  +  T^2  ^  c*. 

Durch  Einführen  derselben  Werte  in  die  Gleichung  des  Ellipsoides 

findet  man 

p2  =  a«  g«  +  b«  V  +  c«  CV 

und  erhält  durch  Gleichsetzen  der  beiden  Werte  von  p  die  Gleichung 
der  Fußpunktsfläche 

(5'  +  l'  +  C^)*  =  a«  4^  +  hW  +  c» !?. 


Flg.  72. 


4.  Absclinitt. 

Quadratur  nnd  Rectification  ebener  Corven. 

§  63.  Quadratur  ebener  Curven. 

L  Die  Aufgabe  der  Quadratur  ebener  Curven  besteht 
in  der  Berechnung  der  Flächen  von  Figuren,  welche  durch 
dieselben  begrenzt  sind. 

Alle  hiehergehörigen  Aufgaben  lassen  sich  auf  bestimmte  einfache 
Fälle  zurückführen. 

Ist  die  Curve 
durch  ihre  Gleichung 
in  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  gegeben,  so 
kann  die  Aufgabe  der 
Quadratur  auf  folgende 
Aufgabe  zurückgeführt 
werden : 

Es  ist  die  Fläche 
A,Ä,P2Pi  (Fig.  72) 
zu  berechnen,  welche 
von  der  x-Axe,  der 
Curve  und  zwei  zur  y-Axe  parallelen  Geraden  begrenzt  wird. 

Diese  Aufgabe  ist  schon  aus  der  Lehre  über  das  bestimmte 
Integral  bekannt 
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Man  theilt  die  Fläche  in  parallele  Streifen  von  der  Breite  dx 
(wie  AA'P'P)  und  summiert  alle  diese  Eiementarstreifen  über  die  ganze 
Breite  der  zu  quadrierenden  Figur. 

Ein  solcher  Elementarstreifen  kann  als  Rechteck  angesehen 
werden  und  hat  demnach  die  Fläche 

dF  =  ydx, 

welche  das  Flächendifferential  genannt  wird. 

Mithin  ist  die  Summe  aller,  zwischen  den  Ordinaten  für  die 
Abscissen  X)  und  X2  gelegenen  Elementarstreifen  die  gesuchte  Fläebe. 
und  wird  bestimmt  durch 

F  =  f'^ydx. 
Ist  die  Gleichung  der  Curve 

y=/(x), 


SO  folgt: 


F  =  J>(x)  d  X. 


Beispiele: 
J.  Parabel, 

Eine  Parabel  sei  durch  die  Gleichung 

x«  =  2py 

gegeben  (Fig.  73);  es  soll  der  Inhalt  der  Figur  OPB  bestimmt  werden. 

Die  Aufgabe  kann  auf  die  allgemein  gelöste  zurückgefälirt 
werden,  denn  der  Inhalt  der  Figur  OPB  ist,  gleich  dem  Inhalte  i^ 
Rechteckes  OAPB,  vermindert  um  den  Inhalt  der  Figur  OAP. 

Den  Inhalt  F  der  Figur  OAP  findet  man 


XX  X 


6p 


Nun  ist  aber 


demnach: 


ep—ä'^p' 

F=3xy=l0APB, 


Fi».  TS. 


also  der  Flächeninhalt  von  OPB: 

1  2 

xy— 3x7=3x7. 


Quadratur  und  Recti£cation  ebener  Curven. 
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2.  Ellipse. 

Es  soll  der  Flächeninhalt  einer  Ellipse  von  den  Halbaxen  a  und 
b  (Fig.  74)  berechnet  werden. 

Wählt  man  die  Axen  der  Ellipse 
zu  Coordinatenaxen,  so  ist  ihre  Glei- 


Pig.  74. 


chung 


a 


2  y2 

+  t^  —  1  =  0. 


b2 


Der  Flächeninhalt  der  Ellipse 
ist  gleich  dem  vierfachen  Inhalt  ihres 
Quadranten  OMN. 

Aus  der  Gleichung  der  Curve 
folgt: 


w 


y=-J 


a^ 


x^. 


oder 


Demnach  ist  die  Fläche  f  der  Figur  OAPN: 

X  X  X 

f=  \ydx=  \  ^Va«  — x»dx  =  Kf^?^l^d 
•'o  *'o  "^0 


(siehe  Integralrechnung,  Formel  82  a), 

also 

^      X  b,;-^^ Ty   I    ab  .X       xy    ,   ab  .    x 

f=^-  la^  —  x^ -}----  arc  sm  -  =  --4^  4-     -  arc  sm  -  • 
2a'  2     .  a        2     '     2  a 

X  y 
Da  -^  die  Fläche  des  Dreieckes  OAP  darstellt,  so  muss 

ab  X 

-zr-  arc  sm  - 

2  a 

die  Fläche  des  Sectors  OPN  bedeuten. 

Man  hat  also 

ab  X 

Sector  OPN  =  -^  arc  sin  - . 

2  a 

Wird  X  =  a,   so  wird  der  Sector  identisch  mit  dem  Quadranten 
der  Ellipse,  es  ist  also 

area  OMN  =  -^  arc  sm  1  =  —r-, 

2  4 
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Die  ganze  Fläche  der  Ellipse  ist  demnach 

E  =  ab7r. 

Ist  a  =  b  =  r,  so  geht  die  Ellipse  in   einen  Kreis  über,  dessen 
Fläche  r*7c  ist. 

5.  Hyperhd. 

Die  in  der  Fig.  75  gezeichnete  Hyperbel  habe  die  Gleichimg 


Flg.  75. 


a«        bV     ^        "• 

Es  soll  die  Fläche  der 
Figur  SAP   berechnet  werden. 

Ans  der  Gleichung  der 
Hyperbel  folgt: 


•^        a  ' 


demnach  ist 


F  =  W dx=M  Ix«  —  a«d: 


also  (Integralrechnung,  Formel  83  a) 

a  L2  ' 


a' 
2 


a«-^l(x  +  yx« 


-a*)l'= 

Ja 


—  ^^\!Zi 12       ab    x_-|-Vx«  — a«_xy       a  b  ,  x -M^x»  — a- 

-  2    a  '^'^  ~  *  ~  T  ^  l  -  "2"~  T  ^  ~         l 

X  Y 

Da  -^-   die   Fläche   des   Dreieckes   OAP   darstellt,   so  hat  der 
Sector  OSP  die  Fläche 


ab  ,  X  -f- 1  x^  - —  a^ 


und  weil 


h 


a 


a 

a2_  y 
~  b' 


so  ist 


Sac.orOSP  =  'J!l(?  +  l), 


Quadratur  und  Rectiiication  ebener  Curven. 
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Rückt  der  Punkt  P  ins  Unendliche,  so  werden  x  und  y  unend- 
lich groß,  also  auch 


1 ' 


Mithin  ist  die  ganze  Fläche,  welche  zwischen  der  Hyperbel  und 
der  Asymptote  liegt,  unendlich  groß. 

4.  Logarühmische  Linie, 

Es  soll  die  Fläche  ÄiA2P2Pi  (Fig.  76)  berechnet  werden,  welche 
von  derx-Axe,  den  beiden  Ordinaten  A^  P^  und  A2P2  und  einer  durch 
die  Gleichung 


z 


y  =  me 
gegebenen  logarithmischen  Linie  begrenzt  wird. 


Fig.  76. 


Die  gesuchte  Fläche  ist: 

C^'  r**  —  r  ^      '\^' 

F=\   ydx  =  m\    e"dx  =  m|e°*.m|    = 

=  m  I  e™  .  m  —  e"  .  m  1  =  m  (yj  —  yi). 

Rückt  der  Punkt  P^  nach  links  ins  Unendliche,  so  wird  yj 
und  die  Fläche  des  unendlich  langen  Streifens  ist 

m  y2  =  2  area  T2  A2P2 
(Subtangehte  TA  constant  =  m). 


=  0 
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6.  KeUenlinte. 

Die  Carve  sei  eine  durch  die  Gleichung 

5^  =  2  V®"+®   V 

gegebene  Kettenlinie. 

Es  ist  die  Fläche  OAPS  (Fig.  77)  zu  berechnen. 


Plf.  77. 


mtangrd' 


M      (^i 


Diese  Fiächi 

e  ist: 

F-fydx 

Jo 

|5/e--  +  e-)a,       ^p- 

■^0 

Da  ferner: 

^-(e--e  "')_y'_tang*, 

so  ist 
oder 

P  —  m*  tang  * 

F  =  m  .  mtangd  ±=  2area  OMS. 


(tan 


,  »  =  fi! 


m 


m^ 


— ,  siehe  Seite  321). 


6,   Cyldoide. 

Es  soll  der  Inhalt  der  Fläche  OMSO  (Fig.  78)  berechnet  werden, 
welche  zwischen  der  x-Äxe  und  einer  durch  ihr  Gleichungssystem 


Quadratur  und  Rectification  ebener  Cnrren. 

X  =  a  (t  —  sin  t). 

y  =  a  (1  —  cost) 
gegebenen  Cykloide  liegt. 

Diese  Fläche  ist  das  Doppelte  der  Fläche  OHS. 

Fi  ff.  78. 
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also 


Aas  dem  Gleichungssystem  der  Curve  folgt 

dx  =  a  (1  —  cost)  dt, 

ydx  =  a«(l  — cost)«dt  =  a«r2sin2-*-)  dt. 


Der  Abscisse  x  in  O  entspricht  der  Wälznngswinkel  t  =  0,  jener 
für  den  Punkt  S  der  Winkel  t  =  «,  mithin  ist  die  gesuchte  Fläche: 

F  =  2areaOHS  =  2\  4a5»sin*  |  dt. 

f«        t 
F  =  8a2\  sin*  2^*- 


t 


n 


Setzt  man  ^  =  z,  so  gehen  die  Integralgrenzen  in  0  und  -  über, 
ferner  ist  dt  =  2  dz,  demnach: 


F 


=  8  .  2  .  a^isi 


sin*  zdz  =  16a^7r.7:.v 

z    z   ^ 


(siehe  bestimmte  Integrale,  Formel  113), 
also  schließlich: 

F  =  3a«ic. 

Die  Fläche  ist  dreimal   so  groß   als  jene   des  rollenden  Kreises. 


444 


Zweiter  Theil.    II.  Abtheilung.     4.  Abschnitt. 


7.  Die  Tractorie, 

Oft  ist  es  gar  nicht  nöthig,  die  Gleichung  der  Curve  zu  kennen, 
um  ihre  Fläche  zu  berechnen. 

Ein  Beispiel  hiefür  bietet  die  Tractorie,  eine  Curve,  deren  TaD- 
gentensttick  constante  Länge  hat.  (Fig.  79.) 

Fig.  70. 


yfS^t     A 


Aus  dieser  Eigenschaft  der  Curve  ist  zu  erkennen,  dass  sie  aus 
vier  zu  den  Coordinatenaxen  symmetrischen  Ästen  besteht,  welche  zur 
x-Axe  asymptotisch  verlaufen  und  in  zwei  Spitzen  zusammenstoßen, 
durch  welche  man  die  y-Axe  legen  kann. 

Das  constante  TangentenstUck  sei  a,  dann  ist  die  Subtangente 


Ka^  -  y^ 


und  es  gibt  das  Verhältnis 


t 


a2  —  y2  .  y 


die  Richtung  der  Tangente  in  einem  Curvenpunkte. 
Demzufolge  besteht  die  Beziehuug: 


d  X  :  d  y  =  ^d?  —  y^ :  y, 


also 


y  d X  =  ^Q?  —  y^  dy. 
Das  Flächendifferential 

y  dx 


Quadratur  uud  Kectification  ebener  Curven. 
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erscheint  hier  durch  den  Aasdruck 


dargestellt. 

Soll  nun  die  Fläche 
OAPS  (Flg.  80)  berech- 
net werden,  so  hat  man 
dieses  Flächendiflferential 
zwischen  den  Grenzen  y 
und  a  zu  integrieren  und 
erhält: 


R"=^dy 


Flg.  80. 


\=y^'--f 


y^dy. 


Rückt  der  Punkt  P  ins  Unendliche,   so   wird   y  =  0   nnd  man 
erhält  dann  ein  Viertel  der  ganzen  Fläche  der  Tractorie 


F 
4 


=  JV-y^dy  =  [|K^i^y^  + 


a 


2 


arc  sm 


a 


Jo 


d.  h. 


a?« 


F       a' 


Die  ganze  nach  zwei  Richtungen  ins  Unendliche  sich  erstreckende 

Fläche  ist 

F  =  a2  7c, 

also  gleich  der  Fläche  eines  Kreises  vom  Radius  a. 

II.  Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben, 
so  muss  die  Berechnung  der  von  der  Curve  eingeschlossenen  Fläche 
entsprechend  der  Eigenthümlichkeit  der  Polarcoordinaten  auf  eine 
andere  einfache  Aufgabe  wie  bei  Anwendung  von  rechtwinkligen 
Coordinaten  zurückgeführt  werden. 

Diese  Aufgabe  ist  folgende: 

P,  P2  (Fig.  81)  sei  ein  Bogen  einer  durch  die  Gleichung 

gegebenen  Curve,  und  es  soll  die  Fläche  des  Sectors  OP,  P2  berechnet 
werden. 

Zerlegt  man  den  Winkel  Pj  OP2  =  ?2  —  ?i  ^^  unbeschränkt 
viele  Winkel  von  der  Größe  dcp,  so  entpricht  jedem  solchen  Winkel 


446  Zweiter  Theil.    II.  Abtheilang.     4.  Abachnitt. 

ein  Sector  von  der  Form  POP'.   Die  Summe  aller   innerhalb  PiOP, 
gelegenen  solchen  Sectoren  ist  der  gesuchten  Fläche  P1OP2  gleich. 

Fig.  81. 


Man  kann  nun  mit  unbeschränkter  Annäherung  statt  des  Sectors 
POP',  welcher  dem  unendlich  kleinen  Winkel  d?p  entspricht,  den 
Kreissector  POQ  setzen,  dessen  Fläche 


r        1 
dF  =  rdcp.  -=:-r^d? 


ist.    Man   nennt  sie   das   Flächendifferential   bei  Anwendung  der 
Polarcoordinaten. 

Die  gesuchte  Fläche  ergibt  sich  als  Summe  aller  dieser  Flächen- 
diflferentiale,  welche  in  dem  von  zu  den  Amplituden  ^ ,  und  c.,  S^ 
hörenden  Radienvectoren  gebildeten  Winkel  liegen 


1  r' 

F  =  - \  r 


Beispiele: 
i.  Cardioide. 

Es  soll  die  Fläche  berechnet  werden,  welche  von  der  Axe  df^« 
Polarcoordinatensystems  x  (Fig.  82)  und  der  durch  ihre  GleichoDg  in 
Polarcoordinaten 

r  =  2a  cos2  ~ 
gegebenen  Cardioide  begrenzt  wird. 
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Die  gesuchte  Fläche 
ist  hier 

•IC 


Fig.  82. 


?  =  2a!'  \ 


cos 


il. 


df. 


Sabstitniert  man 
-^  =  z       dcp  =  2  dz, 

so  gehen  die  Grenzen  in  0 
und  1  ttber  und  man  hat 


1t 


F  =  4 a^  V   cos* zdz  =  4a*~.  —  .- 
Jo  2     2     4 


3 

4 


(siehe  bestimmte  Integrale,  Formel  114  und  113), 
also 


2 


xl 


F  =  "7  ^  * 

4 


Die  ganze  von  der  Cardioide  eingeschlossene  Fläche  ist  demnach 


2F  =  Jza«, 

3  .  . 

d.  h.  -^  der  Fläche  jenes  Kreises,  dessen  Fußpunktscurve  sie  ist. 

2.  Lemntscate. 

Es  soll  die  von  einer  durch  ihre  Gleichung 

i^  =  a^  cos  2  ^ 

gegebenen  Lemniscate  eingeschlossene  Fläche  berechnet  werden. 

Die  Fläche  des  SectorsOMP  (Fig.  83),  welcher  der  Amplitude  ?p 
entspricht,  ist: 

1  C"^  a2  r 

^^2  J  ^^^  =  "2  J  ^^»2?d9, 


als 


so 


„       a^  Psin  2  tfl?      a2   . 
^=2L— 2     J,=  4^^°2<p. 


*  M       * 


Nun   folgt   aber  aus   der  Gleichung   der  Curve  durch  Differen- 
tiation: 

r  r'  =  —  a^  sin  2  rp , 
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und  weil  r'  =  sn,  so  ist^  abgesehen  vom  Vorzeichen 


F  =  ^*/''  =  ~areaOPN. 


Fljf.  88. 


Die  Fläche  eines  Quadranten  der  Lemniscate  ergibt  sich,  wenn 
*-  gesetzt  wird, 


a 


2 


4  F„  =  — 

Demnach  ist  die  ganze  von  der  Curve  eingeschlossene  Fläche 

4F,  =  a2, 
also  gleich  dem  über  dem  Hauptradius  a  errichteten  Quadrate. 

§  64.  Näherangsweise  Berechnung  der  Flächen  und  näherongs- 
weise  Berechnung  des  Wertes  eines  bestimmten  Integrals. 

Die  Gleichung 

y  =  ao  +  ai  X  4-  a2  x^ 
stellt  eine  Parabel  vor,  deren  Axe  parallel  ist  zur  y-Axe. 
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Die  Gleichung  enthält  drei  Coefficienten,  welche  derart  bestimmt 
werden  können,  dass  die  Curve  durch  drei  gegebene  Punkte  geht. 

Setzt  man  nämlich  die  Coordinaten  der  drei  gegebenen  Punkte 
snccessive  in  die  Gleichung  ein,  so  erhält  man  drei  lineare  Bedingungs- 
gleichungen, aus  welchen  die  Coefficienten  ag,  a,  und  a2  berechnet 
werden  können. 

Zunächst  sei  nun  vorausgesetzt,  dass  die  drei  Punkte  P^,  P^ 
und  P3  (Fig.  84),  durch  welche  die  Gurre  geht,  derart  liegen,  dass  P2 
in  die  y-Axe  fkUt,  während  die  anderen  von  dieser  Axe  um  h  abstehen. 


Fig.  84. 


^ 

J^ 

(y) 

1 

> 

V^ 

8 

y. 

>y. 

'yi 

h 

) 

h 

_p 

A 

^t 

9 

0 

A 

^3 

In  diesem  Falle  findet  man  die  Fläche  F  der  Figur  Aj  A3  P3  P, 
F  =  \  y  d  X  =  V  (ao  +  ai  X  -f  a^  x2)  d  X  = 

J— h  J_h 


also 


F  =  a,h  +  ^ 


0X  +  ' 

2 

a2xn+'' 
"^    3   J_h 

3 

-[ 

-aoh  +  *' 

2a„ 

t  + 

und  schließlich  : 


F  =  -g  (6ao  +  2a2h2). 


Da  Pi,  P2  und  P3  Punkte  der  Parabel  sind,  müssen  ihre  Co- 
ordinaten der  Gleichung  der  Parabel  genügen,  es  bestehen  also  die 
Beziehungen: 

BadlsavIJevlö  n.  Mikata,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  29 
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yi  =ao  — aih-|-a2h2, 

Ti  =  ao, 

Ja  =  ao  +  ai  h  +  02  h'^. 

Aus  diesen  findet  man  durch  Addition,  nach  Multiplicatioii  der 
zweiten  Gleichung  mit  4 

yi  +4y2  +  y3  =  6ao  +  2a2h2 
und  hat  demzufolge 

F  =  |(yi  +  4y,  +  y3). 

Diese  Formel  drückt  die  gesuchte  Fläche  durch  die  Größen  h. 
y,.  y2,  y3  aus.  enthält  daher  außer  den  Ordinaten  der  Punkte  Pi,?-  P; 
nur  den  halben  Abstand  der  Punkte  Aj,  A3,  gilt  also  auch  dann,  wenn  der 
Punkt  P2  nicht  in  die  y-Axe  fidlt,  sondern  eine  beliebige  Abscisse  hat. 

Sie  bietet  ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Fläche  einer  ganz  will- 
kürlichen Curve,  deren  Gleichung  entweder  unbekannt  ist  oder  auf 
nicht  integrable  Flächendifferentiale  führt. 

Das  hiezu  von  Simpson  angegebene  Verfahren  sei  an  folgender 
Aufgabe  dargestellt. 

Es  ist  die  Fläche  zu  bestimmen,  welche  von  einer  gezeichneten 
Curve  Po  P2  .  .  .  P211  (Gleichung  unbekannt)  (Fig.  85),  der  x-Axe  sowie 
den  Ordinaten  AqPq  und  A2nP2n  begrenzt  wird. 


(y) 


0 


Fig.  85. 


y. 


y* 


<   ><    ><    ><    ><    ><    >< 


Rn-^Bn-i^n 


^tt2-%  H^2Il 


>(     ><     > 


(X) 


Ao  Ai AgAjAAArjAe         A2nr2A2iMA2n 


Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  theilt  man  die  Strecke  Aq  Aan  iö  n 
gleiche  Theile  von  der  Breite  2  h  und  führt  in  den  Theilpunkteu 
P2  P4  Pß  .  • .  die  (ordinaten. 

Diese  Ordinaten  zerlegen  die  zu  bestimmende  Fläche  in  n  Parallel- 
streifen  von  der  Breite  2  h. 
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Führt  man  in  den  Farallelstreifen  die  Mittellinien,  so  bestimmen 
diese  je  einen  Punkt  der  Curve,  wie  Pj.  P3,  P5  .  . . 

Ersetzt  man  nun  in  jedem  Parallelstreifen  das  denselben  begrenzende 
Curvenstück  durch  den  Parabelbogen  einer  Parabel,  deren  Axe  parallel 
ist  zur  y-Axe  und  welche  durch  die  angeführten  drei  Punkte  des 
betreflFenden  Curvenstückes  geht,  so  kann  zur  Berechnung  der.  Flächen 
(lieser  modificierten  Parallelstreifen  die  gefunde^ne  Formel 

angewendet  werden. 

Je  kleiner  h  gewählt  wurde,  desto  mehr  schmiegt  sich  die  sub- 
stituierte Parabel  der  wirklichen  Curve  an,  desto  mehr  nähert  sich 
der  Flächeninhalt  des  modificierten  Parallelstreifens  dem  Flächeninhalte 
des  thatsächlich  gegebenen,  d.  h.  desto  genauer  gibt  die  Formel  den 
Inhalt  eines  derartigen  Parallelstreifens. 

Die  Anwendung  der  Formel  gibt  für  die  Flächen  der  einzelnen 
Parallelstreifen: 

Ao  A2P2P0      /i  =  3(70  +  4yi  +  y-iX 

Ao  A4P4P2        /,  =  g(y2  +  4y3  +  y4), 
A4  A,PcP4        f,  =  \iy,  +  4y,  +  yj. 


A2n  — 2  A2n  P2nP2ii~2  /n  =   Q(y2n  — 2  "t"  4y2n  — 1  "h  72°)' 

Die  Summe  dieser  Parallelstreifen   liefert  den  Flächeninhalt  der 
gegebenen  Figur: 

F  =  |[(yo  +  4yi  +  y2)  +  (y2  +  ^y«  +  y4)  +  (y4  -f  4y5  +  y6)  +  .. 

.  .  .  +  (y2n  -  2  +  4  y2n  _  1  +  y2n)], 

d.  h. 

F=  3[(yo+y2n)  +  4fy,  +y3  -f- y, +. . .  ygn-i) + 

-f  2 (yo  +  y4  +  yc  +  •  •  •  +  y2n-2)]. 

Diese  unter  dem  Namen  Simpsons  Formel  bekannte  Gleichung 

ermöglicht  die  Berechnung  der  Fläche  einer  durch  die  Zeichnung  ge- 

29* 
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gebenen  Curve,  deren  Gleichung  nicht  bekannt  ist,  wobei  die  Ordinaten 
ihrer  Punkte  der  Figur  durch  Messung  entnommen  werden. 

Sie  kann  aber  auch  in  Fällen  benützt  werden,  in  welchen  die 
Integration  des  Flächendiiferentials  ydx  große  Schwierigkeiten  be- 
reitet oder  ganz  unausführbar  wird. 

Der  zuletzt  angeführte  Fall  ihrer  Anwendung  gibt  auch  ein 
Mittel  zur  näherungsweisen  Berechnung  des  Wertes  eines  bestimmten 
Integrals. 

Ist  nämlich  das  unbestimmte  Integral  der  Differentialfunction  in 

5/(x)dx 

in  geschlossener  Form  nicht  darstellbar,  so  theilt  man  das  Integration^- 

intervall  X2n  —  Xo  in  2n  Theile  und  erhält  — ^^r ^  =  h.   bestimmt 

2n  ' 

sodann  die  Functionswerte: 

Jo  =/(Xo)     Ji  =/(Xo  +  h)     y2  =/(Xo  +  2  h)  .  .  .  yan  = 

=/(xo  +  2nh)=/(xa„), 

und  hat  dann,  weil  das  bestimmte  Integral  die  Fläche  darstellt, 
welche  von  der  Curve  y  =/(x),  der  Abscissenaxe  und  den  beiden 
Ordinaten  y«  =/(xo)  und  y2n  =/(x2n)  eingeschlossen  wird,  infolcre 
Simpsons  Formel: 

+  4[/(x,  +  h)  +/(xo  +  3h)  +/(x,  +  5h)  +  . . .]  + 

+  2  [/(x,  +  2  h)  +/{x,  +  4  h)  4- .  . .  4-/(Xo  +  2  [11-2]  h)]). 

Die  Anwendung  der  Simpson'schen  Formel  zur  Berechnung  emes 
bestimmten  Integrals  soll,  um  gleichzeitig  zu  zeigen,  dass  sie  schon 
bei  ziemlich  großem  h  sehr  genaue  Resultate  liefert,  an  dem  Intep'al 

5  x^  d  x, 


1 

dessen  wirklicher  Wert  3124  ist,  demonstriert  werden. 

5 1 

Nimmt  man  2  n  =  4,  so  ist  im  gegebenen  Falle  h  =    ~  a    '  ^  ^' 

also  ziemlich  groß,  und  man  findet: 
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fix,)  =/(l)  =  5.1 

/(xo  +  b)  =/(l  +  1)  =/(2)  =  5  .  16 
fix,  +  2h)  =/(l  +  2)  =/  (3)  =  5  .  81 

fix,  +  3  h)  =/(l  +  3)  =/(4)  =  5  .  256 

fix,  +  4  h)  =/(l  4-  4)  =/(5)  =  5  .  625 

demnach 

r5xMx=|[626+4(16+256}+162]  =  |l876  =  -|5  =  31^^^ 

Der  Fehler  beträgt  also  bei   dem    ganz   bedeutenden  h  0*085®/o. 
Für  das  Integral 

4 


-'^^  =  [lx]  =  14  =1-38629 


1^ 


erhält  man  durch  Anwendung  der  Simpson'schen  Formel  bei  der  An- 
nahme 

n  =  6,     also     h  =  -  -  ^ —  ^  x-, 

§  65.  Bectification  ebener  Cnrven. 

Unter  der  Rectification  einer  Curve  versteht  man  die  Bestimmung 
der  Länge  des  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  gelegenen  Curven- 
bogens. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  theilt  man  den  Bogen  in  eine  un- 
endlich große  Zahl  unendlich  kleiner  Bogentheile  (Bogendifferentiale) 
und  summiert  dieselben  durch  Integration  über  die  ganze  Länge  des 
Bogens. 

1.  Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Parallelcoor- 
dinaten  gegeben 

y  =/(x), 

SO  ist   ein   solcher   unendlich  kleiner  Bogentheil  (das  BogendiflFerential 
Fig.  86)  gegeben  durch 

d  s  =  f  d"x2'4rd"y^  =  dx  y  T'+~y  ^- 
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also 


2 


i+y^=i+(?y  = 


2  i 

2 
v3 


1. 
1» 


2  5 


mithin 


(i8  = 


V  8 


1       _^1^ 

dx  =  l*x    *dx. 


und  man  erhält  für  den  Bogen  MN 

s  =  arcMN  =  P\x    ®dx, 


d.  h. 


-r  +  i  -,1 


8 


=  1 


ir  x~^     T     -1 


2 

=  4l 


2         2 


5.  Die  Ellipse. 

Es  ist  der  Umfang  einer  durch  das  Gleichungssystem 

X  =  a  cos  t. 


Fig.  89. 


y  =  b  sin  t 

gegebenen    Ellipse    zu   be- 
stimmen. 

Der  Umfang  der  Ellip^ 
ist  gleich  der  vierfachen  Längt 
eines  Quadranten  M  N  (Fig.  89/ 
derselben. 

Durch  DifferentiatioE 
des  Gleichungssystems  erhält 
man: 

dx  =  —  a  sint  dt 

d  y  =  b  cos  t  d  t. 


also 


Demzufolge 

dl^  =  dx'  +  dy2  =  (a«  sin«  t  +  b«  cos«  t)  d t«, 


ds  =  dt  fa«  sin«  t  +  b«  cos«  t. 

Nach  Einführung  der  linearen  Excentricität  c,  welche  sich  aa? 
-=  a«  —  c«  ergibt,  erhält  man : 
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d  s  =  ^B?  B\v?  t  +  (a»  —  c2)  cos«  t  d  t  =  \b?  —  c^  cos«  t  d  t 

oder 


ds  =  ayl 2  cos^t  dt. 


a^ 

Das  Verhältnis  —  =  e  wird  numerische  Excentricitftt  genannt  und 

ist  stets  ein  echter  Brach. 

Durch  Einführung  von  e  erhält  man  schließlich: 


d  s  =  a  1^1  —  6«  cos^  t  d  t 
und  als  Länge  eines  Ellipsenquadranten: 


R 


s  =  arc  MN  =  \    yi  —  e«  cos«  t  dt. 

Das  hier  auftretende  Integral  kann  für  keinen  Wert  der  oberen 
Grenze  in  geschlossener  Form  dargestellt  werden.  Es  ist  das  elliptische 
Integral  zweiter  Gattung;  sein  Wert  kann  durch  Reihenentwicklung 
annähernd  wie  folgt  bestimmt  werden: 

Weil  e«  cos«  t  ein  echter  Bruch  ist,  so  gibt  die  Entwicklung  von 

j. 

1 1  —  e«  cos«  t  =  (1  —  e«  cos«  t)«    nach    der    Reihe    von   Newton   eine 
convergente  Reihe,  und  zwar 

,1  —  e«  cos«t)«"  =  1  —  (^)e«cos«  t  +  (|)e^cosn  —  (^söcos^t  + 


oder,  da 


+(;) 


s^cos^t  —  ... 


(0=1' 

/i\        2\2       ^'^2jV_2/__    1_ 
V2/~        1.2        ~      1.2       —       2.4' 

/J^       2^~2/V     2/ 


1.3 


1.2.3  2.4.6 


/ }  \       2V 2/V      2K      2) 

V4/  1.2.3.4 


1.3.5 


2.4.6.8 
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-■  1  1  1.3 

(1  —  e2  cos^  t)*  =  1  —  ^  s^  cos^  t  —  -     j  s^  cos^  t  —  ^— ^ — ^  s*eos4 

s^cos^t  — ... 


2.4.6.8 

Multipliciert  man   nun   auf  beiden  Seiten  mit  dt  und  inte^ert 
zwischen  den  Grenzen  0  und  -^j,  so  erhält  man 

\  Kl  — e*cos2tdt  =  \  dt— ^sA  cos«tdt  — g-jsA  cos^dt- 
1.3 


e®  \  cos*  t  d  t  —  ^ — *-  - "    ö  ß*  \  cos^  t  d  t 
Jo  2  .4.  6  .  8     Jo 


2.4.6 
Von  den  rechts   auftretenden  Integralen  hat  das  erste  den  Wert 
"?  die  übrigen  haben  die  Form: 


TT 


2 


f  COS**  X  d  X, 

wobei  n   eine  gerade  Zahl  ist.  Der  Wert  eines  solchen  Integrals  wurde 
bereits  gefunden  und  ist: 

1.3.5...n  —  Iw 
~2T4T6T.  ."n"    2 

(siehe  bestimmte  Integrale,  Formel  113). 
Demnach  hat  man: 


l 


\fz n ^  j^        IC        l^lw  1      ,1.3ir 

/l-s^co8Hdt=2--2-s^2  2  -2:4^  2742 

1.3      ,1.3.5jc  1.3.5      „1.3.5.7k 


2.4.6      2.4.62        2.4.6.8     2.4.6.82 
oder 


J  Vr^-iw-,  d .  =  ^-  [1  -  Q  =)  -  i  G-J.=y- 

5V2.4.6'7       7A2. 4.6.8V       ' ' 'J  ' 
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d.  h.  für  die  Länge  des  Ellipsenquadranten 

s  =  arc  M N  =  a I  [l  -  Q-  s)  - 1  Q^ |s^)  -  j (gTl. "^O  " 

1/^1.3.5.7  ^Y_      "I 
7V2.4.6.8V  \ 

und  schließlich  fttr  den  Umfang  der  Ellipse: 

u=.a.[.-(i.)■-iG^^)■-i(^^■^ 

1/1.3.5.7  ,Y_      1 
7  V2. 4.6.8V       •••]• 

Ist  8  sehr  klein,  d.  h.  nähert  sich  die  Gestalt  der  Ellipse  jener 
eines  Kreises,  so  werden  die  höheren  Potenzen  von  e  im  Vergleiche 
zur  ersten  Potenz  sehr  klein,  und  man  kann,  ohne  einen  bedeutenden 
Fehler  zu  begehen,  die  Glieder  der  Reihe  vom  dritten  angefangen 
vernachlässigen. 

Dadurch  erhält  man  eine  zur  Berechnung  des  Umfanges  der 
Ellipse  gut  brauchbare  Näherungsformel: 

.         U  =  2a4l--;^]. 

Wird  8  =  0,  so  geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über.  Die  Glieder 
der  Reihe  verschwinden   bis   auf  das  erste   und   man   erhält   für   den 

Kreisumfang  richtig 

u  =  2  a  ff.  \ 

4.  Die  Cykloide, 

Es  ist  die  Länge  eines  Bogens  der  gemeinen  Cykloide  zu  be- 
stimmen. 

Aus  dem  Gleichungss^^stem  dieser  Curve 

X  =  a  t  —  a  sin  t, 

y  =  a  —  a  cos  t 
folgt  durch  Differentiation: 

d  X  =  (a  —  a  cos  t)  d  t  =  a  (1  —  cos  t)  d  t, 

d  y  =  a  sin  t  d  t, 
mithin 


ds2  =  dx2  +  dy2  =  a2(l  —  cost)^  dt^  +  a^  sin^  t  dt^, 


=  a2(l  —  2  cos  t  +  cos»  t  +  sin2  ^^^^2^ 


=  2a2(l  —  cost)dt2  =  4a2sin2^dt2. 
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also 


d  s  =  2  a  sin  ^  d  t. 


Demzufolge  ist 


n 


arcPS 


5  =  2a\   sin-^dt  =  2al  — 


2  cos 


-T 

2|' 


arc  PS  =  4a  cos ^  =  2 QS. 


Um  speciell  den  halben  Cykloidenbogen  arc  OS  (Fig.  90)  zu  be- 
stimmen, hat  man  nur  t  =  0  zu  setzen  und  erhält 

arc  OS  =  4a. 


FljT.  90. 


(y) 


Der  ganze  Bogen  der  gemeinen  Cykloide  ist  somit  8  a, 

ö.  Die  Parabel, 

*"*«•  »1-  Es  ist  die  Länge  de> 

p  zwischen  dem  Scheitel  und 

einem  beliebigen  Punkt  F 
(Fig.  9 1)  der  Parabel  gelege- 
nen Bogens  zu  bestimmen 
Aus  der  Gleichunc 
der  Parabel 


(X) 


y2  =  2px 


folgt  durch  Differentiation: 


yy'=P,    also    y* 


_  P 
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Mithin  ist 


ds 


=F 


l+y.'i>=- 


Nimmt  man  y  als   die  unabhängige  Variable   an,   so   muss   der 
Ausdruck  für  das  Bogendiflferential  entsprechend  transformiert  werden. 
Es  besteht  oflFenbar  die  Gleichung 


d8=fi+f-:,^:dy, 


und  weil 


—  ==  — =  ^ 
dy     y^      p 


auch 


ds  =  f  1  +  P^  ^-  dy  =  A  fpi.  +  y«  dy. 


Der  zwischen  dem  Scheitel  und  dem  Punkte  mit  der  Ordinate  y 
gelegene  Parabelbogen  ist  somit  gegeben  durch: 


s 


also  zufolsre  Formel  83  a 


=  -irKp^+"y='dy, 

PJo 


s 


=  l  [l  Kp^+y  + 1'  1  (y  +  yV +7')\ 


6.  Die  Tractorie.  (Fig.  92.) 

Aus   der  bekannten   Eigenschaft   dieser   Curve,   dass    das   Tan- 
gentenstück constant  ist, 


_  y 


Fig.  92. 


I     ^"1 


t  =  ^,Kl-t-y-  =  a, 

folgt,  weil 

y  _y  dx 
y^         dy 

und 


dxl'l  +  y"^  =  ds, 


oder 


y  ds 

dy 


a 


d  s  =  —  d  y. 

y   ^ 
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Demnach  ist 
are 


PS  =  a£^  =  .[ly]  =  .l. 


a 

7 


Speciell  für  a  =  1  erhält  man 


arcPS  =  l-   =  — ly. 

n.  Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben,  s^^ 
ist  das  Bogendiiferential 


Fig.  93. 


ds=Kdi^  +  r2dc2  = 

=  d9^'rH^^^ 

mithin  der  Bogen  zwischen 
den  Punkten   Pj    und   P 
(Flg.     93),     welchen     die 
Amplituden  <f ,  und  rp.,  ent- 
sprechen : 

f?i 

VP2=\d?lr2  +  r^ 


arcP, 


Beispiele: 

1,  Die  logarühmtsche  Spirale, 

Aus  der  Gleichung  dieser  Curve 


folgt : 
demnach 

oder 


r  =  m  e»9 
r'  =  m  ae»^  =  ar, 

ds  =  d9fr2lj_r>2:==:ryi +ä2d? 


ds  =  me»?d?p  fl  -f-  a^- 

Man  findet  also  die  Länge  des  zwischen  den  Punkten  P^  und  P 
gelegenen  Bogens  (Fig.  94) 


also 


r9 

arc Po  P  =  m  f  1  +  a^  \  e»? d^p, 


m 


arcPoP  =  —  ri  +  a2[ea?  —  e*9u], 
a 


Qaadratar  und  Kectification  ebener  Curven. 
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d.  h. 


arc  PoP  =  — -^/l  +  a^  =  ~     ^"  =  Q,P. 

COS  H 


a 


Um  die  ganze  Länge  des  Bogens 
zu  erhalten,  welcher  zwischen  dem 
Ursprung  0,  den  die  Curve  in  un- 
endlich vielen  Windungen  umkreist, 
und  dem  Punkte  F  läuft,  hat  man 
nur  ro  =  0  zu  setzen   und  findet: 

r  ,A  - 


s  =  arcOP=      Kl  +a'- 

a 

Der  zwischen  dem  Ursprung 
und  dem  Punkte  P  gelegene 
Curvenbogen  der  logarithmischen 
^>pirale  ist  gleich  der  Polartangente 
in  diesem  Punkte 


s  =  arcOP  =  TP, 


Denn  es  ist 


OT  =  st=-  , 

a 


PT  =  KOT^  +  ÖP2  =1-'  +  r2  =  -  |/i 

'  '  a^  a 


a^. 


2.  Die  Cardiaide, 

Aus  der  Gleichung  der  Curve 

r  =  a  (1  -|-  <^08  T) 


erhält  man: 


r  =  —  a  sin  cp, 


also 


r2  -f  r^2  =  a2  (1  +  2co8cp  +  cos^cp  +  sin^cp)  =  2a2  (1  +  coscp) 


oder 


1.2  _|_  ,,^2  — -  4  a^  cos'-^-l^. 
Demnach  ist  das  Bogendifferential 


CP 


d  s  =  2  a  cos  -^d^ 
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und  der  zwischen  den  Punkten  S  und  P  (Fig.  95)  gelegene  Bogen 


are 


PS  =  2a\   cos  Jdcp  =  2a[2sin|J   , 


Flir.  »5. 


also 


arcSP  =  4asin|  =2SQ. 


Will  man  den  halben  Umfang  der  Cardioide  bestimmen,  so  bat 
man  nur  9  =  ir  zu  setzen  und  erhält: 

arcSPü  =  4a. 

Der  ganze  Umfang  dieser  Curve  ist  demnach  8  a. 

§  66.  Rectification  unebener  Cnrven. 

Die  Curve  ist  gegeben  entweder  durch  die  ParametergleichuBgen 

x  =  cp(t),      y  =  t|»(t),      z='x(t) 
oder  als  Schnittlinie  zweier  Flächen  durch  da§  Gleichungssysteni 

F,  (x,y,z)  =  0;       F^  (x,  y,  z)  =  0. 

Der  Punkt  P  (Fig.  96)  habe  die  Coordinaten  x,  y,  z,  sein  Nach- 
barpunkt die  Coordinaten  x-j-dx,  y  +  dy,  z-j-dz;  das  Bogen- 
di£ferential  ist  also  als  Entfernung  dieser  beiden  Punkte: 


ds  =  fdx2  +  dy2  +  dz2. 
Führt  man  wieder  die  Bezeichnungen  ein 
dx  ,  , . .       dy  ,        ,,..      dz  ,  ,.. 


Quadratur  und  Rectification  unebener  Curven. 
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so  ist 
also 


dx  =  x'dt,       dy  =  y'dt,       dz  =  z'dt5 


ds  =  l/x'2  +  y^2^z'«.dt. 
Flg.  96. 


Daraus  folgt  durch  Integration  die  Länge  des  Bogens: 


=rds=rv 


also 


x^  +  y'^  +  z^-dt. 


Beispiel: 

Die  Schraubenlinie  sei  gegeben  durch  ihre  Gleichungen: 
X  =  a  cos  t,       y  =  a  sin  t,       z  =  a  t  cotg  5. 

Durch  Differentiation  erhält  man: 

x'  =  —  a  sin  t,      y '  =  a  cos  t,       z'  =  a  cotg  8, 

a     , 
=  -.   T^dt 


d  s  =  ^d?  (1  4"  cotg^  5) .  d  t  =  a  cosec  8  .  d  t 

Durch  Integration  findet  man: 

f^    a       j  ^  a     ,  . 

s  =  \     -      .  d  t  =  - .    5  (t2  —  t,). 
Jt,  smo  sin  S    ^        '^ 

Für  eine  volle  Windung  ist 

2a?c 


sin  8 


s 


dt  = 


sin  8* 


Bndisavljeviön.  Mlknt»,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd. 
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5.  Abschnitt. 


Cubatur  krummer  Flächen. 

Unter  der  Cubatur  einer  krummen  Fläche  versteht  man  die 
Bestimmung  des  Volumens  eines  Körpers,  welcher  ganz  oder  theilweise 
von  dieser  P^läche  begrenzt  wird. 

In  vielen  Fällen  ist  diese  Aufgabe  durch  eine  einzige  Integration 
lösbar  und  diese  Fälle  sollen  zunächst  behandelt  werden. 

§  67.  Cubatur  krummer  Flächen  durch  einmalige  Inte- 
gration. 

Ist  ein  Körper  derart  beschaffen,  dass  die  Flächeninhalte  aller 
durch  parallele  Ebenen  hervorgerufenen  Querschnitte  als  Functioner. 
des  senkrechten  Abstandes  x  dieser  Querschnittebenen  von  einer  festen 
Ebene  ausgedrückt  werden  können,  so  kann  das  Volumen  diese- 
Körpers  stets  durch  ein  einfaches  Integral  dargestellt  werden. 

Hiebei  ist  es  nicht  nothwendig,  dass  der  Körper  nur  von  einer 
Fläche  begrenzt  wird,  es  braucht  nicht  einmal  die  Begrenzungsflncbe 
analytisch  durch  eine  Gleichung  gegeben  sein,  es  genügt,  wenn  hin- 
reichend Anhaltspunkte  vorhanden  sind,  auf  Grund  welcher  die  Quer- 
Schnittsfläche  jedes    zu  einer  beliebigen   aber   festen  Ebene    paralleler. 

Querschnittes  als  Functi«»n 


N 


Fig.  97. 


0 


M 


dx 


P3 


seines  Abstandes  von  der- 
selben ausgedrückt  werden 
kann. 

Ist  nämlich  die 
Fläche  eines  beliebisren. 
zur  Ebene  MN  (Fig.  97 
(diese  soll  zur  yz-El)en»' 
gewählt  werden)  parallelen 
Querschnittes  P  Q  al> 
Function  seines  Abstancle> 
X  von  dieser  Ebene  au>- 
drückbar,  so  wird  sie  all- 
gemein  durch 

Fx  =  f  (X) 
dargestellt. 


Cubatur  kriiininer  Flächen. 
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Zerlegt  man  den  Körper  durch  in  den  Abständen  dx  geführte, 
zur  Ebene  MN  parallele  Ebenen  in  eine  unbeschränkt  große  Zahl 
unendlich  dünner  Lamellen,  so  kann  eine  derartige  Lamelle  (PQQ'P') 
als  ein  Cylinder  von  der  Basis  Fx  und  der  Höhe  dx  angesehen 
werden. 

Das  Volumen  einer  Lamelle  ist  sonach  mit  unbeschränkter 
Genauigkeit  gegeben  durch 

dV  =  Fxdx  =  cp(x)dx 

und  wird  das  Elementarvolumen  oder  Volumelenient  genannt. 

Die  Summe  aller  Lamellen  gibt  das  Volumen  des  Körpers,  mithin 
ist  das  Volumen  des  zwischen  den  in  Abständen  X|  und  Xj  von  der 
Ebene  MN  geführten  Querschnitten  Pi  Qi  und  P2Q2  befindlichen 
Körpertheiles: 

V=  p7(x)dx. 

i.  Cubatur  von  Botadonsßächen, 

Eine  Rotationsfläche  entsteht  durch  die  Rotation  eines  Curven- 
bogens  um  eine  Gerade  als  Rotationsaxe. 

Das  um  die  x-Axe  rotierende  Curvenstück  Pj  Pj  (Fig.  98)  er- 
zeugt eine  Rotations- 
fläche, die  Ordinaten 
A^  Pj  und  A2  P2  er- 
zeugen Kreisflächen.  Es 
soll  das  Volumen  des 
von  diesen  drei  Flächen 
begrenzten  Körpers  be- 
rechnet werden. 

Eine  beliebige  Or- 
dinate AP  erzeugt  bei 
der  Rotation  einen  Quer- 
schnitt des  Rotations- 
körpers. Die  Fläche  dieses  Querschnittes  ist  als  Kreisfläche  eines 
Kreises  vom  Radius  y  gegeben  durch 

Fx  =  y'^  Tc. 
Ist  die  Gleichung  der  Curve  P1P2 

y  =/(x), 


Flg 

.  98. 

(y) 

«      P' 

j 

2 

P^ 

■ — ■ 

p,^ 

V 

_0 

dx 

(X) 

/ 

^1 

J 

V     / 

i 

> 

^, 

äo  hat  man 


Fx  =  ir[/(x)P^ 


30* 
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also  als  Volnmelement 

dV  =  Fxdx  =  z[y(x)]2dx. 
Mithin  das  gesuchte  Volumen 


Beispiele: 

1.  Das  Rotationsparaboloid. 


Man  erhält: 


Die  rotierende  Cum 
sei  eine  Parabel  tFig.  99 
mit  der  Gleichung 

y2  =  2px. 

Es  soll  das  Volnmen 
des  vom  Scheitel  Ur- 
sprung) bis  zu  dem  von 
der  Ordinate  AqPo  ^'^ 
stimmten  QuerschnitteiAH 
scisse  Xq  )  reichenden  K«ir- 
pers  berechnet  werden 


r»»o  r^o  X  2       1 

7c\  y2dx  =  z\   2px  dx  =  IC .  2p -;^- =  ^  Xo  2pxo. 
Jo  Jo  z  ^ 


V  = 


1 


2 


2■xo^y«^ 


« y^2  ist  die  Fläche  des  kreisförmigen  Endquerschnittes  daher  ist  ^ 
das  halbe  Volumen  des  auf  diesem  Querschnitte  stehenden  senkrechte 
Kreiscylinders  von  der  Höhe  Xy. 

2.  Das  Rotationsellipsoid. 

Die  rotierende  Curve  ist  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

x2       v2 

,.  +  ^.-1  =  0. 

Es  ist  das  Volumen  des  durch  ihre  Rotation  um  die  x-Axe  ent- 
stehenden EUipsoides  zu  berechnen. 

Aus  der  Gleichung  der  Curve  folgt: 

b^ 


Cubatur  krummer  Flächen. 


f  ^^(ai  -  x')dx  =  2z\  -^,'  (»'  —  x")  <1 


Mithin  ist 


Sind  die  [lalbaxen  einander  gleich  (a  :=  b),  so  gebt  das  Ellipsoid 
in  eine  Kugel  Über  und  das  Volumen  in 

V.=  j.a'. 

3.  Es  istdas  Volamen  desKörpers  zu  berecbnea,  welcher 
durch  die  Rotation  einer  Cykloide  um  ihre  Basis  entsteht 
Ana  dem  Gleich  ungssystem  der  Cykloide 
X  ^  a  (t  —  sin  t), 
y  =  a  ( 1  —  COB  t) 


folgt: 


dx  ;=  a(l  —  cos t) dt 
yMx  =  a'^(l  —  cost)^a(i  —  co3t)dt  =  a^(l  —  cost)»dt, 


y*  d  X  ^  a'  I  2  sin^  ^  i  d 


Der  von  der  Ordinate  H  S  beatimrote  Querschnitt  (Fig.  100),  fllr 
welchen  t  ^  5c  ist,  halbiert  das  zu  bestimmende  Volumen. 


Das  halbe  Volumen  ist  demnach 


=  8  a'''  jr\  sin"  -■  d  t. 


r 
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also  das  ganze  Volumen: 

V  =  16a3it\'8m«odt. 
Jo        ^ 

f  T 

Setzt  man  0  =  2,  also  d  t  =  2  d  z,  so  sind  0  und  ^  die  neuen 
Integrationsgrenzen  und  man  erhält: 


=  32a3ic\  si 


sin^  z  d  z 

lo 

also  schließlieh  zufolge  Formel  (113 

Das  der  Cykloide  umschriebene  Kechteck  OMFG  hat  die  Seiten 
2  a  und  2  a  ir.  Dasselbe  erzeugt  bei  der  Rotation  einen  Cylinder  Tom 
Volumen 

Vi  =4a2Ä.2aic  =  8a37t2. 

Daraus  folgt: 

V  —  -V 

4.  DieTractorie  rotiert  um  die  x-Axe.  Es  ist  das  Volnm 
des  von  ihr  erzeugten,  entlang  der  x-Axe  beiderseits  ii»s 
Unendliche  verlaufenden  Rotationskörpers  zu  berechnen. 

Aus  dem  charakteristischen  Kennzeichen  der  Tractorie 


folgt: 


oder 


t  _.- 

y,p-+y>. 

y 

a 

(1  +  y'^) 

a2 

y 
r' 

-  a-^  -  y^ 

vdx        w-.-        ., 

-  -  -  =     a^  —  y-, 

d  V  "^  ' 

y  d  X  =  1' a-  —  y2  d  y, 
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und  wenn  man  beiderseits  mit  y  multipliciert 

y'dx  =  yl/a'^  — yMy. 
Demnach  ist  das  gcancbte  Volumen 

V=2ii  j''yl/a^^-~y'Jdy. 

Der  Factor  2  vor  dem  Integralzeichen  ranss  angesetzt  werden, 
wiil  sonst  nur  das  Volumen  des  halben  Kürpers  erhalten  würde 
(Fig.  101.) 


Zur  Durchfuhrung   der  Integration   substituiert   man    am  besten 
a^  —  y'  =  u^ 
—  ydy=udu; 
hiebei  gehen  die  Grenzen  in  a  und  0  über,  man  erhult  daher: 


Trotzdem  sich  also  dieser  Kürper  nach  zwei  Seiten  in.-  unend- 
liche erstreckt,  ist  sein  Volumen  dennoch  endlich,  und  zwav  halb  so 
groß  als  das  Volumen  einer  Kugel  vom  Radius  a. 

5.  Durch  die  Rotation  des  gern iachtl inigen  VicreckLS 
PiPjQiQ,  (Fig.  102)  entsteht  ein  hohler  Rotationskörper.  F 
ist  das  Volumen  desselben  zu  berechnen. 


472 


Zweiter  Theil.     II.  Abtheilung.     5.  Abschnitt. 


1 


Fi«.  102. 


W 


Das  Voluraen  dieses  Kör- 
pers ist  gleich  der  Differenz  der 
Volumina  der  beiden  Körper. 
welche  durch  die  Rotation 
der  Figuren  A,  QiQoA^  und 
A|PiP2A.2  entstehen. 

Sind  die  Cun'en  Q.Q. 
und  Pi  P.j  durch  die  Gleichungen 

yp  =  P  (X) 

gegeben,  so  hat  man  die  Ych- 


mina  der  zuletzt  angeführten  Rotationskörper: 

Vq  =  «l    yq^dx, 

Vp  =  icl  yp^dx. 
Mithin  ist  das  gesuchte  Volumen: 


d.  h. 


V  =  w  f  yq2  d  X  —  IC  f  yp2  d  X, 

V  =  «jW-yp^)dx. 


Diese  Aufgabe   soll   in   folgenden   zwei  Beispielen   an  speciellen 
Fällen  vorgeführt  werden. 


6.  Der  Kreiswulst. 

Fig.  108. 

(7) 


A  A 


Ein  Kreis  vom  Radius  r 
(Fig.  103),  dessen  Mittelpunkt 
im  Abstände  b  >  r  vom  Ur- 
sprung auf  der  y-Axe  liegt, 
rotiert  um  die  x-Axe.  Es  ist 
das  Volumen  des  dadurch  ent- 
stehenden Kreiswulstes  zu  be- 
rechnen. 

Man  findet  mit  Rücksicht 
auf  die  frühere  Aufgabe 


V  =  irfTyV'-yp-^)dx. 

—  r 


Cubatur  krummer  Flächen. 
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Da  aber 


yq+_yp  _  1, 

2        ~ 


(weil  M  Mitte  vonPQ), 


also 

so  ist,  wenn  man 

setzt: 

Demnach 


yq  +  Vp  =  2  b, 

yq  —  yp  =  u 

yq*^  —  yp^  =  (yq  +  y?)  (yq  —  yp)  =  2  b  u. 


.4-r 


.+  r 


V  =  icf  2budx  =  2Äbf  udx. 

—  r  — r 

Nun  stellt  aber  u  d  x  das  Flächenelement  des  rotierenden  Kreises 
vor,  es  ist  somit 

judx 


—  r 


der  Flächeninhalt  dieses  Kreises  also  gleich  r^ir. 

Demzufolge  hat  man  schließlich  als  Volumen  des  Kreiswulstes 

V  =  2icb.r2  7r. 

2  IC  b  ist  der  Umfang  eines  Kreises  vom  Radius  b.  also  der  Weg, 
den  der  Mittelpunkt  des  rotierenden  Kreises  beschreibt.  Das  Volumen 
des  Kreiswulstes  ist  somit  gleich  jenem  eines  Kreiscylinders,  dessen 
Basis  der  rotierende  Kreis  und  dessen  Höhe  der  von  seinem  Mittel- 
punkt zurückgelegte  Weg  ist. 

7.  Die  durchlochte  Kugel. 

Ein    Kreisabschnitt  Pj  P2  S  Pi    (Fig.  104)    vom  Radius  r,    dessen 

Fig.  104. 


Mittelpunkt  im  Ursprung  liegt  und  dessen  Sehne  P,  Pj  =  2  a  parallel 
ist  zur  x-Axe,  rotiert  um  die  x-Axe. 
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Hiedurch    entsteht   ein   ringförmiger  Körper,   der  auch  als  eine 
cylindrisch  durchlochte  Kugel  angesehen  werden  kann. 
Das  Volumen  dieses  Körpers  ist  zu  bestimmen. 
Man  findet: 


.+  a 


V  =  iuj(y,2_yp2)dx 

—  » 


und  weil 


yq2  =  r2  —  x2, 

yp2  =  T^  —  a2, 


yq2  —  yp2  =  a2  —  ir2 


x^ 


Fir.  106. 


V 


= "iif  - 


x^)  dx  =  :c  I  a^x 


['--'JT; 


also  schließlich 


V  = 


a^w. 


Das  Volumen  ist  also  vom  Radius  r 
des  Kreisabschnittes  unabhängig  und  gleich 
dem  Volumen  einer  Kugel  vom  Radius  a. 
so  dass  beispielsweise  alle  in  der  neben- 
stehenden Figur  105  gezeichneten  Kre^- 
N  abschnitte  bei  der  Rotation  um  MN  Körper 
von  gleichem  Volumen  erzeugen. 

8.  Das  gemischtlinige  Viereck  A^P,  P2A2  (Fig  106)  rotiert 
um  die  y-Axe  und  erzeugt  dadurch  einen  Hohlcylinder.  dr 


(yj 


0 


Ai  A       A  A2 

auf  einer  Seite   durch    einen  Kreisring    und  auf  der  andere/] 
durch  eine  ringförmige  Rotationsfläche  begrenzt  wird. 
Das  Volumen  dieses  Körpers  soll  berechnet  werden. 
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Zu  diesem  Zwecke  zerlegt  man  den  Körper  in  hohle  concen- 
trische  Cylinder  von  der  Wandstärke  dx  und  dem  inneren  Halb- 
messer X. 

Ein  solcher  Elementarcylinder  hat  zur  Basis  einen  Kreisring, 
dessen  innerer  Radius  x  und  dessen  äußerer  Radius  x  -|-  d  x  ist.  Die 
Fläche  dieses  Kreisringes  ist 


ff  (x  -|-  d  x)2  —  -jp  X*  =  2  ff  X  d  X  -|-  Ä  d  x2, 
also  mit  unbeschränkter  Genauigkeit 

2  ff  X  d  X. 

Da  nun  die  Höhe  eines  solchen  Elementarcylinders  y  ist,  so  ist 
sein  Volumen: 

dV  =  2ffxydx. 

Demnach  ergibt  sich  das  Volumen  des  Rotationskörpers: 

V  =  2ffjxy  dx 
doer,  wenn  y  =f{x)  die  Gleichung  der  Curve  vorstellt, 

V  =  2ffj\/(x)dx. 

9.  Anschließend  an  das  vorige  Beispiel,  soll  das  Volumen  des 
Körpers  berechnet  werden,  welcher  durch  die  Rotation  des 
Stückes  P1P2  (Fig-  107)  der  Wahrscheinlichkeitslinie  um  die 
y-Axe  entsteht. 

Pig.  107. 


0 


(X) 


A,     X 


A, 


Die  Gleichung  der  Wahrscheinlichkeitslinie  ist 


_T» 


y=e-»-. 
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Man  erhält  also  das  Volumen 

V  =  2  ff  f  X  e~*'  d  X  =  —  i: [e-*  ]  =  IC  (yi  —  y^). 

Brückt   speciell   Pj    in   den  Scheitel   S   und   P2   ins  Unendliche. 
80  wird 

yi  =  l,       72  =  0, 

und    man   erhält   als  Volumen   des   sich    allseits   ins  Unendliche  er- 
streckenden Körpers 

Vi=ir. 

Anmerkung:  Die  Fläche,    welche  zwischen    der  WahrscheinlichkeitaliDie  and 
der  x-Axe  liegt,  ist 

(Siehe  bestimmte  Integrale,  Formel  116.) 

2,  Cubatur  der  Flächen  zioeiter  Ordnung. 

1.  Das  Ellipsoid. 

Ein  Ellipsoid  sei  durch  seine  Gleichung: 


^.-  + 


p2 


a 


^^  4- 1  =  0 

b2  ^  c2 


gegeben.  Es  soll  sein  Volumen  berechnet  werden. 

Legt   man   im   Abstände  z  (Fig.    108)   von   der   xy-Ebene  eine 
Ebene  parallel  zur   letzteren,   so    schneidet   diese   das   Ellipsoid  nach 


Flg.  108. 


einer    Ellipse,    deren    Halbaxen    mit    ai 
mögen,  (ai  =  LP;  b,  =  LQ.) 


und    bi    bezeichnet   werden 
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Der  Punkt  P  des  Ellipsoides  hat  die  Coordinaten  a^,  0,  z.  welche 
der  Gleichung  der  Fläche  genügen  müssen: 

a,2   .     z2 


+  -  -_1  =  0, 
a^    '     c^  ' 


woraus 


=  .r: 


a,  =  a  l^  1 ^, 

c^ 


folgt.  Ebenso  müssen  die  Coordinaten  des  Punktes  Q  des  Ellipsoides 
0,  bi,  z  der  Gleichung  der  Fläche  gentigen: 

woraus 


=bfi- 


Z' 


erhalten  wird. 

Die  Fläche   der  Schnittellipse  F^  ist  also   als  Function  des  Ab- 
standes  z  ihrer  Ebene  von  der  xy-Ebene  darstellbar.  Denn  es  ist 

Fj  =  IC  ai  bi  =  IC  ab  I  1 ^  I  • 

Das  Volnmdifferential  ist  demnach: 

dV  =  F,dz  =  icab[l  — ^]dz. 

Mithin  das  Volumen  des  Ellipsoides: 

V  =  2\«ab(l—  ^.^)dz  =  2icab\   (l—  ^i-)dzj 

al-'o 

[7?  1°       4 
z  —  - -^  I  =  .,  icabc. 
o  c'Jo      »i 

Setzt  man  a  =  b  =  c  =  r,  so  geht  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel 
vom  Radius  r  und  das  Volumen  in 


4 
Vk  =  —  r3 
•^       3 


über. 
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2.  Das  eintheilige  Hyperboloid. 

Es  soll  das  Volumen  jenes  Theiles   eines   durch   die  GleichuDL' 


X 

a 


2      I      ][j2  n2 


Z' 


1  =  0 


gegebenen  eintheiligen  Hyperboloides  bestimmt  werden,  welcher  zwischen 
der  X  y-Ebene  und  einer  im  Abstände  c  (Fig.  109)  zu  dieser  parallelen 
Ebene  liegt. 

Flg.  109. 

(Z) 


Durch  analoge  Betrachtungen  wie  beim  Ellipsoid  iindet  man  au: 
der  Gleichung  der  Fläche: 


sl^^kV  1 


r1 


Mithin 


b,  =  bh+^. 

F«  =  ita,bt  =  irab(l-|-^-) 


und  daraus  das  gesuchte  Volumen 


V  =  7rabWl-|-  -j)  ^^=  Q  icabc. 

3.  Das  zweitheilige  Hyperboloid. 

Es  soll  das  Volumen  des  Theiles  eines  durch  die  Gleichung 


a 


2 


7' 


+.-!=• 
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o:e;]^ebei!ieii  zweitheiligen  Hyper- 
boloides bestimmt  werden,  wel- 
cher zwischen  dem  Scheitel  S 
fpig.  110)  und  einer  zur  xy-Ebene 
im  Abstände  2  c  parallelen  Ebene 

üeo^t. 

Hier  findet  man: 

^i  =  a  r  -^  —  1. 
c^ 

b,=bip:-i, 

also 

F,=  icai  bi  =  icab(-^  —  1  j. 
mithin 

d.  h. 


4.  Das  elliptische  Paraboloid. 

Es  soll  das  Volumen  jenes  Theiles  eines  durch  die  Gleichung 


X 


2  p  ^  2  q 


z 


=  0 


Fig.  111. 


gegebenen  elliptischen 
Paraboloides  bestimmt 
werden,  welcher  zwi- 
schen dem  Scheitel  0 
■  Fig.  111)  und  einer  im 
Abstände  Zq  zur  xy- 
Ebene  parallelen  Ebene 
liegt. 

Man  erhält  analog 
wie  bei  den  voran- 
gehenden Aufgaben 

a,  =  I' 2  p  z. 
hi  =  y2q  z. 
Demnach 


(XI 
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Da  nan 


F.  =  itj'4pqz2  =  2iczypq 
V  =  27cKpq\    zdz  =  2irl/pq-V. 

V=  2  Zo.2äZo  Kpq=  2*^0  •«aobo=  2' 


ZoF 


«i»i 


so  ist  das  gefundene  Volumen  gleicli  dem  halben  Volumen  eines  auf 
dem  Querschnitte  F,^  aufstehenden  Cylinders  von  der  Hohe  z^. 

3.  Cttbatur  von  Körpemj  deren  Oberflächen  Begelfläcken  sind. 

Eine  Regelfläche  entsteht,  wenn  eine  Gerade  entlang 
zweier  beliebigen  Curven  gleitet  und  ihre  Bewegung  nach 
einem  bestimmten  Gesetze  ausführt. 

Die  Cubatur  einer  Regelfläche  soll  für  drei  allgemeine  Fälle 
derselben  entwickelt  und  an  speciellen  Beispielen  gezeigt  werden. 

1.  Eine  Regelfläche  entsteht  durch  das  Gleiten  einer  zur  yz-Ebenf 
beständig  parallelen  Geraden  entlang  zweier  Curven,  von  welchen  &^ 
eine  P,  Pj  (Fig.  112)  in  der  xz-,  die  zweite  QtQ-i  in  der  xy-Ebene  lie?!. 

Fig.  112. 


Es   ist   das  Volumen   des  Körpers   zu   bestimmen,   welcher  Ton 
dieser  Regelfläche,  der  x  y-   und    der  z  x-Ebene,   dann    von   den  2wei 


Cubfttnr  kmmmer  FIfichen.  4gl 

ia  Abstanden  x,   und  x^  zur  yz-Ebene  parallelen  Ebenen  F,A,Q,  und 
PjAjQj  begrenzt  wird. 

Der  Flächeninhalt  F,  eines  beliebigen  zur  7  z- Ebene  parallelen 
Querschnittes  dieses  Körpers  kann  als  Fanction  seines  Abstandes  x 
von  dieser  Ebene  dargestellt  werden,  wenn  die  beiden  Cnrven  durch 
ihre  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  betreffenden  Coordinatenaxen 

z  =  Y(x)        (Curve  Pj  Pj), 

y=^{x)     ■     (Cur^-e  Q,  Qj) 
»fjreben  sind. 

Denn  ein  solcher  Querschnitt  P  A  Q  ist  ein  Dreieck  von  der 
Basis  AQ  ^j^<^(-x.)  und  der  Höhe  AP  =  z  =  <p  (x),  hat  mithin 
den  Flächeninhalt: 

F.  =  -yz=  2t(x)'Kx). 

Dadurch  ist  die  Aufgabe  bereits  gelöst. 
Das  Voluraelement  F,  d  x  ist 

dV=-2.p(x)^(x)dx, 
Qnd  das  gesachte  Volumen: 


v=  23y-^''''=jf 


(x)^{x)dx. 


Beispiel: 


Die  beiden  Leitcarven  mügen  Quadranten  von  Ellipsea  sein^ 
welche  eine  gemeinsame  Halbaxe  a  (Fig.  113)  haben,  also  in  einem 
Punkte  L  der  x-Äxe  zusammenstoßen. 

Die  sich  entlang  der  Curven  bewegende,  zur  yz-Ebeno  parallel« 
Gerade  beschreibt  die  Hälfte  eines  sogenannten  cvlindriscben 
Hufes  OLMN. 

Es  ist  sein  Volumen  zu  bestimmen,  wenn  die  Gleichungen  der 
Ellipsen 


r^lif.  i.  bnber.  Mithin 


r 
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Diese  Gleichungen  lauten  in  der  entwickelten  Fonn 


2  =  -l/a-^— x*^, 
a '  ' 


y^lYa?-^^. 


Flg.  113. 


Dass   die   Fläche   eine  Cylinderfläche   ist,   erkennt    man   einfäc 
aus  dem  Verhältnis  y :  z  =  b : c,  welches  anzeigt,  dass  jede  Elrzengend' 
parallel  ist  zur  Geraden  MN. 

In  diesem  speciellen  Fall  findet  man: 


^'=la^'^'-^'^' 


denmach: 


Das  Volumen  beträgt  also  ^  des  Volumens   eines  rechtwinkligt 

o 

Parallelepipeds  mit  den  Kanten  a,  b,  c. 

2.  Gleitet  eine  Gerade  entlang  einer  Geraden  und  eia^ 
geschlossenen  Curve,  wobei  sie  stets  zu  einer  fixen  Ebei 
parallel  bleibt,  so  beschreibt  sie  eine  Regelfläche,  welol 
Conoid  genannt  wird. 

Wenn  die  Leitcurve  in  der  xy-Ebene  liegt,  die  Leitgerade  e: 
zu  dieser  Ebene  parallele  Gerade  und  die  fixe  Richtebene  der  Erzengenii 
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ß  y  z-Ebene  ist,  so  gestaltet  sich  die  Cubatur  des  Conoides  besonders 
ifach.  Jeder  zur  j  z-Ebene  parallele  Querschnitt  dieses  Körpers  ist  ein 
reieck,  welches  den  Constanten  Abstand  h  (Fig.  114)  der  Leitgeraden 
•n  der  xy-Ebeneznr  Höhe  hat.  Die  Basis  dieses  Dreieckes  ist  die  im 


Flg.  114. 


Dstande  x  znr  y-Axe  parallele  Sehne  der  Leitcurve.  Das  Volumen 
ischen  zwei  solchen  unmittelbar  benachbarten  Parallelschnitten  MPN 
d  M^PiNi,  kann  mit  unbeschränkter  Genauigkeit  als  ein  drei- 
tiges  Prisma  von  der  Basis  MPN  und  der  Höhe  dx  angesehen 
irden. 

Dieses  Volumelement  ist  somit: 

dV=ih.MNdx, 

>bei  MN  aus  der  Gleichung  der  Leitcurve  als  Function  von  x  dar- 
stellt werden  kann. 

Das  gesuchte  Volumen  ist  also: 

1  r^  - 

nn  a  and  ß  die  Abscissen  der  in  der  Richtung  der  x-Axe  äußersten 
nkte  der  Leitcnrre  bedeuten. 
Nun  stellt  aber  das  Integral 

F=fMNdx 

31* 
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die  Fläche  der  Leitcurve  dar.  mithin  ist 

V  =  -  h  .  F. 
2 

Das  Volumen  eines  solchen  Conoides  ist  somit  gleich  dem 
halben  Volumen  eines  auf  der  Leitcurve  aufstehenden  Cvlinders  va 
der  halben  Höhe. 

Ist  die  Leitcurve  speciell  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  b. 
so  erhält  man  als  Volumen  des  Conoides: 


V  = 


nabh 


3.  Eine  zur  y-Axe  parallele  Gerade  gleitet  längs  der  in  derxz-Eben«^ 
liegenden  Curve  P,  R,  (Fig.  1 15).  Sie  erzeugt  hiebei  eine  Cylinderfläche. 


Pig.  115. 


Pa 

ne  zur  z-Axe   parallele  Gerade  gleitet   längs    der   in  der  xy-Ebc:*" 
enden  Curve  Q1Q2  und  erzeugt  auch  eine  Cylinderfläche. 

parallPie   Theile   PjRiRjPj    und   Q,R,R2Q2    dieser    CylindertläcJit^: 
Conoid  en  mit  den  parallelen  Rechteckflächen  A^QiR,  Pj  und  A^QsR^l' 
Weu.it   den  gemischtlinigen  Vierecken   A1P1P2A2  und  A,  Q,Q;A 
zu  dieser  Eboer,  dessen  Volumen  berechnet  werden  soll. 
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Sind  die  Gleichungen  der  Curven 

z  =  cp(x)...  P1P2, 
y  =  (I,(x)...Q,Q,,  ^ 
o   ist   die   Fläche   eines   beliebigen  Querschnittes  AQRP   als   Recht- 

jckfläche: 

F  =  ÄP  .  ÄQ  =  y  .  z  =  ?(x) .  i>(x). 
Demnach  das  Volumelement 

d  V  =  y  z  d  z  =  (p  (x)  ^  (x)  d  X 
ind  das  zu  berechnende  Volumen 

V  =  f  y  z  d  X  =  f  cp  (x)  (}*  (x)  d  X. 

Beispiel: 

Die  eine  Curve  sei  ein 
Quadrant   einer   Ellipse  NL  W 

Fig.  116),  die  andere  eine 
iurch  den  Ursprung  gehende 
xerade  OM. 

Dann  ist  das  Volumen 
[es  keilförmigen  Körpers 
LiMXO,  wenn  die  Ellipse 
Iurch 


Fig.  116. 


x2  ^2 

-  +        —  1 

2  -r  ^2 


a 


0, 


ilso 


md  die  Gerade  durch 


ilso 


2=il^a'2  — x'^ 
a 


X  _  y 


a 


a 


jegeben  ist: 


iemnach: 


V=^fxKa2-x2dx, 


V  =  -  a  b  c. 


Das  gesuchte  Volumen   beträgt   ein  Drittel   des  Volumens  eines 
'echtwinkligen  Parallelepipeds  von  den  Kanten  a,  b,  c. 


j 
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6.  Absclinitt. 

Complanation  krummer  Flächen. 

Darunter  versteht  man  die  Berechnung  des  Inhaltes  eines  durcö 
eine  geschlossene  Figur  begrenzten  Theiles  einer  krummen  Fläche. 

Ebenso  wie  bei  der  Cubatur  kann  diese  Aufgabe  in  vielen  Fällen 
durch  einmalige  Integration  gelöst  werden. 

Die  wichtigsten  dieser  Fälle  sollen  zunächst  im  folgenden  be- 
sprochen werden. 

§  68.  Complanation  krummer  Flächen  durch  einmalige 
Integration. 

1,  Complanation  der  Rotationsflächen. 

Das  Curvensttick  P^Pj  (Fig.  117)  rotiert  um  die  Gerade  Ox  und 
erzeugt  hiebei  eine  Rotationsfläche.  Es  soll  die  Oberfläche  dieser  Ro- 
tationsfläche berechnet  werden. 


Fig.  117. 


Ol 


ITl^ 


A     A 


A, 


Jedes  Element  der  Curve,  wie  beispielsweise  PP',  erzeugt  bei  der 
Rotation  eine  ringförmige  Fläche,  welche  als  Oberflächenelement  an- 
zusehen ist. 


\ 
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Die  Summe  aller  auf  der  Oberfläche  befindlichen  Oberflächen- 
Zemente  gibt  den  Inhalt  der  Oberfläche. 

Die  Größe  eines  Oberflächenelementes  (Flächendifierentials)  kann 
lurch  folgende  Betrachtung  gefunden  werden: 

Die  Verbindungslinie  der  Nachbarpunkte  P  und  P'  (Tangente 
ler  Curve  im  Punkte  P,  Fig.  118)  erzeugt,  wenn  sie  mit  der  Curve 
Pest  verbunden  gedacht  wird,  bei  der  Rotation  einen  Ereiskegel,  dessen 
Axe  die  Rotationsaxe  ist. 


Flg.  118. 


Das  angeführte  Flächendifferential  liegt  in  dieser  Eegelfläche 
und  kann  mit  derselben  in  eine  Ebene  ausgestreckt  werden,  wobei  es 
die  Form  PQQ'P'  annimmt. 

Der  Bogen  PQ  ist  der  Weg,  welchen  der  Punkt  P  bei  der  Ro- 
tation zurücklegt,  also  2'icj, 

arc  P  Q  =  2  IC  y. 

Die  Oberfläche  des  Elementes  PQQ'P'  ist  die  Differenz  der 
Flächen  der  Sectoren  CP'Q'  und  CPQ.  Bezeichnet  man  den  Radius  CQ 
mit  p,  den  Centriwinkel  mit  cp  und  berücksichtigt,  dass  QQ'  =  PP'  =  d  s, 
so  findet  man: 


area 


cp'Q'  =  ^-P  +  **  ^)  \-  ^p + -^ «)-  =  I  (p  +  d  s)^ 


area  CPQ 
Uemnach  ist 


_P-?-P 


—  f    r 

—  ö    P 


_    ? 


area  PQQ'P' =  dO  =  |-(2pds  +  ds2) 
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also 


oder,  weil  ds^  gegenüber  da  verschwindend  klein  ist, 

dO  =  «p  .  p  ds. 

Nun  ist  aber 

p  .  ?p  =  arc  PQ  =  2  7c y, 

dO  =  27cy  ds. 

Der   gesuchte  Flächeninhalt   der  Rotationsfläche   ergibt  sich  al> 
Summe  dieser  Oberflächenelemente: 

0  =  2ff  f  "y  ds, 

worin  y  und  ds  aus  der  Gleichung  der  rotierenden  Curve  als  Fudc- 
tionen  von  x  auszudrücken  sind. 

Beispiele: 

1.  DieAstrois  rotiere  um  diex-Axe.  Es  ist  die  Oberfläche  dt^r 
auf  diese  Weise  entstehenden  Rotationsfläche  zu  berechnen.  (Fig.  119 

Fig.  119. 


Es   wird    sich   hier  empfehlen,   ds   nicht   wie    üblich   durch  x- 
sondern  durch  y  auszudrücken,  indem  man  schreibt: 


ds  =  Kdx-^  +  dy2  =  dyf  1  +  (— y. 


Aus  der  Gleichung  der  Curve 


folgt: 


dx 


^22 

x3-f  y»  — 13  =  0 

2     _i  , 

—  V      8  ^ 

_  -?-_      —  _  (IlY 

2    '_!""       Vy/  '' 
3^    ' 
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also 


=(;)• 


demnach 


ds 


1 
IV» 


=^K4) 


and 


d.  h. 


pl  p'      1       ^  1  p*     2 

()  =  2ff\  yds  =  4Ä\  P  y»  dy  =  4itl8\  yä  dy, 


^r  V+1-.» 


0  =  4itl« 


13  Q 

=  4irl8      -  =  —  4irP 
2  1         ^'     5         5 


Die  Oberfläche  dieser  Rotationsfläche  beträgt  -     der  Oberfläche 

einer  Kugel  vom  Radius  1. 

2.  Oberfläche  des  Kreiswulstes. 

Die  Oberfläche  des  Kreiswulstes  setzt  sich  zusammen  aus  den 
beiden  Theilen,  welche  durch  die  Rotation  des  äußeren  und  inneren 
Halbkreises  entstehen.  (Fig.  120.) 

Flg.  130. 


Man  hat  demnach: 


-fr  4-r  4-r 

0  =  27:fyqd84-2i:f  ypds  =  27:f(yq  +  yp)ds, 

—  r  — r  — r 
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und  weil 

yq  +  yp  =  2  b, 

0  =  2r.bj2ds. 

Das  lotegral  \  2  d  s  stellt  aber  den  Umfang  des  rotierenden  Kreises 

vor,  hat  somit  den  Wert  2rTC,   so  dass   also   die  gesuchte  Oberfiäcke 

0  =  27rb.27rr 
erhalten  wird. 

Die  Oberfläche  des  Kreiswulstes  ist  gleich  der  Mantelfläche  ein© 
auf  dem  rotierenden  Kreise  aufstehenden  Cy linders,  dessen  Höhe  gleidi 
ist  dem  Wege,  welchen  der  Kreismittelpunkt  bei  einer  UmdreliuD; 
beschreibt. 

3.  Eine  Cykloide  rotiert  um  ihre  Basis  (x-Axe).  es  ist  die  Ober- 
fläche der  cykloidischen  Spindel  zu  berechnen. 

Aus  dem  Gleichungssystem  der  Cykloide 

X  =  a  t  —  a  sin  t, 

y  =  a  —  a  cos  t 
erhält  man: 

d  X  =  (a  —  a  cos  t)  d  t. 

d  y  =  a  sin  t  d  t, 
also 

•    9   ^    3T> 


ds2  =  dx2  +  dy«  =  2a^  (1  — cost)  dt«  =  4a2  sin^-dt-. 


Demnach 


d  s  =  2  a  sin  —  d  t. 


y  ds  =:  (1  —  cost)  2a^sin-  — dt  =  4a''^sin^--dt 


und 


g-  0  =  27r\   4a2sin3-|dt  =  8a2:ri  sin^  -^  dt 
Setzt  man  in   dem  Integral  =  z,  so  findet  man: 


"R 


0  =  16a«;:.2  C%in»z.d 

'■0 
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und  zufolge  Formel  (113  a  scbließlich: 

0  =  32a''«  J  =  ^|«a2. 

Durch    Rotation   des   Halbkreises  ANS  (Fig.  121)   entsteht   eine 
Kugel  vom  Radius  2  a  mit  der  Oberfläche 

0'  =  4(2a)2Ä  =  16a2Ä. 

Fig.  ISl. 


Woraus  zu  erkennen  ist,  dass 

4.  Oberfläche  der  Rotationsellipsoide. 
Rotiert  eine  Ellipse 

um  die  x-Axe,  so  beschreibt  sie  ein  oblonges  Rotationsellipsoid,  rotiert 
sie  hingegen  um  die  y-Axe,  so  entsteht  ein  abgeplattetes  Rotations- 
ellipsoid oder  Sphäroid. 

Es  soll  die  Oberfläche  beider  Rotationsellipsoide  berechnet  werden. 

In  der  parametrischen  Darstellungsweise  ist  das  Gleichungssystem 

der  rotierenden  Ellipse 

X  =  a  sin  t, 

y  =  b  cos  t. 
Mithin  ist 

ds  =  yi^~+  dy2  =  dtKa^cos^t  +  b^sin^'t 

und  nach  Einführung  der  numerischen  Excentricität  e.  wie  bei  der 
Rectification  der  Ellipse  gezeigt  wurde, 


d  s  =  a  1  1  —  s'^  sin'^  t  d  t. 
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Setzt  man  zunächst  die  Rotation  um  die  x-Äxe  voraus,  so  ist 


dO  =  27cyds  =  2itab  cos  t  j/ 1  —  s^  sin^  t  d  t 
oder,  weil  zufolge  des  Gleichungesystems  der  Ellipse 


smt 


-    ,     cos  t  d  t  =  — , 
a  '  a  ' 


dO  =  2itbyi— (^ydx. 


Demnach  die  Oberfläche  der  Zone,  welche  durch  die  Eotation  des 
Bogens  bP  (Fig.  122)  entsteht: 


°-=£^"'i^' -(-.?■"• 


Flg.  122. 


Setzt  man  in  dem  Integral 


sx  ,         ,  a  d  z     . 

—  =  z.     also     d  X  =      — 
a  '  s 


und    bestimmt   die  Integrationsgrenzen   der  Substitution   entsprecheiiii 


Tfür  X  = 


0  wird  z  =  0.  für  x  =  x  wird  z 


sx\ 

~  a/' 


so  erhält  man: 


ex 


d.  h. 


o,=2jL^jVr=--,-M., 


0,= 


2wab 


Z    ,r.— 


iri-z-^  + 


1 


£  X 


arc  sm  z 
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also  schließlich: 


o=^[t1''-(v)' +  -"""]■ 

Setzt  man  x  =  a,  so  erhält  man  die  halbe  Oberfläche  dieses 
EUipsoides.  Demnach  ist  die  ganze  Oberfläche  des  oblongen  Rotations- 
ellipsoides 

0.  =  2itab[lT-V+*^-^pi]. 

Rotiert  dieselbe  Ellipse  um  die  y-Axe,  so  ist 

dO  =  2^xds, 
also 


d  0  =  2  TT  a  sin  t  a  f  1  —  s^  sin^  t  d  t. 


=  2  lu a«  sin  t  y  1  —  s«  (l"—  cos«  t)  d  t. 

=  2  Ä  a2  sin  t  f  1 '—  s«  +  s^'cösH  d  t. 

Setzt   man  1  —  s«  =  [i«,    was   geschehen   kann,   da  1  —  s*  >  0, 
weil  e^  ein  echter  Bruch,  so  erhält  man: 

dO  =  2 :c a« sin t  l/|i2  -|-  e«  c^s«  t  dt 

oder,  wenn    man    berücksichtigt,   dass    zufolge   des  Gleichungssystema 
der  Ellipse 

y        •  d  y 

cos  t  =  ,- ,     sin  t  d  t  = ,  -  , 

b  b 


Das  negative  Vorzeichen  kommt  daher,  weil  die  Oberfläche  der 
Zone  mit  wachsendem  j  abnimmt. 

Rechnet  man  aber  die  Zone,  welche  durch  Rotation  des  Bogens  AP 
und  nicht  jene,  welche  durch  Rotation  von  bP  entsteht  so  ist  das 
Zeichen  aufzuheben,  weil  diese  Oberfläche  mit  wachsendem  y  zunimmt. 

Die  zunächst  zu  bestimmende  Oberfläche  ist: 


"'-Tl'MUP 
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6  V 

Setzt  man  in  dem  Integral  — ^  =  z,  so  erhält  man: 

also  (zufolge  Formel  83): 

«y 

0, = 2f^i^'  [i  Kr+ z^  + 1  i(z  +Ki  + z^)}^'" 

und  schließlich: 

Hiebei  ist 

Setzt  man  y  =  b,  so  erhält   man   nach  Multiplication   mit  2  die 
Oberfläche  des  Sphäroides 


' 


,,        2Äa»(l— s2) 
(jjj  =  — 

e 
oder 


~> + >  Qm 


0.  =  2,a.[l+'-Y-i?.fL-+-;]. 

Wird  6  =  0,   so  geht  das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  über  und  die 
Oberfläche  richtig  in 

Ok=27ca2.2  =  4a«Ä.*) 

5.  Die  Tractorie  rotiere  um  die  x-Axe.  Es  soll  die  Oberfläche 
ich  beMen  Seiten  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Rotations- 
be-  ^     ^^werden.  (Fig.  123.) 


und  ^ 


(i/       %,  ^  nämlich 

y^  e         «1  —  E        erl  —  e  rl  —  t 

(^ativeTheil  verschwindet,  der  positive  aber  nimmt  die  Form  yr  an,  deren  Wert 
^it  werden  kann. 


.*. 1 
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Aus  der  Eigenschaft  dieser  Curve 


t-y  Ki  +  y"*  =  a 


Fig.  12S. 


folgt: 


Demnach  ist 


f  _  — —  a^ 

dy  dx* 

y  d  8  =  a  d  y. 
0  =  2,2icJ'ady  =  4a2  7i. 


Diese  Oberfläche  ist  gleich  jener  einer  Kugel  vom  Halbmesser  a. 

2.   Cylinderfiäclien, 

Eine  Cylinderfläche,  deren  Erzeagenden  parallel  sind  zur  y-Axe, 
sei  begrenzt  durch  ihre  in  der  zx-Ebene  liegende  Leitlinie  P^  Pj  (Fig  124), 
die  beiden  Erzeugenden  P^  R^  und  Pj  R2,  femer  durch  die  Schnitt- 
curve  R|  R2  mit  einer  zweiten  Cylinderfläche,  deren  Leitlinie  Qi  Q2  in 
der  X  y-Ebene  liegt,  und  deren  Erzeugende  zur  z-Axe  parallel  sind.  Es 
soll  der  Flächeninhalt  der  auf  der  Cylinderfläche  liegenden  Figur 
Pi  P2  R2  ß-i  berechnet  werden. 

Das  Flächenelement  PP'R'R  kann  als  ein  Rechteck  mit  den 
Seiten  y  und  ds  angesehen  werden. 

Man  hat  demnach  als  Oberflächenelement 


und  demzufolge 


area 


dO  =  yds 
PFR'R  =  0  =  pvds, 
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Fiff.  184. 


Flg.  125. 


Darin  muss  y  entsprechend  der  Gleichung  der  Curve  QiQ- 
und  d  s  entsprechend  der  Gleichung  von  P,  Pj  als  Function  von  x 
ausgedrückt  werden. 

Beispiele: 

1.  Der  Quadrant  LM  (Fig.  125)  einer  Astrois  sei  Leitlinie  einer 

Cylinderfläche,  welche  von 
einer  Ebene  NOZ  nach 
der  Curve  LN  geschnitten 
wird. 

Es  soll  der  Flächen- 
inhalt der  Figur  LMN 
berechnet  werden. 

Aus  der  Gleichung  der 
Astrois 


1.        L 


2 

1» 


folgt: 


_i 
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(\  als  8  fi 


d8=l'l  +  z'«  dx  =  l»  X   »dx. 
Aas  der  Gleichung 

b  ~  1 

ler   Geraden  ON   als   Leitlinie   der   zweiten   durch   die    Ebene  NOZ 
ersetzten  Cylinder£äche  erhält  man: 

b 

Demnach  ist 

1  j_ 

bl'  --  bl^    - 

dO  =  yds  =  -^x.x    3dx=     |—  x  *  d  x, 


also 


bPf    - 

0=         -V   X3dx  =  bl      » 


d.  h. 

3 

0=  :  bi=  ^  o- 

0  5    2 

Die  gesachte  Fläche  beträgt  also  -  der  Fläche  des  Dreieckes  OMN. 

0 

2.  An  der  Stelle   der  Astrois   in  der  früheren  Aufgabe    befindet 

sich  ein  Viertelkreis  vom  Halbmesser  a.   Im  übrigen  ist  die  Aufgabe 

wie  die  vorige.  (Fig.  126.) 

Da  jetzt 

b 

y=     X 

-^        a 

die  Gleichung  der  Geraden  ist,  geht  der  Ausdruck  für  das  Oberflächen- 
diflferential  über  in 

dO  =  yds  =  —  xds. 
•^  a 

Aus  der  Gleichung  des  Kreises 

x»  +  z«  =  a« 
folgt: 

Biidisav]jevic  n.  Miknta,  Leitf.  d.  bSber.  Mathemat.  II.  Bd.  32 


498     Zweiter  Theil.    II.  Abthoil.  6.  Abschn.    Complanation  krammer  l'Üchen. 


also 


X 

z 


d8=      dx. 
z 


Fig.  126. 


Demnach  ist 


,^       ,    X  X  dx 

z 


j/a^  —  x2 


«ind 


^        ,    r      X  dx 

0  =  b     V    ^^      -: 


«  —  X2 


—  brKa2-x2l=ab. 


Diese  Oberflache   ist  also  doppelt  so  groß,   wie    die  Fläche  de^ 
Dreieckes  OMN. 
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7.  Abschnitt. 

Cubatur  und  Complanation    krummer  Flächen  in   ganz  allge- 
meinen Fällen. 

Die  Berechnung  des  Volumens  von  Körpern,  die  ganz  oder  theil- 
weise  von  krummen  Flächen  begrenzt  sind,  femer  die  Berechnung  der 
Oberfläche  geschlossener  Figuren,  welche  auf  einer  krummen  Fläche 
liegen,  kann  durch  entsprechende  Zerlegung  der  Körper,  beziehungsweise 
der  Flächen,  auf  gewisse  einfache  Aufgaben  zurückgeführt  werden,  welche 
im  folgenden  behandelt  und  an  Beispielen  erläutert  werden  sollen. 

§  69.  Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten. 

1.  Die  Aufgabe  der  Cubatur  einer  durch  ihre  Gleichung  in 
Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  gegebenen  Fläche 

F  (x,  y,  z)  =  0       oder      z  =/(x,  y) 

kann  stets  auf  die  Bestimmung  des  Volumens  eines  geraden  Cylinders 
zurückgeführt  werden,  welcher  zur  Basis  eine  beliebige  in  der  xy- Ebene 
gelegene  Figur  hat,  und  oben  von  einem  Theile  der  krummen  Fläche 
begrenzt  wird. 

Zur  Berechnung  des  Volumens  dieses  Cylinders  denkt  man 
sich  denselben,  durch  zur  y  z-Ebene  parallele  Ebenen  in  Schichten  von 
der  Dicke  dx,  zerlegt.  Eine  solche  Schichte  sei  beispielsweise  die 
zwischen  den  Querschnitten  pqQP  und  p'q'Q'P'  (Fig.  127)  gelegene. 

Jede  dieser  Schichten  kann  durch  zur  zx-Ebene  parallele,  in 
Abständen  d  y  angeordnete  Ebenen,  in  vierkantige  stabformige  Prismen 
zerlegt  werden.  Jedes  solche  stabformige  Prisma,  wie  beispielsweise 
a'b'c'd'dcba,  hat  ein  Rechteck  mit  den  Seitenlängen  dx  und  dy 
zur  Basis,  und  wird  oben  von  dem  Flächenelement  ab  cd  im  allge- 
meinen schief  abgeschnitten. 

Dieses  Flächenelement  kann  aber  mit  unbeschränkter  Genauigkeit 
als  eben  angesehen  werden.  (Tangentenebene  in  a.) 

Die  Länge  der  Kante  a'a  des  Prismas  ist  das  z  des  Flächen- 
punktes a,  die  übrigen  Kanten  sind  von  dieser  nur  um  unendlich  kleine 

Größen  verschieden,   so  dass  das  Volumen   dieses  Prismas   mit  nnbe- 

32* 
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schränkter  Genauigkeit  jenem  gleich  gesetzt  werden  kann,  welches  durch 
eine  aus  a  parallel  zur  xy-Ebene  geführte  Ebene  begrenzt  wird. 

Flg.  127. 

P 


Das     Volumen     eines      Elementarprismas     (Volumelemeut)    L^i 

demnach: 

d^  V  =  z  .  d  X  .  d  y. 

Durch  Summierung  aller  einer  Schichte  angehörigen  Elementar- 
prismen erhält  man  das  Volum  dieser  Schichte. 

Also  wenn  beispielsweise  die  früher  angeführte  Schichte  in  Be- 
tracht kommt,  so  ist  ihr  Volumen  die  Summe  aller  zwischen  p  und  <] 
gelegenen  Elementarprismen,  mithin: 

d  V  =  l  z  dx  dy. 


yp 


Summiert  man  schließlich  die  Volumina  aller  solcher  Schichtet 
welche  der  zu  berechnende  Cylinder  enthält,  so  erhält  man  das  Volaraen 
desselben: 
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V=J    ^zdxay  =  |dxjzdy. 


Die  Grenzen  x,  und  Xj  der  zweiten  Integration  sind  constant, 
and  zwar  sind  sie  die  Abscissen  der  Punkte  P^  und  P25  von  welchen 
der  eine  am  nächsten,  der  andere  am  weitesten  bezüglich  der  y  z-Ebene 
liegt,  weil  in  dem  zwischen  ihren  Projectionen  pj  und  p^  befindlichen 
Elaume  alle  zu  summierenden  Schichten  enthalten  sind. 

Die  Integration  ist  zuerst  nach  y  auszuführen,  wobei  x  in 
z  =  /"(x.  y)  als  constant  anzusehen  ist.  Eine  Umkehrung  der  Reihen- 
folge der  Integration  wäre  nur  zulässig,  wenn  alle  Integrationsgrenzen 
constant  wären,  was  im  allgemeinen  nicht  zutrifft. 

2.  Die  für  die  Volumsberechnung  gelegten  Ebenen  theilen  die 
abere  Begrenzungsfiäche  des  zu  berechnenden  Cylinders  in  Elemente 
von  der  Form  abcd  die  als  eben  und  in  der  Tangentenebene  der 
Punkte  a  liegend  angesehen  werden  können. 

Diese  Oberflächenelemente  haben  somit  dieselbe  Neigung  gegen 
die  xy-Ebene  wie  die  Flächennormale  des  betreflenden  Punktes  a 
gegen  die  z-Axe. 

Die  Projection  des  Oberflächenelements  abcd  ist  aber  das  Recht- 
eck a'b'c'd',  mithin  besteht  zufolge  des  Projectionssatzes  die  Beziehung: 


und  weil 


area  (a' b' c' d')  =  area  (abcd)  cos  (z n). 

area  (a'  b'  c'  d')  =  d  x  .  d  y, 

1 


cos  (z  n)  =  — 


i'+a-y+d::)' 


so  folgt,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 


area 


(a b  c d)  =  d^ O  =  d X  .  d  y  1  1  +  {liy+  (^f  ")'• 


Summiert  man  wieder  alle  in  der  Richtung  eines  Streifens  ge- 
legenen Oberflächenelemente  und  sodann  die  Oberflächen  der  Elementar- 
streifen, analog  wie  bei  der  Berechnung  des  Volumens,  so  erhält  man 
die  obere  Begrenzungsfläche  des  Cylinders 


'>=H^y\'MW+m' 
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Bezüglich  der  üarchführung  der  Integration  gilt  selbstverständlich 
die  bei  der  Volumberechnung  gemachte  Bemerkung. 

Beispiele : 

1.  Ein  in  der  xy-Ebene  liegender  Ellipsenquadrant  MN  (Fig.  12S 
ist  die  fjeitlinie  eines  geraden  Cylinders,   welcher  von  einer  aus  dem 

Fig.  128. 


Ursprung  geführten  Kugel  begrenzt  wird,  deren  Schnittkreis  nr.\ 
der  xy-Ebene  die  Ellipse  in  ihrem  Scheitelpunkte  M  berührt. 

Es  ist  das  Volumen  des  Körpers  MNPiSO  und  die  Oberfläche 
der  auf  der  Kugelfläche  liegenden  Figur  MSP|  zu  berechnen. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  sei: 


x^        v^ 

,.  +  1.-1  =  0. 


Jene  der  Kugelfläche: 


oder 


x2  -)-  y2  -I-  z2  _  aä  =  0 
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Für   diesen  Fall   ist   x^  =  0,  Xj  =  a,   yp  =  0    und   zufolge   der 
Gleichung  der  Ellipse  yq  =  -  ^a^  —  x^. 
Also 


y  =  \  dx\y(a2  —  x^)  —  y*  dy, 
d.  h. 

V  =  2  \  dx  [^  1/ä«  —  x2  J  a^  —  x«  —  (^)  (a«  —  x«)  + 

4-  (a^  —  x^)  arc  sin      1  = 

a  J 


=  2  [-2  l  a^  —  b^  +  aresin  ^J  V  (a*  —  x«)  dx. 
Nach  Ausführung  der  zweiten  Integration  wird 


mithin  schließlich: 


Q     rj o3  K 

V'=  — -  YsL^  —  b^  4"  "^  arc  sin  — 
o  o  a 


erhalten.  Für  die  Berechnung  der  Fläche  findet  man  zunächst: 

9z x^       2z  y 

3x  z '       5y  z ' 


a  a 
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i\Ian  erhält  also: 


Va«~x* 


0  =  a\  dx 


dy 


|/(a2  _  x^)  —  y- 


0  =  a  \  dx  I  arc  sin  -— - 

)/a2  —  x2 


b  ..  -  —  - 
'  a'  — X* 


a  arc  sm       1  dx. 


demnach  schließlich: 


O  =  a^  aresin  -  . 

a 


2.  Ein  auf  dem  in  der  xy-Ebene  liegenden  Kreise 


(x  —  m)2  +  (y  —  n)^  —  a^  =  0     oder  y  =  n  +  \^b^  —  (x  —  m)* 

aufstehender  gerader  Cylinder  wird  von  einem   hyperbolischen  Par-- 
boloid 

^y 

c 
oben  begrenzt. 

Es  ist  das  Volumen  dieses  begrenzten  Cylinders  zu  berechnen. 

Hier  ist 

Xi  =  m  —  a,     X2  =  m  -j-  a, 

was  der  Fig.  129  entnommen  werden  kann,  ferner  zufolge  der  Gleichung 

des  Kreises: 

rig.  129. 

X 


y 
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yp  =  n  —  l^a2  —  (x  —  m)-^. 
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yq  =  n  -}-  Ysl'^  —  (x  —  m)\ 
Man  erhält  sonach: 


V  =  \dx 


m  -I-  a  /'»n  4-  }  a»  —  (X  —  in)= 


dy 


oder 


'  ni  —  a  Ju  —  ]r  a'  —  (x 


m 


^•^ni  —  a      »^11  —  V'»»  —  (X  —  lu)« 


also 


i 

V  =     ?  \  X  |^a2  —  (x  —  m)2  dx. 

Zur  weiteren  Integration  empfiehlt  sich  folgende  Transformation : 
Aus  der  Figur  folgt: 

X  —  m  =  a  sin  cf ,     also     x  =  m  -f  a  sin  ^, 

d  X  =  a  cos  ff  d  9. 

Wird    X  =  ra  —  a,    so   wird   a  sin  cp  =  —  a,   also    sin  9  =  —  I . 


7Z  T" 

d.   h    ^  =  —  ^5  und    wird  x  =  m  -(-  ^5    dann  wird  analog  9  = 


2" 


Man  hat  demnach: 

m  -{-  a 
"2 


r 
+  ^ 


\  X  l^a'^  —  (x  —  m)'-^  d  X  =-.  a'-^V     *(m  -|-  a  sin  'f)  cos'^  ^  d  9 

*"  m  — a  —  — 


1t 

.4-T 


2 


a2 


2  l     '^      . 

m  cos^  ^  d  cp  -f-  \      a  sin  'f  cos*-^  ^  d  ^ 


2  2 

ir 
2  ^2 

cos^  cpdc  =  2a-m\    cos^  ?p  d  9 

2 
also  schließlich  das  gesuchte  Volumen: 


=  a-^mj   ; 


mn       „ 
V  =    -  -  TU  a\ 
c 
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§  70.  Unter  Voraussetzung  gemischter  Coordinaten. 

1.  Bei  Anwendung  gemischter  Coordinaten  wird  ein  Punkt  P  de- 
Raumes  dadurch  bestimmt,  dass  die  Polarcoordinaten  r  und  9  seiner 
Projection  p.  und  sein  Abstand  z  von  der  x  y- Ebene  angegeben  wird 

Die  .Gleichung  einer  Fläche  in  gemischten  Coordinaten  wird 
demnach  die  Form  haben: 

F  (z,  r,  'f )  =  0       oder       z  =/(r,  cp). 

Die  Aufgaben  der  Cubatur  und  Complanation  lassen  sich  aach 
bei  Anwendung  dieser  Coordinaten  auf  die  Berechnung  eines  Cylinders. 
wie  im  Falle  rechtwinkliger  Coordinaten  zurückführen. 

Dieser  Cylinder  wird  aber  hier  der  Eigenthünilichkelt  des  Coor- 
dinatensystems  entsprechend  in  etwas  anderer  Weise  in  die  Element? 
zerlegt. 

Die  Zerlegung  in  Schichten  wird  hier  zweckmäßig  durch  Ebenec 
vorgenommen,  welche  durch  die  z-Axe  gehen  und  miteinander  der 
unendlich  kleinen  Winkel  dcp  (Fig.  130)  bilden. 

Eine  derartige  keilförmige  Schichte  sei  beispielsweise  jene  zwischt: 
^den  Querschnitten  pqQP  und  p'q'Q'P'  eingeschlossene. 

Eine  solche  Schichte  zerlegt  man  weiters  am  vortheilhafte?t«r 
durch  concentrische  Kreiscylinder,  deren  Axe  die  z-Axe  ist  und  dem 
{ladien  sich  um  dr  voneinander  unterscheiden  in  stabformige  Tbeile. 
wie  beispielsweise  a'b'c'd'dcba. 

Die  Grundfläche  eines  solchen  stabförmigen  Volumelemenu«- 
kann  als  ein  Trapez  angesehen  werden,  dessen  parallele  Seiten  rd: 
und  (r-j-dr)df  sind,  und  dessen  Höhe  dr  beträgt.  Der  Flächeninhal 
dieses  Trapezes  ist  demnach: 

d  r  1 

area(a'b'c'd')  =  [rdcp  +  (r  +  dr)dcp]  _   =  rdr  d'f  +  ^dr-df 

wofür  mit  unbeschränkter  Genauigkeit 

area  (a'b'c'd')  =  r  d  r  d  9 

gesetzt  werdeu  kann,  weil  -^  d  r^  d  ^f  als  unendlich  kleine  Größe  dritte: 

Ordnung  gegenüber  rdrdrp  verschwindend  klein  ist. 

Der  prismatische  Stab  kann  nun  analog  wie  im  vorigen  Fall^? 
oben  als  von  einer  zur  xy- Ebene  parallelen  Ebene  begrenzt  angesel'?- 
werden,  mithin  ist  sein  Volumen: 

d'^  \r  =  z  .  r  d  r  d  cp. 
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Summiert  man  alle  Stäbe  einer  Schichte,  wie  beispielsweise  der- 
jenigen, welche  zwischen  p  und  q  liegt,  so  erhält  man  das  Volumen 
der  Schicht: 

dV  =  l  zrdrdf, 

Kig    180. 


und   durch  Summierung   aller   im  Cylinder  enthaltenen  Schichten  das 
Volumen  der  letzteren: 


•?.•/'• 


*'f.' 


jzrdrd9  =  l    d'fjz.r.dr. 


rp 


Die  Grenzen  der  zweiten  Integration  cpi  und  ^^  sind  Constante, 
und  zwar  die  Amplituden  der  aus  dem  Ursprung  an  die  Leitlinie  des 
Cylinders  geführten  Tangenten. 

2.  Die  zur  Berechnung  des  Volumens  geführten  Meridianebenen 
und  concentrischen  Cylinderflächen  zerlegen  die  obere  Begrenzungs- 
fläche des  Körpers  in  Elemente  von  der  Gestalt  ab  cd. 
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Diese  Elemente  können  als  eben  und  in  der  Tangentenebene 
liegend  angesehen  werden;  sie  haben  zur  Projection  auf  die  x  y-Ebenn 
die  entsprechenden  Trapeze  a'b'c'd'. 

Es  besteht  demnach  auch  hier  die  Beziehung: 

area  (a'  b'c'd')  ==  area  (a  b  c  d)  cos  (z  n), 
woraus 

area  (a  b  c  d)  =  d^  O  =  - ' — -;  '   , 

cos (z  n) 

folgt. 

Hiebei  muss  für  die  Integration  co8(zn)  als  Function  von  r 
und  9  ausgedrückt  werden. 

Durch  Sumraierung  der  Elemente  eines  Streifens  erhält  man: 

1  cos  (z  n) 

Jrp 

und  durch  Summierung  aller  Streifen  die  Oberfläche: 

Vrdrd^^V         \    rdr_^. 
]cos  (zn)        \         ]Cos(zn) 

Sowohl  bei  der  Berechnung  von  V,  als  auch  bei  der  Berechnung 
von  0  muss  zuerst  die  Integration  •  nach  r  ausgeführt  werden.  Da^ 
Vertauschen  der  Reihenfolge  der  Integration  ist  nur  zulässig,  wenc 
alle  Grenzen  constant  sind. 

Beispiel : 

Zwei  über  den  Durchmessern  NO  und  OM  (Fig.  131,  N0=OM=ä 
beschriebene  Kreise  sind  Grundflächen  zweier  gerader  Kreiscylinder. 
welche  oben  von  einer  aus  dem  Ursprünge  mit  dem  Radius!  a  be- 
schriebenen Kugelfläche  begrenzt  werden. 

Es  ist  das  Volumen  dieser  beiden  congruenten  cylindrischit 
Körper,  und  die  Oberfläche  ihrer  oberen  Begrenzungsflächen  zu  be- 
stimmen. 

Wegen  der  symmetrischen  Lage  der  zx-  und  yz-Ebene  bezöglic- 
dieser  Körper  genügt  es,  den  im  ersten  Quadranten  gelegenen  Körper- 
theil  zu  rechnen,  welcher  dann  vierfach  zu  nehmen  ist.  Der  Punkt  A 
der  Kugel,  dessen  Projection  auf  die  xy-Ebene  a'  ist.  habe  die 
Coordinaten  x,  y  und  z.  Zwischen  diesen  besteht  die  Gleichung 

x2  -f  y2  -f  z«  —  a«  =  0; 
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L  ist  aber: 


oder 


r»  +  z 


-  a'  =  0 


alii  Gleichung  der  Kugel  in  gemischten  Coordinaten. 

Die  bei   der  Berechnung  des  Volumenviertels   auftretenden  Inte- 
grationsgrenzen sind: 

r,,  =  0  'f ,  =  0 

Tq  ^  0  (i  =  a  cos  f      ?i  =^  -.5  ■ 

Demnach  ist  das  ganze  Volumen: 


t^    dj  Wt'a'  — r'dr, 


510  Zweiter  Theil.     II.  Abtheilung.     7.  Abschnitt. 

also 

V  =  4\    d'f    — -  — s-      I        =--a^\   [1  —  8in*(p]d^ 


0 

and  schließlich: 

4a3rs        21        2       ,       8 
3   L2--äJ=3'^^-9 


2 
Da  nun  —^a*^  das  Volumen  der  Halbkugel   vom  Radiusa  k. 

g 
so  muss       a^  das  Volum  des  Körpers  sein,   der  nach  Entfemuag  der 

beiden  cylindrischen  Körper  von  der  Halbkugel  erübrigt,  und  de*?er. 
Grundriss  in  der  Figur  durch  Schraffierung  kenntlich  gemacht  ist. 

Dieser  Körperrest  beträgt  ^   eines  Würfels  von  der  Seite  2  a. 

»7 

Zur  Berechnung   der   oberen   Begrenzungsfläche   muss  zunäch.-t 
cos  (z  n)  ermittelt  werden. 

COS  (z  n)  =  - 


h+a+Qi) 


folgt: 


Aus  der  Gleichung  der  Kugel 

X«  +  y^  +  z2  —  a«  =  0 


lemnach: 


5z  X         5z  V 

ex  z  dy  z 


2_r2 


z2 


Daher  abgesehen  vom  Vorzeichen  die  Oberfläche 


TC 


0  =  4a  V    drp  (a  —  a  sin  cp) /=  4  a^  V    (1  —  sin  y)  dcp  =  4a2  i -^ —  1 1 
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und  schließlich: 


0  =  2a27ü  — 4a^ 


Nun  ist  aber  2a''^ff  die  Oberfläche  der  Halbkugel,  mithin  ist4a2 
die  Oberfläche,  welche  von  der  Halbkugel  erübrigt,  wenn  die  beiden 
Ausschnitte  der  Cy linder  entfernt  werden;  diese  ist  also  gleich  der 
Fläche  eines  Quadrates  von  der  Seite  2  a. 

§  71.  Unter  Voraussetzung  von  Polarcoordinaten. 

1.  Entsprechend  der  Eigenthümlichkeit  der  Polarcoordinaten 
kann  jede  Aufgabe  der  Cubatur  und  Complanation  auf  folgende  ein- 
fache zurückgeführt  werden. 

Gegeben  sind  zwei  Meridianebenen 

RiOZ  und  R2OZ, 

welche  mit  der  zx-Ebene  die  Winkel  tf^  und  90  bilden  (Fig.  132). 

Fif.  182. 


Ferner  zwei  Kegelflächen  0  P|  P2,   0  Qj  Qj.   deren   Mittelpunkte 
im  Ursprung  liegen. 


512 
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Der  von  diesen  vier  Flächen  gebildete  pyramidenförmige  Raatn 
wird  von  einer  beliebigen  Fläche  P^  P2  Qj  Qi  begrenzt,  deren  Gleichung 

gegeben  ist. 

Es  soll  das  Volumen  dieses  pyramidenförmigen  Körpers  und  die 
Oberfläche  der  auf  der  krummen  Fläche  gelegenen  Figur  Pj  Pj  Q 1 Q. 
berechnet  werden. 

Zur  Berechnung  des  Volumens  denkt  man  sich  den  Körper 
durch  Meridianebenen,  die  miteinander  Winkel  von  der  Größe  d^ 
bilden,  in  keilförmige  Schichten  von  der  Gestalt  wie  beispielsweise 
PQQ'FO  zerlegt. 

Denkt  man  sich  ferner  diese  Schichten  durch  RotationskegelflSchen 
mit  der  z-Axe  als  Axe,  deren  ÖfFnungswinkel  sich  um  dy  voneinander 
unterscheiden  in  pyramidenförmige  Körper  von  der  Gestalt  OLL' L" L'" 
zerlegt,  so  erhält  man  Körperelemente,  der^  Volumen  leicht  ausge- 
drückt werden  kann. 

Dieses  Körperelement  kann  mit  unbeschränkter  Genauigkeit 
durch   die    gerade   Pyramide   LM'M''M'"   (Fig.  133)   ersetzt   werden. 

F.f.   133. 


deren   Basis   sich   in   einer   durch  L   aus   dem    Ursprünge   geführten 
Kugelfläche  befindet  und  als  ebenes  Rechteck  angesehen  werden  kann. 


•  
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Da  nun  die  Seiten  der  Basis 

LM"  =  rsinT  d^,      M"M'''  =  r  d? 
sind,  und  die  Höhe  der  Pyramide  gleich  r  ist,  hat  sie  das  Volumen: 

d2V=  ^r^sinf.df.dcp. 
o 

Summiert  man   alle  Elementarpyramiden   einer  Schichte  (von  P 
bis  Q),  so  erhält  man  das  Volumen  der  keilförmigen  Schichte: 


^  sin  Y  .  d  Y  .  d  9. 


und  nach  Smnmierung  aller  zwischen  den  Meridianebenen  R^  0  Z  und 
R2OZ    liegenden    Schichten     das    gesuchte    Volumen    des    Körpers 

V=—  1     \r'sinT.dY.dcp  =  -^\d?pVr^sinY.dT. 

2.  Bei  der  Berechnung  der  Fläche  macht  man  vom  Projectionssatze  Gebraach: 
»Das  Quadrat  der  Fläche  einer  ebenen  Figur  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der 
Flächeninhalte  ihrer  Projectionen  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Projection8ebenen.c 

Wird  also  ein  auf  dem  Rechtecke  LM'M'^M'"  stehendes  gerades  Prisma  (Fig.  134) 

Fiff.  184. 


Ton  einer  Ebene  nach  dem  Parallelogramm  LL'L'"L"  geschnitten,  so  sind  die  Inhalte 
der  Projectionen  des  letzteren  auf  die  Coordinatenebenen: 

BudiiaylJeTiö  n.  Miknta,  Leitf.  d.  hOher.  Malhemat.  II.  Bd.  33 


^ 


514  Zweiter  Theil.     II.  Abtheilung.     7.  Abschnitt. 

area(LirM'''ÄrO=  li  •  I2, 
area  (L  L'  N'  K')  =  \  .  \, 

area  (L  L"  N"  K")  =  \  .  l^. 

Demnach  der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms: 


area  LL'L"'L"  =  Kl.H/i-f  hj-Mt^-f-  l/hi^. 

Durch  die  zur  Volum  berech  nung  geführten  Flächen  wird  die  zu  bfrecbnicti» 
Oberfläche  in  Elemente  von  der  Gestalt  1u\JJj**U*  zerlegt,  deren  Projectionen  auf  ei» 
aus  dem  Ursprung  'durch  L  geführte  Kugel6äche  die  entsprechenden  Recht^tk; 
LM'M'^M"  sind. 

Der  Körper  LM'M'"M"L"L"'L'L  kann  nun  mit  unbeschränkter  Genauid^:: 
mit  dem  zuvor  besprochenen  durch  eine  Ebene  schief  geschnittenen  Prisma  identiticieii 
werden. 

Die  Basis  des  Prismas  wird  durch  die  Seiten 

r  sin  Y  d  cp  7*:  I^     und     r  d  7  ~~  L 

bestimmt.    An  die  Stelle  der  Größen  h,   und  h,  treten  die  partiellen  Differentiale  i. 
und  d^r. 

Demzufolge  ist  die  Oberfläche  des  Elementes: 


areaLL"L'"L"  =  d20=y(r2sinYd'fdT)2  +  (rdYd'^r;2  +  (rsinTd?d;r- 


Summiert  man  nun  alle  Elemente  eines  durch  die  Schichte  herausgescbnittec' 
Streifens,  so  erhält  man  die  Oberfläche  desselben 


•Tq  1  f 


und  durch  Summierung  aller  Streifen  die  gesuchte  Oberfläche 

Über  die  Keihenfolge  der  Integration  gilt  selbstverständlich  das  in  beiden  Tors: 
gehenden  Fällen  Gesagte. 

Beispiel: 

In  der  xy-Ebene  sei  eine  Cardioide  gegeben: 

p  =  a(l  —  COS  9). 
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Führt  man  über  jedem  Radius vector  p  als  Durchmesser  einen  Kreis  (Fig.  135) 
n  der  zur  x  j-Ebene  senkrechten  Ebene,  so  bildet  die  Gesammtheit  aller  dieser 
iCreise  eine  wulstförmige  Fläche. 

Fig.  135. 


£b  ist  das  Volumen    des  von  dieser  Fläche  eingeschlossenen  Körpers  und   ihre 
)b6rfläche  zu  berechnen. 

Aas  der  Figur  ist  zu  ersehen,  dass 

r  =  p  sin  Y. 

Demnach  ist  die  Gleichung  dieser  Fläche 

r  =  a  (1  —  cos  'f )  sin  7. 

Die  Integrationsgrenzen  für  den  vierten  Theil  des  Körpers  oder  Flächeninhaltes 
ind, 

as  aus  der  Figur  zu  erkennen  ist.  Man  erhält  demzufolge 

K 

V  =— -a^V  d«  \(l-t-  cos  «)'  sin^  Y  d  y  = 

-  a'  \  (1  -[-  cos  rp)'  d  ^  \  sin^  y  d  Yi 
•^0  ^0 


4 
3 


S3* 
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also  mit  Bücksicht  auf  Formel  113 

oder 

V  =  2a^w  \  cos®  ^d(p  =  4a^ic  \  cos®z  dz 

und  mit  Bücksicht  auf  114  and  113  schliefilich: 

Für  die  Berechnung  der  Oberfläche  gibt  die  Gleichung 

r  ==  a  (1  —  cos  ff)  sin  y 

die  partiellen  Differentialquotienten 

p^  =  a8m<p8mT, 

C  ^ 

S  r 

>.—  =  a(l  -[-  cos  cp)  cos  f. 

Man  hat  also: 

=  f  [a^  ( l  -j-  cos  cp)2  sin^  y  +  a^  (1  +  cos  cp)^  cos^  y]  sin^  9  4"  *^  ^^^  ?  ^"^' ' 
=  a sin  Y  K  (^  4"  ^^s  cp)^  -(-  sin^^p  =:  a  sin  y  ^2  (1  -[-  co»  ?) 

=  a  sin  Y  r  4  cos^  -|=  2  a  sin  y  cos  -^ , 

^mithin  die  ganze  Oberfläche  als  vierfaches  des  Viertels: 

K 

0  =  4Vd?p\a(l-f-  cos  cp)  sin  y  .  2  a  sin  y  cos  -^  d  y- 
0  =  4. 2  a^  \(1  +  cos  ff)  cos  -h"  cl  ?  \  sin^  Y  <i  T- 

Jq'  ^  Je 
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Nach  Berücksichtigung  von  113  erhält  man: 

0  =  4  .  2  a^  -^-  .^  \  (1  -]-  COS cp)  COS  -|-  d  9  =  4  a^  w  \   cos^  ^-  d  cp 

oder 

0  =  4  .  2  a^  ff  \  cos^  z  d  z; 

also  schllefilich  zufolge  114  und  113a 

0  =  8a2  7c.|=-g-(4a2ff), 

4 
d.  h.  die  Oberfläche  beträgt  -^   der  Oberfläche  einer  Kugel  vom  Radius  a. 


DRITTER  THEIL. 

Differentialgleichungen. 

§  72.  Orundbegriffe. 

1.  Die  bisher  durchgeführten  Integrationen  bezogen  sich  auf 
entwickelte  DiflFerentiale  von  der  Form 

dy=/(x)dx, 
aus  welchen  sich  direct 

y=J/(x)dx 

ergeben  hat. 

Zahlreiche   Aufgaben   der    Mathematik,    Mechanik,    Physik  etc. 

fahren   zu  Gleichungen,   welche   nebst   beiden  Variablen  x  und  y  ii^ 

d  V     d^  V     d^  y 
Differentialquotienten      -^  ,  -y-*^ ,  -5— "^  . . .  der  unabhängigen  Variablen 

enthalten,   aus  welchen  dann  v  als  Function  von  x  auszudrücken  ist. 
Man  nennt  solche  Gleichungen  Differentialgleichungen.  Ihre 
allgemeine  Form  ist: 

F(x.  y.  y;y",y"\..)  =  0. 

Eine  Differentialgleichung  ist  von  der  n**°  Ordnung,  wenn  der 
darin  auftretende  höchste  Differentialquotient  die  Ordnungszahl  n  hat. 
Sie  ist  vom  p'®°Grade,  wenn  darin  der  höchste  Differentialquotient  zur 
Potenz  p  erhoben  ist. 

Die  aus  Differentialgleichungen  abzuleitenden  Gleichungen,  welche 
X  und  y,  aber  keine  Differentialquotienten  mehr  enthalten,  werden  Inte- 
gralgleichungen oder  kurzweg  Integrale  derselben  genannt. 

So  hat  z.  B.  die  Eigenschaft  der  Tractorie,  dass  ihr  TangenteD- 
stück  constant  ist.  zur  Aufstellung  der  Differentialgleichung  dieser  Curve 


a=     ,|l  +  r'»aer.,--,.l>H->-.  =  0 
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geführt,  welche  nicht  direct  integrabel  ist.  und  gewisse  Umformung 
erfahren  mtisste,  wenn  die  eigentliche  Gleichung  der  Curve,  d.  h.  das 
Integral  der  Differentialgleichung  ermittelt  werden  sollte. 

Man  kann  leicht  aus  gegebenen  Gleichungen  verschiedene  Diffe- 
rentialgleichungen ableiten,  welche  jedoch  als  gleichbedeutend  an- 
zusehen sind. 

So  findet  man  durch  Differentiation  der  Gleichung 

y  =  sin  X, 

dy 

-^  =cosx 
A     dx 

oder 

d  y  =  cos  X  d  X, 

woraus  direct  durch  Integration  die  gegebene  Gleichung  erhalten  wird. 
Da  aber 


cos  X  =  j/^l  —  sin^  X  =  1^1  —  y2 
ist,  so  kann  man  auch  schreiben: 

1  -  =  l  I  —  y  • 
dx        '  ^  ' 

und  hat  damit  eine  andere  Differentialgleichung  erhalten,  welche  erst 
nach  gewisser  Vorbereitung  integriert  werden  kann,  dann  aber  wieder 
die  ursprüngliche  Gleichung  gibt. 

Da  bei  der  Ableitung  einer  Differentialgleichung  Constante  ent- 
fallen können,  müssen  bei  jedesmaliger  Integration  Constante  hinzu- 
gefügt werden,  um  das  Resultat  möglichst  allgemein  zu  machen. 


Aus  der  Gleichung 


folgt: 


V  —  c  e*^*^^  '^°  ^ 


dy 

1  f\  ') 


dx  |1  — x'^ 

Hierin  kann  man  y  für  ce*"'*"*  setzen  und  erhält 

dx       yi  —  x'- 

eine  Differentialgleichung,  welche  die  Constante  c  nicht  enthält.  Gelingt 
es  also,  aus  dieser  Gleichung  die  Integralgleichung  abzuleiten,  so  muss 
offenbar  in  die  letztere  die  Constante  c  wieder  hineingebracht  werden, 
wenn  sie  dieselbe  Allgemeinheit  haben  soll,  wie  die  Gleichung,  von 
der  ausgegangen  wurde. 
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2.  Die  Elimination  willkürlicher  Parameter  ist  das  einfeu^te 
Mittel  zur  Ableitung  von  Differentialgleichungen  aus  gegebenen  Inte- 
gralgleichungen. 

Ist 

F(x,y,c)  =  0 

eine  gegebene,  die  willkürliche  Constante  c  enthaltende  Gleichung,  so 
erhält  man  eine  diese  Constante  nicht  enthaltende  DifferentialgleichuDg, 
wenn  man  aus  ihr  und  ihrem  Differential 

dF(x,y,c)  =  0 
die  Constante  eliminiert. 

Kann  die  Gleichung  nach  c  aufgelöst  werden,  und  gibt 

c  =  4>(x,y) la 

so  fällt  durch  einfache  Differentiation  dieser  Auflösung  des  Parameters  c 
hinaus,  und  man  erhält: 

S^        5^$dy_  .^ 

3x  ^    5y    dx~"' " 

die  den  Parameter  c  nicht  enthaltende  Differentialgleichung  der  ur- 
sprünglichen Gleichung. 

Sind  X  und  y  Punktcoordinaten  in  Bezug  anf  ein  ebenes  recht- 
winkliges Coordinatensystem,  so  stellt  die  Gleichung 

F(x,y,c)  =  0 a 

eine  Curvenschar  vor.  Die  den  Parameter  nicht  enthaltende  Differential- 
gleichung derselben 

54>    ,    3^   dy       ^     j      3^  -      ,   54>  , 

-7^ f- -j— -T^=0  oder  -;;:— dx-f  ;=.     dy  =  0 

c/x  dy    dx  c/x  dy     ^ 

drückt,  weil  sie  den  Parameter  nicht  enthält,  eine  allen  Curven  der 
Schar  gemeinschaftliche  Eigenschaft  aus,  und  zwar  die  Beziehoiif. 
welche  in  irgend  einem  Punkte  dieser  Curven,  zwischen  den  Coordi- 
naten  des  Punktes  und  der  Richtung  der  Tangente  in  demselber 
besteht. 

Eine  solche  Differentialgleichung  ist  eine  >Differential- 
gleichung  erster  Ordnung«,  weil  sie  keinen  höheren  Diffe^entii^ 
quotienten  als  den  ersten  enthält. 

Von  dieser  Differentialgleichung  gelangt  man  zur  ursprtinglicheii 
Gleichung  durch  einen  Integrationsprocess,  bei  welchem  eine  willkö> 
liehe  Constante  hinzutreten  muss. 


Differentialgleichungen.  521 

Die  erhaltene  Stammgleichnng  ist  das  allgemeine  Integral 
der  abgeleiteten  Diflferentialgleicliung;  wenn  die  willktirliclie  Constante 
specielle  Werte  annimmt,  entstehen  daraus  particuläre  Integrale. 

So  stellt  beispielsweise  die  Gleichung: 

X*  +  y-  =  c 

eine  Schar  concentrischer  aus  dem  Ursprung  beschriebener  Kreise  vor. 
Die   aus  ihr  durch  Differentiation  abgeleitete  Differentialgleichung 

^  +  yy^=o 

oder 

X 

drückt  die   allen  Kreisen  gemeinschaftliche  Eigenschaft  aus,   dass   die 
Tangente  senkrecht  steht  auf  dem  Radius.  Denn  y'  ist  der  Kichtungs- 

coefficient  der  Tangente  und  —  der  Richtungcoefficient  des  Radius. 

In  der  Form 

yy^=— X 

deutet  sie  darauf  hin,   dass   bei   allen  diesen  Kreisen   die  Subnormale 
gleich  ist  der  negativen  Abscisse. 

3.  Es  kann  vorkommen,  dass  behufs  Umformung  oder  Verein- 
fachxmg  die  Differentialgleichung 

^^       5$dy_Q (2 

c/x         c/y    dx 

mit  einem  von  xundy  abhängigen  Factor  cp  (x,y)  multipliciert  werden  muss. 
Die  auf  diese  Art  gebildete  Differentialgleichung 

3<b  5<fr  d v 

?(x,y)^  +  <P(x.y)-^-ä|.=  0.    ....    (3 

hat  eine  gegenüber  der  einfachen  erweiterte  Bedeutung,  denn  sie  wird 
nicht  nur  durch 

3^       5^  dy_ 

5x         5y   dx  ' 

sondern  auch  durch 

9  (x,  y)  =  0 

befriedigt. 

Hier  drängt  sich  unwillkürlich  die  Frage  auf:  Ist  cp  (x,  y)  =  0  ein 
Integral  dieser  Differentialgleichung  oder  steht  diese  Function  in 
keinerlei  Beziehung  zur  Differentialgleichung? 
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Soll  ?p  (x,  y)  =  0  ein  Integral  der  letzteren  sein,  muss  dorch  diese 
Function  auch  die  nicht  transformierte  Diflferentialgleichung  (als  die 
eigentliche)  befriedigt  werden,   d.  h.  es  müssen  für  alle  Werte  von  x 

dy 

aus  tp  (x,  y)  =  0,  solche  Werte  von  y  und  y-  resultieren,  welche  die 

Gleichung  (2  identisch  erfüllen. 

Ist  dies  nicht  der  Fall,  dann  ist  9  (x,  y)  kein  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung und  wird  fremde  Lösung  genannt. 

Im  Falle,  dass  ff  (x,  y)  =  0  auch  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung ist,  sind  zwei  verschiedene  Eventualitäten  möglich,  und  zwar: 

a)  Entweder  ist  dieses  Integral  9  (x,  y)  =  0  schon  in  dem  all- 
gemeinen F  (x,  y,  c)  =  0  enthalten  und  kann  durch  Specialisierung  der 
Constanten  aus  demselben  abgeleitet  werden,  in  welchem  Falle  es  als 
particuläres  Integral   der  Differentialgleichung   bezeichnet  wird. 

b)  Oder  es  ist  dieses  Integral  ?p  (x,  y)  =  0  in  dem  allgemeinen 
nicht  enthalten,  kann  also  aus  demselben  durch  Specialisierung  der 
Constanten  nicht  abgeleitet  werden,  und  wird  dann  singuläres 
Integral  oder  singuläreLösung  der  Differentialgleichung  genannt. 

So  erhält  man  beispielsweise  durch  Differentiation  von 


■<r-:^d=^ 


+ 

nx°~^  ydx-f-x°dy  —  bx°dx  =  0 

als  einfache  Differentialgleichung. 

1 
Diese  geht  durch  Multiplication  mit    —^z^i  i^ 

nydx-j-xdy  —  bxdx  =  0 
oder 

(ny  —  bx)dx-|-xdy  =  0 

über.  Wird  nun  die  Differentialgleichung  in  der  zuletzt  angeführten 
Form  vorgelegt,  so  ist  die  Integration  ohne  gewisse  Vorbereitung  nicht 
ausführbar.  Man  kann  sie  aber  auf  die  Form 


^d[xny--        J=0 


+ 
bringen  and  erkennt  daraus,  dass  sie  durch 


,  r  „         bx°+-l       _ 


also 
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x°  y  —  — j  --  =  e 


n  +  1 


und  durch 


xn-i 


0 


befriedigt  wird. 

1 
Es  ist  nun  die  Frage  zu  beantworten,  ob    -_;f  =0  ein  Integral 

dieser  Differentialgleichung  ist  oder  nicht. 

Die  Beantwortung  der  Frage  ist  verschieden  für  verschiedene 
Voraussetzungen  bezüglich  des  Wertes'  von  n. 

Die  Annahme  n  >  1  ist  ohne  Interesse,  weil  dann  die  Bedingung 

-^_-j  =  0  nur  für  unendlich  große  Werte  des  x  erfüllt  wird. 

Ist  0  <  n  <  1,  so  wird  die  Bedingung  cp  (x,  y)  =    ^_^  =  0  nur 

durch  X  :^  0  befriedigt,  weil  dann  im  Nenner  eine  negative  Potenz  des  x 
steht.  Dasselbe  gilt  auch  für  n  <  0.  Nun  stellt  aber  x  =  0  die  y-Axe 
vor,  und  diese  ist  ihre  Tangente  selbst,  mithin  entspricht  dem  Werte 
X  =  0,  y'=  oo. 

Setzt  man  diese  beiden  zusanmiengehörigen  Werte  in  die  durch 
Differentiation  des  allgemeinen  Integrals  direct  entstehende  Differential- 
gleichung 

dv 

nx°-iy-t-  x°  ,-^  —  bx^  =  0. 

-^    '         dx 

so  findet  man,  dass  sie  durch  dieselben  erfüllt   wird.   In   diesen   zwei 
Fnllen  ist  also  -^^zii  =  0  ^in  Integral  der  Differentialgleichung. 
Setzt  man  im  allffemeinen  Intesrral 


-  (y  -  ~^i) = « 


+ 

C  ^  0.  so  folß^  daraus  x  =  0,  das  Inte^ifral 7  =  0     ist   somit   für 

n  ^  1  im  allgemeinen  Integral  enthalten,  also  ein  particuläres  Integral 
der  Differentialgleichung. 

Ist  n  =  0,  dann  sind  x  =  0,  y'=  oo   auch  die  beiden  zusammen- 
gehörigen Werte.  Die  Differentialgleichung  geht  aber  in 

dx 
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über,  aus  welcher  y'=b  resultiert,  was  mit  y'=  od  im  Widerspruche 
steht.  Für  n  =  0  ist  also  --—£  =  0  eine  fremde  Lösung.  . 

Zur  Bildung  der  Differentialgleichung  durch  Elimination  der  Con- 
stanten  ist  die  Auflösung  der  Gleichung  nach  derselben  nicht  noth- 
wendig,  was  an  folgendem  Beispiel  gezeigt  werden  soll. 

Es  ist  die  Differentialgleichung  einer  Schar  von  Kreisen  mit  con- 
stantem  Radius  r,  deren  Mittelpunkte  in  der  x-Axe  liegen,  aufzastellePi. 

Diese  Schar  von  Kreisen  wird  durch  die  Gleichung 


2 


x^  -|-  y*  —  2  c  X  =  r 

dargestellt,  in  welcher  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet. 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  erhält  man 

x  +  yy^  — c  =  0 

und  nach  Elimination  des  c  aus  beiden  Gleichungen  die  gesuchte 
Differentialgleichung 

x«  +  y«-2x(x+yy')  =  r« 
oder 

x2-y*  +  2xyy'  +  r^  =  0. 

4.  Ebenso  wie  es  möglich  ist,  zu  jeder  Gleichung  mit  einem  will- 
kürlichen Parameter  eine  von  diesem  Parameter  freie  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  aufzustellen,  kann  zu  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  eine  den  Differentialquotienten  nicht  ent- 
haltende Gleichung  gefunden  werden,  welche  ihre  Folge  ist,  und  noth- 
wendig  eine  willkürliche  Constante  enthalten  muss. 

Man  kann  sich  nämlich  jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
durch  Auflösen  nach  dem  Differentialquotienten  auf  die  Form 

y^=cp(x,y) 

gebracht  denken,  woraus  zu  ersehen  ist,  dass  sie  für  jeden  Punkt  der 
Ebene  eine  Richtung  bestimmt.  Unter  allen  durch  diese  Differential- 
gleichung bestimmten  Richtungen  kann  man  eine  continuierliche  Folgt 
heraussuchen,  und  diese  gibt  eine  Curve,  welcher  eine  Gleichung  bloL 
zwischen  x  und  y  entspricht. 

Ertheilt    man   beispielsweise   dem    x   einen    festen  Wert  Xo   und 
ordnet  demselben  einen  festen  Wert  des  y,  y^  zu,  so  bestimmen  diese 
zwei  Größen  einen  Punkt  Pq.  Die  Differentialgleichung  y'o=  ?(X(,.y, 
gibt  eine 'durch  diesen  Punkt  Po  zu  führende  Richtung  t^. 
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Ertheilt  man  nun  dem  x^  einen  Zuwachs  d  Xq,  so  erleidet  dadurch  yo 
eine    Änderung    um    d  y^  =  y  o  d  x^  =  9  (x^,,  y^)  d  Xq.    Das    zusammen- 
gehörige Wertesystem  Xi  =  x  -f-  d  Xq   und  y^  =  y^  -f-  cp  (xq,  yo)  d  Xo   be- 
stimmt wieder  einen  Punkt  P^  (Fig.  136), 
welcher   auf  der    durch    Po    geführten  Pig.  ise. 

Richtung    to     liegt.     Die     Differential-  tg' 

gleichung      bestimmt      analog       durch  \    /    ^  ^^ 

y',  =fp(xi,y,)    eine   durch  P^    gehende  1/      / 

Richtung    t^.    Ändert    man    weiters  *  x^  ^^ 

um  dxj    und    setzt  Xj  -{"^^i  =  ^2^    ^^  p    //' 

gehty,  in  ya  =  yi +?(xi,yi)dxi  über,  /^ 

und    gibt   das   Wertepaar   Xj,  y2  einen  p   y^ -^ 

Punkt  P2   auf  der   Richtung   tj,   durch  ^^ 

welchen   eine  Richtung   ts  zu  legen  ist,      ^o^ 
welche  y  2  =  f  (x^.  y«)  bestimmt. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  gelangt  man  zu  einem 
Polygon,  welches  durch  unbeschränkte  Abnahme  seiner  Seitenlängen 
in  eine  Curve  tibergeht. 

Jedesmal,  so  oft  dem  beliebig  gewählten  yo  ein  anderer  Wert 
beigelegt  wird,  erhält  man  auf  die  angegebene  Weise  eine  andere  Curve, 
Die  Differentialgleichung  gibt  also  in  diesem  Sinne  eine  Curvenschar, 
und  y,)  repräsentiert  den  willkürlichen  Parameter  in  der  Gleichung 
der  Schar. 

Durch  die  Differentialgleichung 

y^=T(x,y) 

ist  nicht  nur  der  erste  Differentialquotient  der  unbekannten  Function, 
sondern  es  sind  auch  alle  höheren  Differentialquotienten  derselben 
gegeben,  denn  diese  können  nach  und  nach  durch  Differentiation  des 
ersten  ermittelt  werden. 

So  findet  man: 

^  ?x2    ^"^  5x  3y  y  ^   5y2    ^    ^   3y  ^ 


Ertheilt  man  nun  dem  x  einen  bestimmten  Wert  Xo  und  ordnet 
diesem  einen  beliebigen  aber  festen  Wert  yo  des  y  zu,  so  kann  man  die 
diesem  Wertepaare   entsprechenden  Werte   aller  Differentialquotienten 
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y  05  y  0?  y    0^  •  •  •  bestimmen  und   gewinnt   hinreichend  Material  um 
die  Differentialgleichung   nach   Taylor   durch   eine  Reihe  darzustellen. 

y  — yo^     j     j  0  ^    j2    yon^--- 

Selbstverständlich  gilt  diese  Darstellung  nur  für  jenen  Wertebereich 
von  X,  für  welchen  die  Reihe  convergiert. 

Durch  Integration  dieser  Potenzreihe,  nachdem  sie  mit  dx  mul- 
tipliciert  wurde,  zwischen  den  Grenzen  Xq  bis  x  erhält  man: 

y-yo  =  (x  — Xo)yoH i".-2  "  ^    ""^1.2!    ^    <>  +  .•• 

oder 

y— yo-t-     1      yo+    j^g    ^  «+  1.2.3  ^  " 


0  I 


Die  letzte  Reihe  drückt  y  als  Function  von  x  aus  und  wurde 
aus  der  Differentialgleichung  abgeleitet  stellt  somit  das  Integral  der 
Differentialgleichung  dar.  Dieses  Integral  enthält  thatsächlich  eine  will- 
kürliche  Constante,  nämlich  yo. 

So  findet  man  beispielsweise  aus  der  Differentialgleichung 


durch  Differentiation 


y  =ay 


y^^  =ay  =a2y; 
y  =a2y=a3y; 
yiv=a3y'=a^y, 


Setzt  man  nun  Xq  =  0  und  ordnet  diesem  Werte  yo  =  c  zu< 
erhält  man  als  Integral  der  Differentialgleichung 

oder 


v 

V 


=  «0+r+f^  +  rS+-> 


Dieses  Integral  kann,  weil  die  Summe  der  eingeklammerten  Reih< 
bekanntlich  e**  ist,  in  geschlossener  Form 

y  =  ce** 
dargestellt  werden. 
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5.  Enthält  eine  gegebene  Gleichung 

F  (X,  y,  c„  e^)  =  0 (4 

zwei  willkürliche  Constanten  c,  und  c^,  so  kann  aus  derselben  durch 
entsprechende  Elimination  der  Constanten  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  gebildet  werden. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (4  erhält  man: 

^     -f  -^—  y  =  0, (o 

2x    '    c^y  "^  ' 

eine  Gleichung,  welche  im  allgemeinen  die  beiden  Constanten  enthält. 
Aus  den  zwei  Gleichungen  (4  und  (5  kann  eine  der  Constanten 
eliminiert  werden.  Das  Eliminationsresultat  wird  im  allgemeinen  x,  y,  y* 
und  eine  der  beiden  Constanten  enthalten,  also  eine  der  beiden  Formen 
haben : 

4>i  (x,  y,  y;  c,)  =  0 

^2  (x,  y,  7\  C2)  =  0 


(6 


Diese  sind  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Sollen  beide 
Constante  eliminiert  werden,  so  ist  hiezu  eine  dritte  Gleichung  erforder- 
lich, welche  durch  nochmalige  Differentiation  von  (5  gewonnen  werden 
kann. 

$2Y     '       3^F  52F  9F 

?^^  +  2  2^-5yy'  +  -,--.-y'«+5yy'"  =  o   .   .(7 

Das  Eliminationsresultat  nach  der  Elimination  beider  Constanten 
aus  den  Gleichungen  (4,  (5  und  (7  enthält  x,  y.  y',  y''  und  ist  eine  Diffe- 
rentialgleichung von  der  allgemeinen  Form: 

/(x,  y,  y;  y^^)  =  0, 

w^elche  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  weil  sie  den  zweiten  Differential- 
quotienten enthält. 

Das  allgemeine  Integral  derselben  (4  enthält  zwei  willkürliche 
Constante. 

Die  beiden  Gleichungen  (6  nennt  man  erste  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung,  sind  diese  bekannt,  so  kann  aus 
ihnen  durch  Elimination  des  Differentialquotienten  y'  das  allgemeine 
Integral  (4  gefunden  werden. 

Die  Stammgleichung  (4  stellt  ein  zweifach  unendliches  System 
von  Curven  vor.  Die  Differentialgleichung  drückt  wieder  eine  allen 
Curven   dieses   Systems  gemeinschaftliche  Eigenschaft  aus,    und  zwar, 
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weil  y''  durch  y'  und   den  Krümmungsradius  p   ausgedrückt  werden 

JBl 

kann,  y"=^^ —     "^     -,  eine  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten.  der 

Tangentenrichtung  und  der  Ejrünunung  der  Curve  im  Berührungspunkte. 
Soll   beispielsweise   die  Differentialgleichung   aller  Kreise,  deren 
Mittelpunkte  in  der  x-Axe  liegen,  aufgestellt  werden,   so  sind  aus  der 
zwei  willkürliche  Parameter  enthaltenden  Gleichung  derselben 

(x  —  Ci)2 -f  y«  =  C2 

die  Parameter  zu  eliminieren. 

Bei   dieser  Aufgabe   erfolgt   die    Elimination   direct   durch  dsb 
Differenzieren.  Man  erhält  nämlich 

X  — c,  +  yy^=0 
und  durch  nochmalige  Differentiation 

i  +  yy"  +  y'^  =  o 

die  gesuchte  Differentialgleichung,  welche  die  willkürlichen  Parameter 
nicht  mehr  enthält. 

Diese  Differentialgleichung   muss   eine   allen  Kreisen   der  Schar 
gemeinschaftliche    Eigenschaft    ausdrücken,    was     durch    Substitution 

y"  = —^ zu  erkennen  ist. 

Die  Gleichung  geht  dadurch  in 

i  +  y'^  +  y-i/--=o 

oder 


p  =  -yKi  +  y'* 

über  und  sagt,  dass  die  Krümmungsradien  gleich  sind  den  Normal- 
stücken,  d.  h.  dass  alle  Krümmungamittelpunkte  in  der  x-Axe  liegen. 

Ebenso  wie  dies  für  die  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 
geschehen,  kann  auch  hier  gezeigt  werden,  dass  es  möglich  ist,  zu  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  eine  von  ihr  abhängige  Gleichung 
zu  finden,  welche  keine  Differentialquotienten  enthält,  und  dass  diese 
nothwendig  zwei  willkürliche  Constanten  haben  muss. 

Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  kann  durch  Auflösen 
nach  dem  zweiten  Differentialquotienten  auf  die  Form 
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gebracht  gedacht  werden  und  gibt   dann  den  Wert  des  zweiten  DifiFe- 
rentialquotienten  ftlr  bekannte  Werte  von  x.  y  und  j\ 

Setzt  man  ein  für  allemal  einen 
Wert  Xo  von  x  fest  und  ordnet 
diesem  ein  bestimmtes  aber  willkür- 
liches y  =  Jq  zu,  so  erhält  man  einen 
Punkt  Po  in  der  Ebene  (Fig.  137). 
Legt  man  femer  dem  ersten  Diffe- 
rentialquotienten y',  für  das  Werte- 
svstem  Xo,  yo  auch  einen  bestimmten 
Wert  y'o  bei,  so  wird  dadurch  die 
Tangente  to  in  diesem  Punkte  be- 
stimmt. Durch  diese  drei  Annahmen 
ist  bereits  y' q  vollkommen  bestimmt. 

Ertheilt  man  nun  dem  Xq 
einen  Zuwachs  dxo,  so  ist  dadurch 
schon  der  Zuwachs  von  yo  und  y  ^ 
bestimmt;  denn  für 

Xi  =  Xo  +  d  X,, 
geht  yo  in 

und  y 0  in 

y\  =  y  0  +  d  y  0  =  y  0  +  y"o  dxo  =  y  o  +  ?  (xo,yo,  y  o)  d  xo 


Pl 


Oo' 


yo  +  yodxo 


über.  Diese  drei  Größen  bestimmen  einen  Punkt  Pj  und  die  Tangente 
in  demselben  tj. 

Durch   Fortsetzung   dieses    Verfahrens    gelangt    man    zu    einem   . 
Polygon,  beziehungsweise   zu  einer  Curve,   und   schließlich   weil   man 
jedem  Werte  y^,  unendlich   viele  Werte  y  ^  zuordnen  kann,   zu   einer 
Schar  von  Curvenscharen. 

Aus  der  gegebenen  Differentialgleichung 

y^^  =  T(x,y,y^) 

kann  man  wieder  durch  Differentiation  alle  höheren  Differentialquotienten 
ableiten  und  ihre  Werte  für  das  gewählte  Wertesystem  y^,  y  ^  berechnen. 

Kennt  man  nun  diese  Werte  y' oj  y"'o  •  •  •?  so  kann  man  wieder 
die  Differentialgleichung  durch  eine  Reihe  darstellen,  deren  Integration 
das  Integral 
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y  =  70  H — j  -  y  0  H — ni'""  ^  *^  "^  "17273"  ^  o  +  •  •  • 

derselben  gibt. 

jo  und  y  0  sind  zwei  willkürlich  gewählte  Größen,  es  entkli 
also  das  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  thatsäck 
lieh  zwei  willkürliche  Constante. 

So  erhält  man  beispielsweise  durch  fortgesetzte  Differentiation  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

die  höheren  Differentialquotienten: 

y^  =XV', 

yVII__X6y\ 


Setzt  man  also  Xq  =  0,  Jo  ^  c,  und  y",,  =  Cj,  so  erhält  man  da* 
allgemeine  Integral 


X*   . »  x^      , .        ,  X* 


y  =  c.  + ^0,-3-2  X»c,-j-^X»c,  +  3--2-3;4X«c,-r 


X* 


oder 


+  1.2.3.4.5^**^^       •••' 
dem  man  auch  die  Form 

fx         X«  X»  X<  x^ 1 

+  *^^Ll        1.2.3"'"l.2.3.4.5         •J 

,  C2  r         (Xx)3     (Xx)^      •  -1 

geben  kann,  so  dass  sich  schließlich^  weil  die  Summen  der  Reihen  be 
kannt  sind, 

y  =  Ci  cos  Xx  -[-   '^-  siii  ^x 
ergibt. 
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Dieses  Integral  kann,  weil  c^  und  C2  willkürliche  Größen  sind, 
auch  in  der  allgemein  üblichen  Form 

y  =  A  cos  X  X  -[-  B  siii  ^  X 

geschrieben  werden,  in  welcher  A  und  B  ganz  willkürliche  aber  con- 
stante  Parameter  bedeuten. 

6.  Enthält  eine  Gleichung 

F  (x,  y,  Cj,  C2  . . .  Cn)  =  0 

n  willkürliche  Parameter,  so  kann  aus  derselben  durch  Elimination 
aller  Parameter  eine  Differentialgleichung  gebildet  werden,  welche  im 
allgemeinen  die  Differentialquotienten  y'  bis  y^"^^  enthält. 

Sie  heißt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  der  n^®°  Ordnung 
und  ihr  Integral  enthält  n  willkürliche  Constante. 

Im  allgemeinen  sei  noch  bemerkt,  dass  zur  näheren  Charakteri- 
sierung einer  Differentialgleichung  die  Ordnung  und  der  Grad  derselben 
in  erster  Linie  dient. 

Die  Ordnung  einer  Differentialgleichung  wird  durch  den  höchsten 
in  ihr  enthaltenen  Differentialquotienten,  ihr  Grad  hingegen  durch  den 
höchsten  Potenzexponenten  des  höchsten  Differentialquotienten  be- 
stimmt. 

So  ist  beispielsweise  x*y'*^  -f-  siny  .y'^y''  -\-  c*y°  =  0  eine  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  und  dritten  Grades;  x*  y  "  -j-sin  y .  y '  -|- 
-[-  e*  y°  =  0  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  und  ersten 
Grades. 

Aus  dem  bereits  Gesagten  geht  auch  zweifellos  hervor,  dass  das 
allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  n*®'  Ordnung  n  willkür- 
liche Constante  enthalten  muss. 

Wie  bei  der  Integration  überhaupt  gibt  es  auch  bei  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen  kein  allgemeines  zum  Ziele  führen- 
des Verfahren,  und  man  kann  nur  eine  Reihe  von  Methoden  angeben, 
welche  bei  mehr  oder  minder  umfangreichen  Gruppen  von  Differential- 
gleichungen zum  allgemeinen  Integral  derselben  führen. 

Theoretisch  ist  die  Integration  stets  als  ausgeführt  anzusehen, 
wenn  es  gelungen  ist,  die  Variablen  zu  trennen,  d.  h.  die  Gleichung 
auf  eine  Form  zu  bringen,  in  welcher  der  Factor  von  d  x  eine  y  nicht 
enthaltende  Function  von  x  und  der  Factor  von  dy  eine  die  unab- 
hängige Variable  x  explicit  nicht  enthaltende  Function  von  y  ist. 
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1-  Abscliiiitt. 

Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

§  73.  Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
und  vollständiger  Form. 

Eine  Diflferentialgleichung  hat  dann  die  vollständige  Form,  wenn 
sie  ein  exactes  Differential  einer  endlichen  Gleichung,  d.  h.  das  un- 
veränderte Resultat   der  Differentiation  einer   endlichen  Gleichung  k 

Öo  erhält  man  durch  die  Differentiation  der  Gleichunsr 


X"  y"  =  c 
eine  Differentialgleichung 

dv 

m  x"-*7°  -f-  nx™y°~^  -   "-=  0 

oder 

mx°*""*y°dx  -|-  nx™y°-^dy  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  von  vollständiger  Form. 
Dividiert   man  sie    durch  den  Factor  x™""^y°**^,    so  erhält  man 
die  gleichbedeutende  Differentialgleichung: 

mydx-|-nxdy  =  0, 

welche  aber  nicht  mehr  die  vollständige  Form  hat,  weil  sie  kein 
exactes  Differential  mehr  ist. 

Soll  nun  eine  gegebene  Differentialgleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0, 

in  welcher  II  und  N  Functionen  von  x  und  y  bedeuten,  die  vollständig' 
Form  haben,  so  muss  sie  das  unveränderte  Resultat  der  Differentiati  i 
einer  (vorläufig  noch  unbekannten)  Function 

F  (X,  y)  =  0- 

sein. 

Das  unveränderte  Resultat  der  Differentiation  dieser  Function  :>i 

aber 

9F  9F 

^       dx-l —  —  dy  =  0. 

ex  '       c^V        "^ 
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Es   müssen   also   in  dem   angenommenen  Falle   die  Beziehungen 
bestellen: 

5F 


5x 


^F 


=  M, (a 


''         N, (ß 


^y 


aus  welchen  durch  partielle  DiflFerentiation,  und  zwar  der  ersten  nach  y 
und  der  zweiten  nach  x 


c 


«F         3U 


c'  X  c^  y         c 


und  mit  Rücksicht  auf 


c2F       . 

c  y  c?  X 

92Y 

9'F 

—  1 


folfft. 


c'xcy        cyc^x 

5  M           $  N 

cy              c^x 

Die  Gleichung 

2y           9k 

ist  demnach  das  Kennzeichen  hieftir,  dass  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0 

iie  vollständige  Form  hat,  also  das  unveränderte  Differential  einer 
endlichen  Gleichung  ist.  Sie  wird  die  Bedingung  der  Integrabilität 
genannt. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  gestaltet  sich  die  Integration  der 
Differentialgleichung  sehr  einfach. 

Da  in  diesem  Falle 


a  -L^ 


F 


=:M, 


5x    "     ' 


\o  ist  M  durch  partielle  Differentiation  von  F  (x,  y)  nach  x  entstanden, 
;vobei  Glieder,  welche  nur  y  und  Constante  eventuell  enthalten  haben 
tonnten,  weggefallen  sind. 

Wird   also   zu   dem   Integral  f  M  d  x   noch   eine    Function   cp  (y) 
ron  y  allein  hinzugefügt,  welche  alle  bei  der  partiellen  Differentiation 


oder 
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von  F  (x,  y)  nach  x  entfallenen  Glieder  mit  y  allein  enthält,  so  wird 
dadurch  schon  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichniig  er- 
halten. 

F(x,y)  =  jMdx  +  <p(y). 

Zar  Bestimmung  von  f  (y)  hat  man  nur  diese  Gleichung  partiell 
nach  y  zu  differenzieren  und  erhält: 

3F  _gftldx       d?(y) 
9j~      3j        '      dy 

also  mit  Rücksicht  auf  (ß 

^        J5y        ^     dy 
Hieraus  folgt  unmittelbar 

,d?(y)  =  dy[N-J|^-dx]. 

und  nach  Integration: 

<PCy)  =  ^[N-J^dx]dy  +  C. 

Das  allgemeine  Integral   der  gegebenen  Differentialgleichung  i?: 
demnach: 

jMdx  +  J[N-J^^dx]dy  +  C  =  0. 

Beispiele: 

1.  Es  soll  die  Differentialgleichung 

(2ax  +  by+f)dx  +  (bx  +  2cy  +  g)dy  =  0 

integriert  werden. 

Hier  ist 

M  =  2ax  +  by  +  f;      . 

N  =  bx  +  2cy  +  g. 
Demnach 

SM       i,     3N       , 

c/y  c?x 

die  Bedingung  der  Integrabilität  erfüllt. 
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Man  erhält  also  als  allgemeines  Integral: 

[(2ax4-by  +  f)dx  +  J[bx  +  2cy  +  g— Jbdx]dy-f  C  =  0, 

i.  h. 

ax2  +  bxy  +  fx-fbxy  +  cy2_|-gy_bxy-f-C  =  0 

oder 

ax24-bxy4-cya  +  fx  +  gy  +  C  =  0. 

Die  gegebene  Differentialgleichung  war  die  Differentialgleichung, 
einer  Curve  zweiter  Ordnung,  welche  durch  zwei  feste  Punkte  der  un- 
endlich fernen  Geraden  geht 

2.  Es  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

dx  dy 


^  y  V        x^  +  y«; 


fx2  +  y2    '     y    V         tx«  +  y2, 
zu  bestimmen. 
Weil  hier 

j^_ 1      .       jT 1 X 


]/ x«  +  y2  y       y  l^x»  +  y2 

so  ist 

gM y 

^N 1 X»       ___  y 

also  die  Bedingung  der  Integrabilität  erfüllt. 
Man  erhült  demnach 


dx  = 


-  yV      1  x^  +  yO 


1 


Ix^  +  y«/       x  +  Kx*  +  yä    l'x^  +  y" 

oder,  wenn  man  im  letzten  Bruch  Zähler  und  Nenner  mit  ]/x*  M~  7*  —  x 
multipliciert, 
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d.  h.  als  allgemeines  Integral: 

I  (X  +  1' x^  +72)  —  1  C  =  0 
oder 

Da  nun  aas  dem  allgemeinen  Integral 

x«  +  y2  =  x8  — 2Cx-f  C«, 
also 

y2=:C«  —  2CX 

folgt,  stellt  die  Diflferentialgleiehung  ein  System  oonfocaler  Parabeln 
vor.  (Parabeln,  welche  dieselbe  Axe  und  denselben  Brennpunkt  haben.; 

Diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Bedingung  der  Integrabilitat 
erfüllt  ist,  gehören  zu  Ausnahmen^  man  kann  aber  jede  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  auf  unendlich  viele  Arten  durch  Multipli- 
cation  mit  einem  von  y  und  x  abhängigen  Factor  auf  die  Form  bringen, 
in  welcher  dieser  Bedingung  Genüge  geleistet  wird.  Def  zu  dieser 
Umgestaltung  erforderliche  Factor  wird  der  »Integrabilitätsfactor« 
genannt. 

Eine  gegebene  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 

Mdx  +  Ndy  =  0 (1 

hat  unbedingt  ein  allgemeines  Integral,  welches  eine  willkürliche  Con- 
stante  enthält.  Dieses  Integral  sei  in  der  nach  der  Constanten  C  auf- 
gelösten Form: 

F(x,y)  =  C (2 

Durch  Differentiation  dieses  Integrals  erhält  man 

9  F  3  F 

_Ldx4--^~  dv  =  0 (3 

<?  X  c^  y      "  ' 

eine  Gleichung,   welche  mit  der  gegebenen  Differentialgleichung  liqui- 

dy 
valent  sein  muss,  d.  h.  für  ~- denselben  W  ert  geben  muss  wie  diese. 

dx 

dv 
Damit    die   angeführten   zwei   Gleichungen    (1    und    (3    für    .\ 

stets  denselben  Wert  geben,  ist  nur  erforderlich,  dass  die  Coefficienten 
von  dx  und  dy  in  denselben  proportional  sind,  dass  also  für  alle 
Werte  des  x  die  Beziehung  besteht: 

c^F         9F 

"^      --> 

C--  X    =    c  y  . 
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■ 

Setzt  man  nun  die  beiden  Quotienten 


c^F 


S  X    und    9  y 


M  N 

»jrleich  p,  wobei  p  im  allgemeinen  eine  Function  von  x  und  y  sein 
wird,  da  im  Zähler  und  Nenner  der  Quotienten  Functionen  dieser 
beiden  Variablen  stehen,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

5F  5F 

=— =pM;      ::^=pN 

o'x  Sy 

und  in  Berücksichtigung  derselben: 


3F  ,       .    2¥ 


p  ( M  d  X  +  N  d  y )  =  ^^  d  X  +  -^  d  y . 

Da  in  der  letzten  Gleichung  rechts  vom  Gleichheitszeichen  das 
vollständige  unveränderte  DiflFerential  von  F  (x,  y)  =  C  steht,  so 
ist  auch  der  linke  Theil  derselben  das  vollständige  Differential  dieser 
Function. 

Die  Differentialgleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0 (1 

kann  also  thatsächlich  durch  die  Multiplication  mit  einem  von  x  und 
y  abhängigen  Factor  auf  die  vollständige  Form  gebracht  werden. 
Dieser  Factor  p  ist  demnach  ein  integrierender  Factor  der  gegebenen 
DiflFerentialgleichung. 

Um  den  integrierenden  Factor  zu  bestimmen,  hat  man  nur  zu 
bedenken,  dass  nach  der  Multiplication  mit  demselben  die  Differential- 
gleichung die  vollständige  Form  annimmt,  in  welchem  Falle  die  Inte- 
grabilitätsbedingung  erfüllt  sein  muss. 

Aus  dieser 

g  (p  M)  _  3  (p  N ) 

folgt,  weil  auch  p  eine  Function  von  x  und  y  repräsentiert: 
oder 

.n££_„££  =  p(»!_!^) (4 

c  X  cy  \  <y  y         c-  x  / 
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Aus  der  letzten  GleichuDg  kann  nur  p  bestimmt  werden.  Diese 
enthält  außer  p  die  beiden  ersten  partiellen  Differentialqaotienten 
von  p,  ist  somit  eine  sogenannte  »partielle  Differentialgleichung<,  deren 
Integration  eine  weitaus  compliciertere  Aufgabe  ist  als  die  ursprünglich 
gestellte. 

Es   gibt   aber   Fälle,   in   welchen   der  integrierende  Factor  eine 
Function   von   x   allein  ist   und  sehr   einfach  bestimmt  werden  kann. 
Für  einen  dieser  Fälle  wird 

9p_dp^    ?P.  =  0. 

dx       dx'    5y 

Bringt    man    überdies   die    gegebene    Differentialgleichung    (1    durch 
Division  mit  N  auf  die  Form 

Rdx  +  dy  =  0 (5 

was   immer  geschehen  kann,   so  geht  die  zur  Bestimmung  von  p  die- 
nende Gleichung  (4  in 


dp  5R 


=  P 


oder 


dx       ^  9y 


1  dp       3R 


p  dx       5y 

über.   Da   in   dieser   Gleichung   auf  der   linken   Seite   eine   Function 
von  X  allein   steht,   muss  auch  der  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheits- 

2R 

zeichen  -tt-  eine  Function  von  x  allein  sein,   welche  kurz  mit  P  be- 

zeichnet  werden  soll. 
Aus 

p  dx 
oder 

^  =  Pdx 
P 

folgt  dann  durch  Integration: 

lp  =  JPdx, 


also: 

e 


C  Pdx 

=  e  J 
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Um  ZU  erkennen,  wie  die  Differentialgleichung  beschaffen  sein 
muss,  welche  eine  Function  von  x  allein  als  integrierenden  Factor 
hat,  ist  nur  zu  berücksichtigen,  dass  in  diesem  Falle 

eine  Function  von  x  allein  sein  muss. 

Man  erhält  nämlich  durch  Integration  dieser  Bedingung 

R  =  JPdy-Q, 

wobei  Q  keine  Constante,  sondern  eine  Function  von  x  bedeutet,  weil 
bei  der  partiellen  Differentiation  von  R  nach  y  Glieder  mit  x  allein 
weggefallen  sein  konnten. 

Da    nun   P    y    nicht    enthält,    so    ist  f  P  d  y  =  P  J  d  y  =  P  y, 

mithin 

R  =  Py-Q, 

wobei  P  und  Q  Functionen  von  x  allein  bedeuten. 

Nur  dann,  wenn  R  diese  Form  aufweist  oder  auf  diese  Form 
gebracht  werden  kann,  ist  der  integrierende  Factor  eine  Function 
von  X  allein. 

Die  gegebene  Differentialgleichung  (5  nimmt  dann  aber  die 
Form  an:  p 

(Py-Q)dx-[-dy  =  0 
oder 

^  +  py=Q (« 

Sie  ist  bezüglich  y  und  y'  linear  und  wird  »lineare  Differential- 
gleichung erster  Ordnung«  genannt. 

Dass  die  lineare  Differentialgleichung  (6  nach  der  Multiplication 

mit  dem  Factor  p  =  eJ**^*    thatsächlich   die   vollständige  Form   an- 
nimmt, ist  direct  einzusehen.    Die  linke  Seite  der  Gleichung 


(|{  +  Py)e5^-''  =  Qe5-' 


ist  nämlich  der  Differentialquotient  von  yeJ      *,  und  man  kann  dem- 
zufolge schreiben: 


dx 
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oder 

d(yei''''')  =  Qe3^''Mx. 
Hieraus  folgt  als  allgemeines  Integral  dieser  Differentialgleicbuc^ 
yei''''-  =  JQeS''''''dx  +  C 
oder 

y  =  e-S''''[c-|-jQe^'"''Mx]- 
Diese  allgemeine  Form  des  Integrals   einer  linearen  Differential- 
gleichung  erster   Ordnung   wird    seinerzeit   auf  einem  anderen  We^     , 
gefunden  werden. 

Beispie); 
Die  Diflferentialgleicbnng 

dx        x^~':^ 
ist  mit  Hilfe  des  integrierenden  Factors  zu  integrieren. 

Diese  GHeichung  ist  von  der  ersten  Ordnung  and  linear,  demnacli 
ist  ihr  integrierender  Factor 

X^ 

MulUpliciert  man  sie  mit  diesem  Factor,  so  geht  sie  in 

1  iz  _  ^  -  f  I 

X'idx        x'  ~  '  x^ 

über.  Durch   die*«  Maltiplication   wurde   also   thatsächlich    die    linke 
Seite    lier    GleicliLinp:    zu    eineui    vollständigen    Differentialquotienlen. 

nilralich  zum  Differentialquotienten  von  --^.   , 

Man  kann  nun  schreiben: 


(Ö 


^ 


oder 

Diul  BEiiBlt  hleraas  durch  iDte^mtimi: 


t 
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^  =  —  ^  l' ^  +  c 

oder 

2  l'"~ 
y  =  C  x^  —  »7  r  *  ^ 

als  allgemeines  Integral. 

Im  integrierenden  Factor  ist  eigentlich  eine  allgemeine  Methode 
der  Integration  der  Diflferentialgleichungen  erster  Ordnung  enthalten, 
doch  ist  durch  dieselbe,  insofern  es  sich  um  die  thatsächliche  Dar- 
stellung des  Integrals  handelt,  nicht  viel  gewonnen,  weil  die  Bestimmung 
dieses  Factors  in  den  weitaus  meisten  Fällen  sehr  compliciert  wird. 
In  der  Folge  sollen  demnach  andere  Methoden  besprochen  werden, 
deren  Anwendung  auf  ganze  Gruppen  von  Differentialgleichungen 
rascher  und  einfacher  zum  Ziele  führt. 

§  74.    Integration    der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

durch  Trennung  der  Variablen. 

Die  Grundlage  für  die  Integration  von  Differential- 
gleichungen, welche  die  vollständige  Form  nicht  besitzen,  ist  die 
Trennung  der  Variablen. 

Sie  besteht  darin,  dass  die  Gleichung  auf  eine  Form  gebracht 
wird,  in  welcher  die  Coefficienten  der  Differentiale  keine  andere 
Variable  enthalten,  als  jene,  mit  deren  Differential  sie  multipliciert 
erscheinen. 

Nach  durchgeführter  Trennung  der  Variablen  nimmt  demnach 
die  Differentialgleichung  die  Form  an: 

/(x)dx  +  rp(y)dy  =  0, 

welche  direct  Glied  für  Glied  integriert  werden  kann: 

J/(x)dx+J?(y)dy  =  C. 

Mit  Rücksicht  darauf  wurde  bereits  in  der  Einleitung  gesagt, 
dass  eine  Differentialgleichung  theoretisch  als  integriert  anzusehen  ist, 
sobald  die  Trennung  der  Variablen  durchgeführt  wurde. 

Die  Trennung  der  Variablen  kann  entweder  direct 
oder  erst  nach  Einführung  neuer  Variablen  bewirkt  werden. 

1,  Beispiele  für  die  directe  Trennung  der  Variablen. 
1.  Die  Gleichung 

mydx-)-nxdy  =  0 
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erhält,  wenn  man  sie  durch  xy  dividiert,  die  Form 

dx    ,       dy 
m k  n  -^  =  0. 

^        y 

In   dieser  sind   die  Variablen   bereits   getrennt,    und    die    Integration 
gibt  sofort: 

m  .  1  X  4-  n .  1  y  =  1  c 
oder 

1  (x«  y°)  =  1  c, 

also  schließlich  als  allgemeines  Integral: 

x°*  y"  =  c. 

Die  willkürliche  Integrationsconstante  kann  entsprechend  den  Be- 
dingongen  der  Aufgabe  bestimmt  werden. 

Wäre  beispielsweise  die  Forderung  gestellt,  dass  die  durch  die 
Gleichung  dargestellte  Curve  durch  einen  Punkt  Po  (xq,  Jq)  gehe,  so 
wäre,  weil  die  Coordinaten  dieses  Punktes  der  Gleichung  genügen 
müssten, 

c  =  Xo~  yo° 
zu  setzen. 

2.  Die  Gleichung 

ydx  — fl.— x'*dy  =  0 
nimmt  nach  Division  durch  y  ^T —  x*  die  Form  an: 

dx       dy ^ 

Kl  —  ^ "~  y  ~  ' 

in  welcher  die  Trennung  der  Variablen  bereits  durchgeführt  erscheint. 
Durch  Integration  erhält  man: 

arc  sin  x  —  1  7  =  —  Je 
oder 


z^t^.  schließlich 


arc  sin  X  =  1 

c 


y  =  ce  ••*•'"*. 


"M*rl!t    man    hier    die    Bedingung,    dass  etwa   für    x  =  1   auch 
■•  =  1  «^L  6o  erhält  man  durch  Einsetzen  dieser  Werte: 


1  =  c  e»"**"^  =  ceT, 
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also 


•sz 

c  =  e~  2. 


Die  Integralgleichung  ist  somit  für  diesen  speciellen  Fall: 

K 
Y  Q  »rc  aln  z  —  "^ 

3.  In  der  Differentialgleichung  der  Tractorie 

-^  =     _  L 

d  X  ]U2     ^  y2 

ist  auch  die  Trennung  der  Variablen  direct  möglich. 

Diese  wird  durch  Division  mit  — _— r_=r-  und  gleichzeitige  Mul- 

ya«  —  f 

tiplication  mit  dx  bewerkstelligt. 


^—  d  y  =  d  X. 

Demnach  ist  die  Integralgleichung: 


J 


Zur  Ermittlung  des  Integrals  ^tze  man: 

y  =  a  sin  z, 
also 

d  y  =  a  cos  z  d  z. 
wodurch  dasselbe  in 

r  VsL^  —  a«  sin'^'z  ^  fcos«  z 

\ . acoszdz  =  a\  •^—  d  z 

J         a  sm  z  j  sm  z 

übergeht. 

fcos^z  ,  fl  — sin^z,  r  dz  f  •       ^ 

a\-^ dz  =  a\ . dz  =  a\  i^r  ~  —  aVsmz  dz  = 

J  sm  z  J      sm  z  j  sm  z         j 

=  a .  1  tang  ^  4"  ^  •  ^^s  z  -\-  C 

Um  auf  die  ursprüngliche  Variable  y  zurückzukommen,  hat  man 
nur  zu  berücksichtigen,  dass: 

cos  z  =  1^1  —  sin^  z=l'l  —  ^=-  fa^  —  y^? 


a^       a 
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.     z                 z          z  y 

sin  ^       2  sin  ^  cos  ^              .  - 

z  2  2         2  smz      a 

^°^  2  ~         z  ""  ~~        Tz      ~  F-j^cosz  ~  .  ,    1 


cos-  2cos\^-  l4__|V__y5 


V 

a  +  y'ä'' 


Es  ist  somit: 


i 


1    ^f    .- L    ,  ,  V 


y  a  -f  [^a^  —  y-^ 


Demzufolge  die  gesuchte  Integralgleichung: 


V 


X  =  a  1 ,  /___=-  +  1  a'-*  —  y «  +  C, 

a-f.  [a^^y- 

welche,  weil   sie   eine    willkürliche  Constante  enthält,   eine  Schar  von 
Tractorien  vorstellt. 

^lan  kann  die  Constante  derart  bestimmen,  dass  die  Spitze  der 
durch  die  specielle  Gleichung  dargestellten  Tractorie  in  der  y-Axe 
liegt.  Dann  mtlssen  nämlich  die  Coordinaten  dieser  Spitze  x  =  0  und 
y  =  a  der  Gleichung  gentigen.  Das  Einsetzen  dieser  Coordinaten  in 
die  Gleichung  gibt:  0  =  0  +  0  +  C,  d.  h.  C  =  0  für  den  ange- 
nommenen P'all,  und  die  Tractorie  von  dieser  speciellen  Lage  hat  die 
Gleichung 

X  =  a  .  1 -L^-=  +  Kä"  —  y". 

a  +  j/a^  — y2 

4.  Bei  welchen  Curven  ist  die  Subtangente  eine  lineare  Fanction  der  Abscisse 

des  Berührungspunktes  ? 

y  d  X 

Die  Subtangente  ist  gegeben  durch  den  Wert  von  — ,  =r  y  - — ;  eine  lineare  Func- 

tion  von  x  hat  die  allgemeine  Form  m  x  -|-  n,  mithin  lautet  die  Differentialgleicbung 
aller  Curven  von  dieser  Eigenschaft: 

d  X 

y  3—  =  mx  +  n. 

-^  dy 

y 

Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  (m  x  -|-  n)  j—,    so    werden  dadurch  die 

dy 

Variablen  getrennt  und  man  erhält: 

dy dx 


y         mx  -f  n 
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woraus  durch  Integration: 

1  y  =  1  1  (m  X  +  n)  -f  -  1  C 

oder 

y™  =  C  (m  X  +  n) 
folgt. 

Diese  Integralgleichung  zeigt,  dass  derartige  Gurren  parabolisch  sind. 
5.  Welche  Gurre  hat  eine  constante  Subtangente? 

Die  Differentialgleichung  dieser  Gurve  ist 


also 

dx 

^  dy 

dv       dx 

was 

integnert 

y       a ' 

oder 

7  =  06"= 

gibt. 

Die  Gurve  ist 

eine 

logarithmische  Linie. 

2.   Beispiele,    in    toelchen  die  Trennung    der   Variablen  nicht  direct 
durchführbar  ist. 

1.  In  der  Gleichung 

|l  =  i  +  m(y-x) 

kann  die  Trennung  der  Variablen  nicht  direct  bewirkt  werden. 
Setzt  man  aber 

y  —  X  =  z, 

also 


d  y  —  d X  =  d  z;      -y  =  1  -f  --^, 


dx  dx 

so  geht  die  Gleichung  in 

14-^  =  l+inz 
dx 

oder 

dz 

,-    =  mz 

dx 

über. 
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Nun  ist  die  Trennimg  der  Variablen  leicht  darchfolirbar.  und  zwar 

dx 
durch  Maltiplication  mit  ~    : 

dz  . 

-—  =  m  dx. 
z 

Hieraus  folgt  nach  Integration: 

1  z  —  1  C  =  mx 

z  =  Ce°»\ 

.  Die  Rücksubstitution  gibt: 

y  —  X  =  Ce"* 

als  die  gesuchte  Integralgleichung. 

Soll   hierin   speciell  für  x  ==  0,  y  =  1  werden,   so  muss  C  =  1 
sein,  was  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  Gleichung  gefunden  wird. 

F(ir  diesen  speciellen  Fall  ist 

y  —  x  =  e"** 
das  particuläre  Integral. 
2.  In  der  Gleichung 

ermöglicht  die  Substitution 

x  +  y  =  z 

die  Trennung  der  Variablen.  Denn  man  hat  dann: 

dx-]-dy  =  dz, 
dy dz 


dx       dx 


—  1. 


Demnach: 


z« 


dz  a^  4"  z^ 

dx  z^ 

Hier  ist  nun  die  Trennung  der  Variablen  möglich  und   erfolgt  durch 


z« 


Multiplication  mit  -, — ^dx: 

^  a«  -{-  z^ 
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z*dz 


a«  +  z 


3 


=  dx, 


(a*  +  z«)  -  a*  , 

-a«  +  z~^"  =  ^^' 

•      ,  a*dz 

Die  Integration  ergibt: 

z  —  a  arc  tang  -  =  x  -(-  C. 

Daraus  erhält  man  durch  Bücksubstitutiop: 

X  -|-  y  —  a  arc  tang  — ^r^  =  x  -f-  C, 

y-C  ^        x  +  y 

=  arc  tang  — ^-^ 

a  a 

oder  auch 

y-C 


X  +  y  =  a  tang 


a 


Hier   sei   noch  die  Aufgabe  gestellt,    die  Constante  C  derart  za 
bestimmen,  dass  für  x  =  0  y  =  a  ist. 

Die  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  Integralgleichung 


gibt: 


y  —  c  ^      X  -fy 

=  arc  tane  — —^ 

a  ^       a 


a  —  c  a  .         ,        ^ 

=  arc  tang  —  =  arc  tang  I  =  - , 


a  °  a  °  4 

demnach  ist 


—0-1). 


und  das  entsprechende  particuläre  Integral: 

—      — arc  tang  *^ 


r« 


a  "      a 

oder 


X  +  y  =  a  tang 


a 

35* 
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3.  In  der  Gleichung 

(x  —  y2)dx4-2xydy  =  0 

ermöglicht    die  Substitution   y^  =  z,   also    2  y  d  y  =  d  z  die  Trennanp 
der  Variablen. 

Man  erhnlt  nämlich: 

(x  —  z)  d  X  -|-  3c  d  z  =  0, 

xdx  —  zdx-|-xdz  =  05 

und  nach  Division  mit  x^ 

dx       xdz  —  zdx 


X2 


also 

dx 


Durch  Integration  folgt  dann: 


G) = 0. 


d.  h. 


1  X  +  -  =  1  C, 

X 


X  x' 


demnach  schließlich: 

x  =  Ce    *• 

§  75.  Integration  der  homogenen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung. 

Man  nennt  eine  Diflferentialgleichung  von  der  Form 

Mdx  +  Ndy  =  0, 

in  welcher  M  und  N  homogene  Functionen  von  x  und  y  vom  gleicher 
Grade  sind,  eine  »homogene  Differentialgleichung  erster 
Ordnung«. 

Gleichungen  dieser  Art  sind  stets  integrabel,  weil  durch 

y 
die  Substitution  ■-  =  z   die    Trennung   der  Variablen   immer 

X  " 

ermöglicht  wird. 

Sind    die   beiden  Functionen   11  und  N  homogen  vom  Grade  r. 
>  sind  sie  stets  in  der  Form 
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M  =  «'?(■;), 

h- =  ..«(!) 

darstellbar.  Die  Differentialgleichung  kann  somit  immer  auf  die  Form 
gebracht  werden: 

"'["6)  ""  +  *(;)'' >•]=»■ 

aus  welcher 

folgt. 

Setzt  man  nun: 


also 

so  erhfilt  man 

oder 


y^=zx;     dy=:2dx--|-xdz, 

if  (z)  d  X  +  (l<(z)  (z  d  X  +  X  d  z)  =  0 


[?(z)-J-zi>(z))dx  +  x^(z)dz  =  0. 

Und  nach  Trennung  der  Variablen,  welche  jetzt  leicht  durchführbar  ist: 

d X  ^ J. jz)  dz       _  Q 

Das  allgemeine  Integral  ist  Bomit: 

in  welchem  dann  die  Rucksubstitution  vorzunehmen  ist. 
Beispiele: 
1.  Die  Differentialgleichung 

(X  -1-  y)  d  X  —  (x  —  y)  d  y  =  0 
ist  humogen  und  nimmt  nach  Division  durch  x  die  I'orni  an; 


(,+5_),._(l_l)dj.  =  0 
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Setzt  man: 


X  ' 


y  _ 

also 

dy  =  zdx-(~xdz, 
so  erhält  man: 

(1-f  z)dx  — (1  — z)(zdx  +  xdz)  =  0 
oder 

(1  +  z^)  d  X  —  X  (1  —  z)  d  z  =  0, 

dx        1  —  z 
—  =  \ — r  — :,  d  z, 

X         1  -f-  z 

d  X  dz  z 


X  1   +  Z2  I  -f  Z2 

Durch  Integration  findet  man: 


dz. 


Ix  —  1  C  =  arc  tang z  —  -  1  (1  -|-  z^) 
oder,  wenn  man  statt  z  wieder  den  Wert  -  einführt: 

X 

also  schließlich: 


1 ^7-^  =  arc  tane:--. 

U  X 

Führt   man   in   diese   Gleichung   die  Polarcoordinaten  ein.  mit 
Hilfe  der  bekannten  Transformationsgieichungen 

X  =  r  cos  tf,     y  =  r  sin  «, 
so  erhält  man,  weil 

x'^  +  y^  =  r^    I  =  tang  cp, 

also 

y 
tp  =  arc  tang  -, 

C 
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d.  h. 

Die   vorgelegte  DiflFerentialgleichnng  war  somit  die  Diflferential- 
gleichüng  der  logarithmischen  Spirale  in  Parallelcoordinaten. 

2.  Die  Differentialgleichung 

(x2  _  y2)  d  X  —  2  X  y  dy  =  0 
ist  homogen  und  geht  nach  Division  durch  x^  in 

(l_Z;)dx-2|dy  =  0 
über.  Setzt  man: 

also 

dy  =  xdz-|-zdx, 
so  erhält  man 

(1  —  z'^jdx  —  2z(zdx-t-xdz)  =  0, 

(1  — z2  — 2z«)dx  — 2zxdz  =  0, 
dx  2z  dz 


X         1— 3z« 

Dies  gibt  integriert: 


=  0. 


lx  +  ^l(l  — 3z2)  =  lC. 
o 

Setzt  man  nun   -  statt  z,  so  erhält  man  das  allgemeine  Integral 
der  gegebenen  Gleichung: 

1 X  +  I  1  (X»  -  3  y»)  =  1 1  X  —  1  C, 

l[x(x«-3y«)]  =  lC, 
also  schließlich: 

X  [x«  —  3  y*]  =  C. 

3.  Bei    welcher  Curve  ist  die  Subtangente    in  einem  Punkte  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  der  Coordinaten  dieses  Punktes? 
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Diese  Forderung  wird  ausgedrückt  durch  die  Differentialgleichung 

y 

(-,  ist  die  Länge  der  Snbtangente). 
Diese  Differentialgleichung 

ist  homogen  und  geht  nach  Division  durch  x  in 


oder 


xdy       2\^x/ 
^dx=l(l  +  |)dy 


über.  Setzt  man  wieder 


■^  =z. 


also 

so  erhält  man; 


dy  =  xdz-f-zclx, 

z  d  X  =  —  (1  4"  z)  (x  d  z  -[-  z  d  x), 

g-Cz  — z2)dx  =  -^  x(l+z)dz, 

dx        1  -1-  z   , 

—  = „dz 

X  z  —  z^ 


oder 


dx 

X 

(l 

-z)  +2z  , 
z  (1  —  z) 

dx 

X 

dz 
z 

,     2dz 

+  1       z- 

Dies 

gibt  integriert: 

Ix- 

1C  = 

=  lz       21(1 

1''  = 
C 

-l-      ^ 
(1-2)^' 

X 

z 

1 

C  " 

~  (l-zp' 

zl 
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y 

Fuhrt  man  wieder  für  z  den  Wert  —  ein,  so  findet  man 

X 


c 


(-9" 


also 


X  yx 

(x-y)2-Cy  =  0 


als  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung. 

Die  gesuchte  Gurre  ist  somit  irgend  eine  aus  der  Schar  der  Parabeln, 
welche  die  x-Axe    im   Ursprünge  berühren  und  deren  Axenrichtongen  mit   den   Coor- 

dinatenaxen  den  Winkel  -r  einschließen: 

4 

Fragt  man  speciell  nach  jener  Parabel  dieser  Schar,  welche  durch  den  Punkt 

P)  ('^f  1)  ?eht,  so  erhält  man  durch  Einsetzen  der  Coordinaten  dieses  Punktes  in  die 

Integralgleichung  den  entsprechenden  Wert  der  Constanten : 

(l— 2)»  — C  =  0;    C  =  l. 

Die  Gleichung  dieser  Parabel  ist  somit: 

^y  —  X?  —  y  =  0. 

4.  Welche  Curve  hat  die  Eigenschaft,  dass  der  Neigungswinkel  ihrer  Tangente 
g-egen  die  Abscissenaxe  doppelt  so  groß  ist,  als  der  Neigungswinkel  des  aus  dem  Ur- 
sprung zum  Berührungspunkt  geführten  Strahles  gegen  dieselbe  Axe?  (Fig.  138.) 

Die  Bedingung: 


2  t. 


Fig.  188. 


tanfir 


g  0"  =  tang  2 1  =  z 


2tan£rt 


tanff'^  t 


gibt   die    Differentialgleichung    dieser 
Curre,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

_        dy  V 

"  dx  ^^         X 

Diese  Differentialgleichung 

dy x 

ist  homogen,  kann  somit  durch  die  Substitution 


Ix) 


V 


X 


=  z. 
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also 

dv  =  xdz  +  zdx 

integriert  werden. 

Man  erhält  zunächst: 

zdx-[-xdz 2z 

d^  —  i_^' 

dz _.       2z 

dz z'  +  z 

dx_(l  —  z'')dz 
X  ~    z  (l  -t-  z'^) 

d X  _  (1  +Z'')  — 2z'^ 
X   ~       z(l  +  z^)      '*^' 

dx       dz  2z      . 

X  z  1  -|-  Z'' 

lx  =  lz-— l(l+z«)  +  lC, 

__Cz 

''~l+z2' 


oder 


Dies  gibt  integriert: 
also 


y 

Setzt  man  wieder     -    für  z,  so  erhält  man  schließlich  die  Gleichung 


X 


+® 


oder 

x2  4-y2  =  Cy. 

Die  gesuchte  Corve  ist  demnach  irgend  ein  Kreis  ans  der  Schar  von  KieiseL 
welche  die  Abscissenaxe  im  Ursprünge  berühren. 

Sollte  speciell  die  Gleichung  jenes  dieser  Kreise  aufgestellt  werden,  welckr 
durch  den  Punkt  Pg  (2,  2)  geht,  so  hätte  man,  um  den  Wert  der  Constanten  f^' 
diesen  speciellen  Fall  zu  bestimmen,  die  Coordinaten  des  Punktes  Pq  in  die  lotegia^* 
gleichung  zu  setzen. 

4  +  4  =  2C;    C  =  4. 

Die  Gleichung  dieses  Kreises  würde  dann  sein: 

x^  +  y2  =  4  y. 
\ 

\ 
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§  76.  Integration  der  linearen  Düferentialgleiohangen  erster 
Ordnung. 

Eine  Differentialgleichung  von  der  Form: 

worin   p,  q  und  r  Functionen   von  x  allein  bedeuten,   wird,   weil  sie 

dy 
bezüglich  y  und   ,  ^  linear  ist,  eine  lineare  Differentialgleichung  erster 

Ordnung  genannt. 

Man  kann  dieser  Gleichung  stets  die  bequemere  Form 

oreben,  wenn  man  sie  durch  p  dividiert  und  P  statt  *  ?  ferner  Q  statt  — 

^        ^  ^  p  p 

schreibt 

Selbstverständlich  stellen  auch  in  der  Gleichung 

P  und  Q  Functionen  von  x  allein  vor. 

Die  Integration  einer  derartigen  Differentialgleichung 
wird  durch  die  Substitution 

y  =  uv, 

wobei  u  und  v  Functionen  von  x  sind,  immer  ermöglicht.  Die 
beiden  Functionen  u  und  v  müssen  der  Aufgabe  gemaü  bestimmt 
werden. 

Aus  der  Gleichung 

y  =  uv 
folgt  durch  Differentiation: 

dy  d V    ,       du 

dx  dx  ax 

dy 
Setzt  man  diese  Werte  für  y  und   i     in  die  Differentialgleichung 

ein,  so  geht  sie  in 

dv    ,       du    ,    .j  ^. 

Vi ^  V  ,      f  P  u  v  —  Q 

dx    '       dx 
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oder 


-■a--  +  '[d-i  +  f»]  =  <i 


über.  Da  für  y  das  Product  u  .  v  zweier  Functionen  von  x  eingefök 
wurde,  so  kann  eine  derselben  einer  beliebigen  Bedingung  unterwerfe: 
werden. 

Zweckmäßig  ist  es  nun,  u  derart  anzunehmen,  dass  der  Klammrrr- 
ausdruck  in  der  letzen  Gleichung  verschwindet. 

Aus  der  Bedingungsgleichung 

f-  +  Pu  =  0 
dx    ' 

folgt: 

—  =  —  Jr  d  X, 

u 

also 

lu=— jPdx, 

—  (Pdx 

u  =  e   J 

Das  Integral   fP  dx   enthält,  weil  P  eine  Function  von  x  allen 

ist,  keine  andere  Variable. 

Zufolge  dieser  Bedingungsgleichung  reduciert  sich  aber  die  DiS^- 
rentialgleichung  auf 


oder 


u-,-  =  Q 
dx 


dv=  ^dx. 
u 


Sie   ist  in  dieser  Form   direct  integrabel,   weil  Q  und  u  Func- 
tionen von  X  sind,  und  gibt: 


Da  nun 


also 


—  CPdx 

u  =  e    J       , 


\ 
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\o  ist 


y  =  e-5'"''[C  +  jQe5^*'dx] 


lie  gesuchte  Integralgleichung. 

Dieser  Ausdruck  für  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Diffe- 
'entialgleichung  erster  Ordnung  wurde  bereits  mit  Hilfe  des  inte- 
grierenden Factors  gefunden. 

Beispiele: 

1.  Es  soll  die  Differentialgleichung 

integriert  werden. 

Sie  ist  linear,  demnach  führt  die  Substitution 

dy  dv    ,       d  u 

-^  '  dx  dx    '       dx 

zum  Ziele.  Durch  dieselbe  geht  die  Gleichung  in 

Uj h^i kuv  =  e   * 

dx    '       dx    ' 


oder 


dv   ,       /du    ,     \         _, 


über.  Nach  dem  angegebenen  Verfahren  ist  nun  der  ELlammerausdruck 
Null  zu  setzen,  wodurch  folgende  zwei  Gleichungen  erhalten  werden: 

dx 

u  ,—  =  e   *. 
dx 

Bringt  man  die  erste  auf  die  Form: 

=  —  a  X, 

u 

so  gibt  sie  durch  Integration: 

1  u  =  —  X 
oder 

u  ==  e~*. 
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Setzt  man  diesen  Wert  von  u  in  die  zweite,  so  geht  sie  in 

d  V  =  dx 
über,  voraus 

v  =  x  +  C 

folgt.  Mithin  ist  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differential- 
gleichung 

y  =  e-«  (X  +  C). 

Anmerkung^:  Duselbe  Besultftt  hätte  man  anch  durch  Anwendung  derFoncei 
erhalten.  In  dieser  wXre  nur  P  =  1  und  Q  =r  e~^  zu  setzen  gewesen. 

2.  Es  ist  die  lineare  Differentialgleichung 

dy    ,    ay       ,     „ 
dx        X 

zu  integrieren. 

Diese  geht  durch  die  Substitution 

dy  dv    ,       du 

y  =  uv;     j-^  =  Uj — hv:T— 
•^  dx  dx    '       dx 

in 

dv    ,       du    I    a  ,     ^ 

u  ^j hv^ —  uv  =  bx'* 

dx    '       dx        X 


oder 


dv    ,       /du    ,        u\       , 

u^ hvlj ^a  — l=b 

dx    '       \dx  x/ 


über.  Daraus  erhält  man  durch  Nullsetzen  des  Klammerausdruckes: 

du    ,       u 
dx  X 

U  -^—  =  b  X°. 

dx 

Bringt  man  die  erste  der  beiden  Gleichungen  auf  die  Form: 

du  dx 

—  =  —  a  — , 
u  X 

80  erhfllt  man  nach  Integration: 

1  u  =  —  a  1 X, 
also 

u  =  X"~*. 


\ 
\ 

\ 


\ 
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Setzt   man   diesen  Wert   in   die   zweite  dieser  Gleichungen   und 
bringt  sie  auf  die  Form: 

dv  =  bx°+^  dx, 
so  gibt  diese: 

n  -|-  a  -j-  1 

Mithin   ist   das  allgemeine  Integral   der  gegebenen   Differential- 
gleichung 

y  =  ^      Ln-+a-4-l+^J 
oder 

_  C__^ b_  .^j 

y  ~  X«  +  n  -f  a  +  1  ^       ■ 

3.  £8  ist  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differentialgleichung 

— ^  +  y  COS  X  =  —  sm  2  X 
dx    '    -^  2 

zu  bestimmen. 

Setzt  man: 


80  folgt: 


oder 


dy  du    ,       dv 

y  =  u  v;      — '^  ==  V  ,     +  u  j— , 
•^  dx  dx    '       dx' 

du    .       dv  1    •    o 

dv   ,       rdu    ,  1        1    .    ^ 

^  1 r  V  I  j h  XX  cosx  I  =  TT  sin  2  X. 

dx   '       Ldx    '  J        2 

In  der  angegebenen  Weise  erhält  man  nun: 

-;i \-  M  cos  X  =  0, 

dx  ' 

dv        1    .    . 
u  j  -  ^  —  sin  2  X, 
dx        2 

also 

du  , 

—  =  —  COS  X  d  X, 
u 

1  u  =  —  sin  X, 


u  =  e-»*°*. 


ferner 


'""a^=^'^2x. 
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d  V  =  c  "*°*  -^  sin  2  X  d  X, 

d  V  =  e**°^ sin  x  .  cos  x  d  x. 
V  =  f  e"**^*  sin  x  cos  x  d  x  -|-  C. 

Durch  thoilweise  Integration  (sin  x  =  u,  e'^^x  cosx  dx  =  dv)  ergibt  sieb 

V  =  sin  X  e«*»*  —  e'»°^  +  C. 

Das  allgemeine  Integral  isl  somit: 

y  =  e-'*"[C  +  (sinx  —  l)e«*"] 

oder 

y  =  C  e-«*"»  +  sin  X  —  1. 
4.  Die  Differentialgleichung 

kann  leicht  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  zurückgeführt  werden 
Dividiert  man  sie  nämlich  durch  y°,  so  nimmt  sie  die  Form  ao 


y-"d-J  +  Py'~°  =  Q- 


Setzt  man  nun: 


also 


yl-n  =  z, 


N  dv       dz 

(1  — n)y-°T^=^-, 
^^       dx       dx' 


so  folgt  die  Gleichung 

1      dz 
I  — n  dx 


+  Pz  =  Q, 


welche  bereits  die  Form  der  linearen  Differentialgleichung  hat. 
Sie  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

l^  +  d  -n)Pz  =  (l-n)Q 

und  hat  mithin  als  allgemeines  Integral  zufolge  der  gefundenen  Fonnr!: 
K  =  e(— ')5^*='  [C  +  (1  —  n)jQe(i-»>j"P^»  dx|. 


Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  561 

Führt  man  wieder  durch  die  Rücksubstitution  die  Variable  y 
ein.  so  erhält  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Differential- 
frleichung 

yi-n  ^  e'n-DJPdx  [C  +  (1  —  n)  f  Qe(°-i)5P*^^  dx]. 

So  gellt  beispielsweise  die  Differentialgleichung 

dx    '    "^ 


odi.T 


y    jt  +  y    =^ 


dx 

durch   die  Substitution  y— i  =  z  über  in  die  lineare  Differentialgleichung: 

dz 
dx 

deren  Integral,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 

z  =  x  4-  (^  e*  +  1 

i.-t.    Wegen»  z  =  y—^  d.  h.  y=       folgt  nun 

z 

_        1 

als  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung. 

§  77.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  höheren 
Grades. 

Tritt  in  einer  DifiFerentialgleichung  nur  der  erste  Differential- 
quotient auf.  aber  in  höheren  Potenzen,  von  welchen  die  n**  die  höchste 
ist.  so  nennt  man  diese  Gleichung  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  n**"*  Grades. 

Sie  kann  immer  in  der  Form  dargestellt  werden: 


(id'+^m-'+<0'-'+-+^'-'ti 


Pn  =  0. 


wobei  Pp  Pj, .  .  .  Pn  Functionen  von  x  und  y  bedeuten.  (Einzelne  der 

P  können  selbstverständlich  auch  constant  oder  Kuli  sein.) 

dy 
Löst  man  diese  Gleichun«;   nach   , '    auf,  so  erhält  man  im  all- 

dx 

fretneinen  n  Wurzeln  p^  p.^, .  . .  pn  derselben,  welche  wieder  Functionen^ 
von  X  und  y  sind.  / 

Budtsavljeviu  u.  Mikuta,  Leitf.  d.  höher.  Mathemat.  II.  Bd.  36/ 

i 
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Das  Gleichungspolynom  kann  dann  ersetzt  werden  durch  da> 
Product  der  Wurzel factoren,  wodurch  die  Gleichung  in 

(L^-P.)(a^pOa^P.)-fö-P-)  =  '' 

abergeht. 

Diese  Gleichung  wird  durch  das  Verschwinden  jedes  der  Factoren 
befriedigt.  Setzt  man  irgend  einen  derselben  gleich  Null,  so  erhält  man 
eine  DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung  ersten  Grades,  und  ihr  Iutej:ral 
ist  ein  Integral   der  gegebenen  Gleichung,  weil   es  dieselbe  befriedigt. 

Nachdem  dies  für  jeden  der  Factoren  gilt,  so  ftlhrt  eine  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  n****  Grades  zu  n  Differentialgleichnngeii 
erster  Ordnung  ersten  Grades,  deren  Integrale  auch  ihre  Integrale  sifld. 

Wären  nun  die  Functionen 

?t  (x,  y,  0)  =  0,     ff 2  (x,  y,  C)  =  0  . . .    ^n  (x,  y,  C)  =  0 

diese  n  Integrale,  so  ist,  weil  alle,  Lösungen  der  Differentialgleichnu^ 
jjten  Qrades  sind,  die  allgemeinste  Lösung  derselben  das  Product  der- 
selben. 

'fi  (x,  y,  C),  cp2  (x.  y,  C) . . .    'f o  (x,  y,  C)  =  0. 

• 

Geometrisch  stellt  eine  Differentialgleichung  erster  OrdDUDg 
n'*"  Grades  n  Curvensysteme  vor,  weil  ihr  allgemeines  Integral  ein 
Product  von  n  Factoren  ist,  von  welchen  jeder  ein  Curvensystem  vor- 
stellt. In  manchen  Fällen  stellen  die  Factoren  cp  (x,  y,  C)  nur  Systeme 
von  Curvenästen  vor,  und  dann  gibt  die  Differentialgleichung  wenipr 
wie  n  Curvensysteme. 

Beispiele: 

1.  Es  ist  das  allgemeine  Integral  der  DifferentialgleichuDiT 
erster  Ordnung  zweiten  Grades 


X 

zu  bestimmen. 


<fi)+3^yfl+2y^=ö 


dy 
Die  Auflösung  der  Gleichung  nach   ,■  gibt: 


d  ^i'.  _  —  3  X  y  +  ^/9  x'^  y'^  —  8  x^  y^  _  —  3xy  i:xy 
dx\~  2x'^  -      --  _  2^.^ 

\ 
\ 
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Demnach  die  zwei  Differentialgleichungen  ersten  Grades: 


dy          y 

dx              X  ' 

• 

dy            2y 

dx              X 

Aus  diesen  folgt: 

dv    .    dx        . 

-  --  H 0, 

y          X 

Ix  +  ly  — IC. 

xy      C, 

xy       C  — 0 

und 

y              X 

ly  +  21x  — IC, 

x2y  — C  — 0. 

Demnach  ist  das  allgemeine  Integral 

(X 

y-C)(x2y-C)       0. 

Die  Gleichung  stellt  somit  zwei  Cnrvensysteme  vor:  Eine  Schar 
gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  concentrisch  sind  und  die  Coordinaten- 
axen  zu  Asymptoten  haben,  sowie  ein  System  von  Curven  dritter 
(Ordnung  mit  denselben  Asymptoten. 

2.  Welche  geometrische  Bedeutung  hat  die  Differentialgleichung 


C~D'--=o' 


Die  Gleichung  ist  zweiten  Grades,  woraus  geschlossen  werden  könnte,   dass  sie 

zwei  Curvensysteme  vorstellt. 

dy 
Löst  man  sie  behufs  Integration  nach  -    -    auf,  so  erhält  man  zwei  Gleichungen 

ersten  Grades: 


dy 

dx 

• 

X 

dy 

dx 

■  /■ 

i 

a 

? 

X 

3f 
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aus  welchen  diircli  Inte^ation 

y  -f  C  =  2  1  älZ. 

fol{?t.  Mithin  ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Diffcrentialgleichiin«^ 

(y  +  C  —  2  l'ax)  (Y  4-  0  -f-  2  I  äx)  =  0 

oder 

Die  Gleichung  stellt  somit  nur  ein  System  von  Curven  vor,  nämlich  eii- 
»Schar  von  Parabeln  von  gleichem  Parameter,  parallelen  Axen  und  gemeinschaftlicKr^' 
>Schciteltangente. 

Die  Erklärung  liegt  darin,  dass  die  einzelnen  Lilsungen 

y4_C  =  2rax, 

y +  0  =  — 2  1  ax 

nur  Curvenäste  vorstellen,  und  zwar  die  erste  die  oberen,  die  zweite  die  unteres  Am- 
dieser  Parabeln. 

§  78.  Singulare  Lösungen  der  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung. 

Das  wesentliche  Merkmal  des  allgemeinen  Integrals  ist  die  it 
demselben  auftretende  willkürliche  Constante. 

Durch  Specialisierung  der  Constanten  erhält  man  particulap 
Integrale,  welche,  geometrisch  gedeutet,  bestimmte,  dem  Werte  der 
Constanten  entsprechende  Curven  der  durch  das  allgemeine  Inteirnt 
dargestellten  Curvenschar  vorstellen. 

Das  allgemeine  Integral  ist  somit  der  Inbegriff  aller  partieuliirrn 
Integrale. 

Häufig  hat  aber  eine  Differentialgleichung  außer  dem  allgeuieintr 
ein  besonderes,  singuläres  Integral,  welches  in  dem  allgemeinen  nioht 
enthalten  ist,  also  aus  demselben  durch  Specialisierung  der  ConstanrcL 
nicht  abgeleitet  werden  kann. 

Wenn  auch  ein  derartiges  singuläres  Integral  aus  dem  ri!l- 
gemeinen  nicht  direct  hergeleitet  werden  kann,  so  besteht  dc»ch  e:: 
gewisser  Zusammenhang  zwischen  beiden,  auf  welchen  im  folgeinic: 
hinge>viesen  werden  soll. 

Ist  beispielsweise 

/(x,y.y)=0 : 
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die  gegebene  Differentialgleichung  und 

F(x,y,C)  =  0 (2 

ihr  bekanntes  allgemeines  Integral,  so  kann  die  eventuell  vorhandene 
singulare  Lösung  dieser  Differentialgleichung  stets  im  allgemeinen 
Integral  enthalten  gedacht  werden,  wenn  an  Stelle  eines  constanten 
Zahlenwertes  für  C  eine  entsprechende  Function  von  x  und  y  ge- 
setzt wird. 

Diese  Function  kann  auf  Grund  folgender  Überlegung  gefunden 
werden. 

Differenziert  man  das  Integral  2  in  Bezug  auf  x  und  eliminiert 
C  aus  dem  Resultat  dieser  Differentiation  und  der  Gleichung  2,  so 
inuss  man  wieder  die  Differentialgleichung  1  erhalten. 

Dies  muss  zutreffen  nicht  nur  in  dem  Falle,  dass  C  eine  will- 
kürliche Constante  ist,  sondern  auch  dann,  wenn  C  eine  solche 
Function  von  x  und  y  ist,  die  F  (x,  y,  C)  =  0  zum  singulären  Inte- 
gral .  macht. 

Differenziert  man  2  thatsächlich  in  beiden  Fällen,  so  erhält  man 
im  ersten: 

l^  +  l^'/^O (8 

dx        dy  dx 

dF       d_Fdy       dFdC_ 

d"x"^dy  dx  +  dCdx  ~^ ^ 


und  im  zweiten: 


Soll  nun  das  Eliminationsresultat  des  C  aus  2  und  3  dasselbe 
sein,  wie  jenes  aus  2  und  4,  so  müssen  die  Gleichungen  3  und  4 
vollkommen  übereinstimmen,  was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Beziehung 
besteht: 

d_F  d  C  _ 

d  C  d  x  ""  ^• 

Diese  Bedingungsgleichung  kann  auf  zwei  Arten  erfüllt  werden, 
und  zwar  durch 

dx       "' 

tl.  h.  dadurch,  dass   C  constant  ist,   was  auf  das  allgemeine  Integral 
zurückführt,  oder  durch 

1*^  =  0 

dO 
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Die  Gleichung  5  enthält  im  allgemeinen  x,  y  und  C  gibt  als. 
C  als  Function  von  x  und  y,  welche  für  C  in  das  allgemeine  Integral  2 
eingeführt,  eventuell  eine  singulare  Lösung  der  DiflFerentialgleiehün^' 
geben  kann. 

Das  allgemeine  Integral 

F(x.y,C)  =  0 i 

stellt  geometrisch  eine  Curvenschar  vor,  und  jedem  bestimmten  Wertt 
des  C  entsprechen  bestimmte  Carven  derselben. 

Das  Resultat  der  Elimination  des  C  aus  dem  Gleichuncrssvsteme 

F  (x,  y,  C)  =  0, 2 

d-c-^ ' 


gibt,  was  bereits  aus  der  Theorie  der  UmhtiUungslinien  bekannt  isi 
den  geometrischen  Ort  der  Schnittpunkte  unmittelbar  benachbarter 
Curven  der  Schar,  also  von  Curven,  deren  Parameter  C  sich  unendlici 
wenig  oder  gar  nicht  voneinander  unterscheiden. 

Demzufolge  kann  dieses  Eliminationsresultat  entweder  den  gK- 
metrischen  Ort  aller  Knotenpunkte  oder  aller  Spitzen  der  Curven  der 
Schar  vorstellen,  weil  durch  diese  zwei  Aste  derselben  Curve  durch- 
gehen, welche  demselben  Parameterwerte  C  entsprechen.  Oder  aber 
stellt  das  Eliminationsresultat  die  Umhüllungslinie  der  Schar  vor.  al> 
geometrischen  Ort  der  Schnittpunkte  benachbarter  Curven. 

Nur  im  letzten  dieser  drei  Fälle  ist  dieses  Eliminationsresdtat 
eine  singulare  Lösung,  in  den  beiden  anderen  aber  nicht,  weil  nur 
im  genannten  Falle  die  Differentialgleichung  von  demselben  befriedi|rr 
werden  kann. 

Haben  nämlich  alle  Curven  der  Schar  Knotenpunkte  oder  Spitzen, 
so  kann  das  in  Rede  stehende  Eliminationsresultat  »diejenige  Cune  K 
(Fig.  139)  vorstellen,  welche  alle  Knotenpunkte,  beziehungsweise  Spitzt: 
verbindet.  Sind  nun  x,  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  dieser 
Curve,  so  gibt  für  diese  die  Differentialgleichung  der  Curvenschar 


,,  ^,       dF    ,    dF  dy       ^, 

.'  V  ?  ^    j  /        d  x     '    d  y  d  x 


zwei  Werte,  beziehungsweise  einen  Wert  von  y',  nämlich  die  Richtan. 
der  Tangenten  an  die  Curve  der  Schar  in  diesem  Punkte. 

Die  durch  Elimination    des  C  aus   2  und  6  gebildete  Gleichnn: 
sribt   für   dasselbe  Wertesystem   x  und  y  auch    einen  Wert  (eventue.- 
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dv 
mehrere  Werte)  von      -^ ,  beispielsweise  t]',   welcher  die  RichtuDg  der 

Tangente  au  die  Ürtscurve  K  im  Punkte  P  bestimmt. 


Da  nun  dio  Richtung  dieser  Tangente  mit  jenen  der  Tangenten 
an  die  (Jurve  der  Schar  nicht  übereinstimmt,  sind  die  Werte  y'  von 
T('  verschieden,  die  Differentialgleichung  wird  durch  das  aus  dem 
Eliminationsresultat  K  erhaltene  Wertesjstem  x,  y  und  t,'  nicht  be- 
friedigt, daa  Eliminationsresultat  ist  somit  keine  singulare  Lösung. 

Anders  steht  diu  Sache  im  Falle  der  UmhUllungslinie.  Diese 
hat  nlimlich  mit  jeder  der  Curven  der  Sehar  eine  Tangente  gemein- 
schaftlieh, mithin  wird  der  aus  dem  Eliminationsresultat  folgende  Wert 

dv   ' 

von    ,  •  , 
dx 

gebenden  Werte  von  y'. 

Die  Differentialgleichung  wird  durch  das  Wertesyslfui  x.  y.  t/ 
befriedigt,  das  Eliminationsresultat  ist  somit  eine  singuläie  Lüsung  clor 
Differentialgleichung. 

Beispiel: 
Hat  die  Differentialgleichung,  deren  bekanntes  aUgernüiur-  l]itr;;ral 
x'J  +  yi  _  2  C  {X  -1^  y)  -I-  C^  =  0 
ist,  eine  singulare  Lösung'? 


gleich   sein   einem   ans  dei-  Differentialgleichnng  sich  er- 
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Durch  Differentiation  des  Integrals  nach  C  erhält  man 


C  =  x  +  y. 


Demzufolge  kann 


x2  4-  yi  _  2  (x  +  y)  (x  +  y)  +  (x  +  y)^  =  0 
oder 

xy  =  0 
eine  singulare  Lösung  sein. 

Diese  zerfällt  in  zwei  Lösungen,  und  zwar: 

X  =  0     und     y  =  0, 

welche  vorläufig  nur  den  Schluss  gestatten,  dass  die  Ooordinatenaxen 
in  der  durch  die  Gleichung  dargestellten  Curvenschar  eine  ausge- 
zeichnete Rolle  haben. 

Um  sich  zu  überzeugen,  ob  x  y  =  0  thatsächlich  eine  singulärt 
Lösung  der  Differentialgleichung  ist,  muss  man  untersuchen,  ob  dä5 
aus  der  Gleichung 

xy  =  0 

sich  ergebende  Wertesystem  von  x.  y  und  y'  der  Differentialgleichuri: 
genügt. 

Durch  Differentiation  des  Integrals  nach  x  erhält  man: 

X  +  y  •  y'  -  c  (1  +  yO  =  0, 

und  wenn  man  C  =  x  -(-  y  setzt,  welcher  Fall  hier  nur  in  Betracii: 
zu  ziehen  ist: 

x  +  yy'-(x-|-y)(l  +  y")  =  0 

oder 

X  y'  +  y  =  0 

als  die  entsprechende  Differentialgleichung. 
Aus  dieser  folgt,  dass  für 

x  =  0;     y^=co, 

y  =  0;    y  =0 
ist. 

Aus  den  im  allgemeinen  Integral  nicht  enthaltenen  LüsuD^eii 
X  ==:  0  und  y  =  0  ergeben  sich  dieselben  Werte  von  j\  denn  x=:0 
stellt  die  y-Axe  vor,  deren  Richtung  als  die  ihrer  Tangente  dureii 
y'=co  bestimmt  ist;  y  =  0  ist  die  x-Axe  und  hat  demnach  al^ 
eigene  Tangente  die  Richtung,  welche  y'  ==  0  entspricht. 
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Die  gefundene  Lösung 

xy  =  0 

ist  somit  ein  singuläres  Integral  der  Differentialgleichung. 

Die  gegebene  Gleichung  stellt  eine  Schar  von  Kreisen  vor, 
welche  beide  Coordinatenaxen  berühren.  Die  gefundene  singulare 
Lösung  gibt  die  Einhüllende  aller  Kreise  des  ersten  und  dritten  Qua- 
dranten. 

§  79.  Anwendung  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
auf  das  Problem  der  Trajectorien  und  Evolventen. 

Schneidet  eine  Curve  alle  Curven  einer  Schar  nach 
einem  bestimmten  Gesetz,  so  n,ennt  man  sie  eine  Trajectorie 
dieser  Curvenschar. 

Zumeist  besteht  das  Gesetz  darin,  dass  die  Trajectorie  alle  Curven 
der  Schar  unter  demselben  Winkel  schneidet.  Ist  dieser  Winkel 
speciell  ein  rechter,  so  nennt  man  die  Trajectorie  eine  orthogonale 
Trajectorie,  und  dieser  nur  soll  hier  einige  Aufmerksamkeit  zuge- 
wendet werden. 

Zwei  Curven  schneiden  sich  unter  einem  rechten  Winkel,  wenn 
die  Tangenten  der  Curven  im  Schnittpunkte  zu  einander  senkrecht 
stehen. 

Ist  die  Gleichung  der  Curvenschar  gegeben  durch 

F  (X,  y,  X)  =  0, 

worin  X  ein  willkürlicher  Parameter  ist,  so  hat  die  Normale  einer 
Curve  dieser  Schar  im  Punkte  P  (x,  y)  das  Richtungsverhältnis 

dF      dF 

•      

(Ix    *   d  y ' 

Die  Tangente  der  orthogonalen  Trajectorie  im  Punkte  P  (Fig.  140) 
fallt  mit  der  Normalen  der  Curve  aus  der  Schar  zusammen  und  hat 
las  Richtungsverhaltnis 

d  X  :  d  y. 

Daher  besteht  für  die  Punkte  der  Trajectorie  die  Beziehung 

dF    dF 
dx:  dy  =  j—:  ^— , 

-^        d  X     d  y 
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aus  welcher  die  Gleichung 

dF 

Flg.  140. 


dx  —  -5 — dy 
dx     -^ 


0 


folgt.  Diese  Gleichung  ent- 
hält noch  den  Parameter  /. 
Eliminiert  man  der- 
selben mit  Zuhilfenahme  der 
Gleichung  der  Schar 

F(x,y,X)=a 

so  erhält  man  die  Differentia! 

gleichung   der   orthogonaleü 

Trajectorie. 

Da  die  Integralgleichuiu: 

dieser  Differentialgleichur: 
eine  willkürliche  Constante  enthält,  so  entspricht  der  Curvenschar  ein- 
Schar von  Trajectorien. 

Beispiel : 

Es  ist  die  Schar  der  orthogonalen  Trajectorien  einer  Schar  vr 
Parabeln  zu  bestimmen,  welche  die  Abscissenaxe  zur  Hauptaxe  us: 
den  Ursprung  zum  Scheitel  haben. 

Die  Gleichunff  der  Parabelschar  ist: 


Aus  dieser  folgt: 


y2  —  2  p  x  =  0. 


d  X  *        d  y  «^ 


Mithin  besteht  für  die  Punkte  der  Trajectorie  die  Beziehung: 

2ydx  +  2pdy  =  0, 

welche    nacfr  Einführung   des   aus    der   Gleichung   der   Schar   re>L.' 
tierenden  Wertes  von 

y' 

in  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie  übergeht 


2  vdx 


v^- 


dy  =  0. 


2  x  d  X  -f  y  d  y  =  0. 


Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 


571 


Die  Integration  gibt: 


'1 


WO  mit  a-^  die  willkürliche  Constante  bezeichnet  ist. 
Diese  Gleichung,  welcher  auch  die  Form 


x*^ 


2 


Fig.  141. 


iregeben    werden    kann,    ist 
iie  Gleichung  der  gesuchten 

Schar  der  Trajectorien 
Fig.  141)  und  lässt  erkennen, 
jass  dieselbe  aus  ähnlichen 
Ellipsen  besteht,  deren  Haupt- 
lurchmesser  mit  den  Coor- 
linatenaxen  zusammenfallen 
md  deren  Halbaxen  das  Ver- 
lültnis  1  :\'2  haben. 

Soll  speciell  diejenige 
iLllipse  dieser  Schar  bestimmt 
Verden,    welche    durch    den 

r*unkt  P  (1,  2)  geht,   so  ergibt  die  Einsetzung  der  Coordinaten  dieses 
^imktes  in  die  Gleichung  ihrer  Schar: 


v 


ho 


1  +  2  =  a-^ 


a'^  =  3. 


Die  Gleichung  dieser  speciellen  Ellipse  ist  dann 


•1 


3+6-1=«- 


Das  Problem  der  Evolventen  ist  in  jenem  der  orthogonalen 
'mjectorien  enthalten,  indem  die  Evolventen  einer  Curve  die  ortho- 
onalen  Trajectorien  aller  Tangenten  dieser  Curve  sind. 


ä 
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:2.  ^Vb.schiiitt. 

Integration  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  enthält  auch  utri 
zweiten  Differentialquotienten  und  hat  demnach  im  allgemeinen  d  • 
Form: 

oder,  wenn  sie  nach  y''  aufgelöst  ist: 

Das    allgemeine    Integral    dieser    Differentialgleichung  ist  eii 
Gleichung   zwischen   x    und  y,  welche,   wie   bereits  in  der  Einleini:; 
gezeigt  wurde,  zwei  willkürliche  Constante  enthält 

Zunächst  soll  die  Integration  der  einfachsten  Fälle  der  DiffereDti  li- 
gleichung   zweiter  Ordnung  gezeigt   werden,   welche  dadurch  gebe 
zeichnet  sind,  dass   mehrere   der  Größen  x,  y,  y'  in  der  Differenz' 
gleichung  explicit  nicht  vorkommen. 

§  80.  Integration  der  einfachen  Formen  der  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung. 

1.  Die  Differentialgleichung   enthält   weder  y  noch  y'.  bat  ;«' 
die  Form: 

y"  =  /(x). 

Weil 

dv' 
dx' 

SO  kann  diese  Differentialgleichung  in  der  Form: 

dy'=/(x)dx 

geschrieben  werden  und  ist  nun  direct  integrabel. 
Das  Ergebnis  der  Integration  ist: 

y"  =  \7(x)dx-{-C„ 


welches»,  da 


dy 

V  =  -/- 

dx 


V 
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als  direct  integrable  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  der  Form 
iro^chrieben  werden  kann: 

dy  =  [J/(x)dx  +  C,]dx. 
Aus  dieser  folgt  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

y=J[Jy(x)dx  +  C,]dx  +  C, 


(M 


1er 


y=jdxJ/(x)dx+C,  x  +  CV 

Beispiel : 
y''  =  cos  X. 

dy'  =  cosx  dx. 
y '  =  f  cos  X  d  X  -}-  f^i  =  sin  X  -{-  Cj, 
d  y  =  (sin  x  -f-  C^)  d  x, 
y  =  f  (sin  X  -j-  C,)  d  x  -[-  C2? 


als 


o 


V  =  —  cos  X  4-  Ci  X  -I-  C.,. 

2.  Die  Differentialgleichung  enthalt  kein  x  und  kein  y\  hat  also 
die  Form: 

y"  =/(y)- 

Da 

dy'       dy'    dv        dv' 
^  dx        dydx       dy**^' 

=?o  hat  man  im  vorliegenden  Falle: 


'•'C^ 


y   dy        •^^'^'' 

?ine  Differentialgleichung,    welche  bezüglich  y  und  y'  von  der  ersten 
1  >rdnuDg  ist. 

In  dieser  kann  die  Trennung  der  Variablen  direct  bewirkt  werden 
iiid  gibt: 

,y^dy^=/(y)dy. 

Durch  Integration  folgt  hieraus: 

y'2  =  2j/(y)dy  +  C, 

y"=l'2^/(yidy+"c,. 
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Setzt  man  jetzt: 

so  erhält  man  nach  entsprechender  Umformung: 

l/2ji(y)dy  +  C,  "^ 

und  durch  Integration  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  GleichuDL': 

dy 


1 


! 


1  2J/(y)dy  +  C 


:^  =  X  -f  C,. 


Beispiele: 

1.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

y"  =  ^'  7- 


Setzt  man: 


so  geht  sie  in 


.,  _    ,  d_y 

y    -y    dy' 


oder 


y'dy^  =  X2ydy 
über.  Die  Integration  derselben  gibt: 


*^-  =  X2  ^    4-  — ^-       (C,2  wülklirliche  Constuit. 


also 


Setzt  man  nun: 


so  erhält  man: 


._dy 


^y^l'c-i  +  x^V 


oder 


i* --^ =  X  +  C2, 


d^y 

+  >^'^  y- 
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mithin  nach  der  Integration: 

WEIS  bereits  das  allgemeine  Integral  repräsentiert. 

Dieses   Integral    pflegt   man    gewöhnlich  durch  Umformung  auf 
eine  andere  Form  zu  bringen. 

Aus  demselben  folgt  nämlich: 

1  ().  y  +  )'c[^+  i-'j')  =  X  (X  +  C), 
]/' CT+I'y' =  •='■"+''•'  — )-y 

und  nacli  Quadriening: 

C,  +  >.'  y-'  =  e"-"+«  -  2  X  y  e'!-*"-'  +  >.'  y' 
oder 

2  X  j  eX<'+w=!  e"-'"*«—  C|. 
Dividiert  man  nan  durch 

2XeXl"  +  « 


'  hat  man 


J_[e'.<-  +  c,,_c,  «-'•<'+<='']. 


ebenso  willkürliche  C'onstante  sind  wie  C,  und  Cj,  so  kann  man  sie 
einfach  mit  einem  Buchstaben  bezeichnen,  beispielsweise  mit  A  unä 
li.  und  erhalt  das  allgemeine  Integral  in  der  Üblichen  Foriü: 

y  =  A  e'-'^- B  e-*-". 
2.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

y"  =  -x=y. 

Setzt  man  wieder  wie  früher: 


iy' 


/ 


576  Dritter  Theil.     2.  Abschnitt. 

SO  geht  sie  in 

y  y    =  —  ^^  y 

•^   dv  ^ 

über  und  kann  in  der  Form 

y"dy'  =  — X^ydy 

direet  integriert^  werden.  Die  Integration  gibt: 


oder 


Daraus  folgt,  weil 


v"2  v'-       C 

2  2^2 


y-=l'C,-^-X^"y^ 


,_dv 
^  ~d"x- 

•'  =  dx. 


also 


d.  h. 


oder 


)-  arc  sin  (^  y  j  =  x  +  C, 
arc  sin  (^J  y  )  =  X  (x  -)-  Cg), 


J  y  =  sin  X  (x  +  C^), 

C 

y  =  -y^  sin  (X  x  -|-  X  C.»). 

Entwickelt  man  nun    den  Sinus   der  Summe   zweier  Winkel 
findet  man: 


X 


y  =     ^  [sin  X  X  cos  X  C^  -{-  cos  X  x  sin  X  C^]. 


Nun  sind  aber  die  Größen 

C  C 

'cosXC,     und     -  'sinXC, 
X  ^  X  - 

ebenso  willkürliche  Constante  wie  Cj  und  C2  selbst,  man  kann  sie  -^ 
mit  je   eiiieri  Buchstaben  A,  beziehungsweise  B  bezeichnen,  und  e: 


\ 
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It  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  in  der  üblichen 
)rm: 

y  =  A  sin  )w  X  -|-  B  cos  X  x. 
3.  Die  Gleichung  enthält  weder  x  noch  y,  hat  also  die  Form: 

y"  =/(y'). 

Setzt  man  hier: 


dy' 
geht  die  Gleichung  in 


er,   wird   also  bezüglich  x  und  y'  von   der  ersten  Ordnung.    Die 
ennung  der  Variablen  ist  direct  möglich: 

AlL  —  A^ 

fif) 

Die  Integration  gibt: 


5 


dv'  _ 


Das  Integral  ist  eine  Function  von  y'  und  soll  durch  ?(y')  dar- 
stellt werden,  so  dass  nach  Berechnung  des  Integrals  die  Gleichung 


?(y^)  =  x4.ci 
lalten  wird. 

Kann   diese  Gleichung  nach  y'  aufgelöst  werden,   so   stellt   die 
iflösung  y'  als  Function  von  x  und  c^  dar,  also  etwa  durch 

y'  =  ^(x  +  cO. 
Dann  ist 

dy==fKx  +  Ci)dx 
d 

y=J<I,(x4-c,)dx  +  Ci 

s  allgemeine  Integral  der  Gleichung. 
Ist  die  Auflösung  des  ersten  Integrals 

?(y')  =  x  +  ci 

zh  j  nicht  möglich,   so  muss   bei  der  Integration  der  DifferentiaJ 
ichung  anders  vorgegangen  werden. 

BudU.TlJ.rli  «.  Mlknt.,  Lri,f.  d.  h«h.r.  JUtto—    "   -^,  37 
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Man  setze  dann: 

wodurch  die  Differentialgleichung  in  eine  der  ersten  Ordnung  zBisckt 
y  und  y'  übergeht,  nämlich  in 


oder 


y'|^=/(y') 


Aus  dieser  folgt: 
and  nach  ausgeftlhrter  Integration: 

?i(yO  =  y  +  c2. 

Kann   nun   diese  Gleichung  nach  y'  aufgelöst  werden  und  gih 
beispielsweise 

y^  =  *i  (y  +  C2), 


so  ist 


|y  =  ^.(y  +  C,), 
^y        =dx. 


^i  (y  +  <?2) 


also 


das  allgemeine  Integral. 

Man  kann  aber  auch,   durch  Elimination   des  y'  aus  den  bei\ks 
ersten  Integralen 

?p(y')  =  x  +  Ci, 

?i(y')  =  y  +  c., 

das  allgemeine  Integral  ableiten. 

\ 
\ 
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Beispiel: 
Es  ist  die  Differentialg^leichung 

igehen  and  soll   du  allgemeine  Int^ral   derselben  ermittelt  werden. 
Diese  Aufgabe  kann  nach   allen   drei   ange^benen  Arten  gelöst 
erden : 


_dy' 


dx  -^  ' 

-  ,-  ^  m  d  3t, 

y 


1  y '  =  m  X  +  Co, 
der 

od  wenn  man  statt  der  willkürlichen  Größe  e**  einfach  c,    schreibt 

y'  =  C|e"". 

Ersetzt  man  nun  in  diesem  ersten  Integral,  welches  nach  y'  be- 

dy 
;its  aufgelöst  ist,  y'  durch  -j     ,  so  folgt: 

dy  =  c,e»»dx, 

[s  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung.  In  demäclben  kann 
att  '  ein&ch  c,  als  ebenso  willkürlich  gesetzt  werden,  wodurch 
asselbe  die  Form  annimmt: 

y  =  c,  e"'  +  Cj. 


] 


J 
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ß)  Setzt  man  in  der  gegebenen  Differentialgleichung 

80  geht  sie  in 

y/y=my, 

dy^  =  mdy 

über.  Daraus  folgt  als  erstes  Integral: 

y'  =  my  +  k. 

dy 
Ersetzt   man   in   diesem  y'  durch  ^-^  und   trennt  die  Variablem 

•^  dx 

flo  erhält  man: 

dy  , 

7-|-  =  dx, 

my +  k 

und  nach  bewirkter  Integration 

—  I(my  +  k)  =  x  +  k2 
m 

oder 

my  -[-  k  =  e"**  +  "*^  =  e™*^  e™* 

als  allgemeines  Integral. 

Löst  man  dasselbe  nach  y  auf: 

e"^ k 

y  = e™' 

•^         m  m 

und  ersetzt  die  ganz  willkürlichen  Constanten  und durcL 

mm 

Ci,  beziehungsweise  C2,  so  nimmt  es  dieselbe  Form  an,   welche  bereit' 

gefunden  wurde: 

y  =  Cie»^  +  C2. 

Y)  Schließlich  kann  das  allgemeine  Integral  aus  den  beiden  erster 
Integralen 

y^  =  Ci  e«"», 

y^  =  my +  k 

abgeleitet  werden,  wenn  man  aus  denselben  y'  eliminiert 
Man  findet  auf  diese  Weise 

Cie'"*  =  my  +  k, 

\ 

\ 
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Iso 

c,  k 

y=     1-6°»^ 5 

Ci  k       . 

'^orin  man  einfach  statt  — ^  und wieder   c,    und   Co    schreiben 

mm 

ann,  so  dass  auch  auf  diesem  Wege  dieselbe  Integralgleichung 

y  =  Cie'°^  +  C2 

esultiert. 

4.  Die  Differentialgleichung  enthält  kein  y,  hat  also  die  Form: 

Setzt  man  hier: 

dy' 

3  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  bezüglich  x  und  y': 

dx  =->^(^'  y  ^' 

nd  kann  nach  den  Kegeln  für  solche  behandelt  werden. 
Hat  man  das  Integral  derselben  gefunden: 

y^  =  cp(x,Ci); 

dy 
)  setzt  man  hierin  ^•^   statt  y\    trennt  die  Variablen  und  kann  dann 

dx  -^  ' 

Dchmals  integrieren,  wodurch  das  allgemeine  Integral  gewonnen  wird. 

dy       /     N 

dy  =  cp(x,  c,)dx, 
y  =  Jcp(x,  Ci)dx4-  C2. 

Beispiel : 

Es  ist  das  Integral  der  Gleichung 


^^ 


y         1  I  «2 


Qzugeben. 


Setzt  man 


-_  dy' 


y  = 


dx 


5 


Ä 
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SO  findet  man  aus 

dx  ~       l-fx2' 
dy'     dx 

also  durch  Integration: 

1 
arc  tang  y  =  —  arc  tang  x  —  arc  tang  — , 

wobei  — arc  tang   -  die   willkürliche  Constante  ist,   welche  in  dieser 

Form  wegen  der  leichteren  Umformung  dieses  ersten  Integrals  m^ 
setzt  wurde. 

Ist  nämlich 

tang  a  =  a,  a  =  arc  tang  a. 

also 


so  ist 


also 


tang  ß  •=  b,  ß  =  arc  tang  b, 

,    «,         tang  OL  +  tanff  ß  a  -|-  b 

tang  (a  +  ß)  = ^—-^ ^  =  7—^-,  . 

^  ^      '    ^^       1  — tangatangß       1— ab 

I    «  I  ,  a  +  h 

a  -|-  ß  =  arc  tang  a  +  arc  tang  b  =  arc  tang  —r. 

Demnach  ist 

.  1  .  C.  C.  X  — 1 

arc  tang  x  -\-  arc  tang  -  =  arc  tang =  arc  tang  -^ 


C,  °   ,  X  ^     C|  —  X 


und   mit  Rücksicht   hierauf  kann   das  gefundene  erste  Int^ral  äset 
in  der  Form  geschrieben  werden: 

CiX  +  1 

arc  tang  y  =  —  arc  tang  ^    -'     - , 

Cj  ^~~  X 


aus  welcher  unmittelbar 


Ci  X  +  1 

y  =  - — ^-- 

•^  X  —  Ci 


folgt. 

Setzt   man  nun   y'  =  ^,    so   kann    man    nach    Trennung  <i- 


Variablen  nochmals  intesrrieren: 
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dy C|X  -j-  1 

dx        X  —  c,  ' 

d  y  =  -i — -'    -  d  s. 
■^  X  —  c, 

V  =  \  -! '- —  d  X  4-  Cj. 

Die  angezeigte  Integration  kann  mittelst  der  Substitution 
X  —  C|  =  n 
luageftthrt  werden. 

Aus  der  Substitutionsgleichung  folgt: 

dx^du,     x  =  u-fci 
md  man  hat: 

ibo 

y  =  C,  U  +  (C,'  +  1)  1  U  +  Cj. 
Hieraus  erhält  man  durch  Rüokaubstitutiön: 

y  =  c,  (X  -  c,)  +  (c,^  +  1)  l(x  -c,)  +  aj 
:)der 

y  =  c,  X  +  (c,J  +  1)  l(x  -  c.)  +  c,  -  c,= 

als  die  gesuchte  Integralgleichung. 

5.  Die  Differentialgleichung  enthalt  kein  x,   hat  also   die  Form: 

Durch  die  Substitution 

•  dy' 

y=>'d7 

geht  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  ^ 
und  y'  über,  kann  also  nach  den  Regeln  für  DifferentinlgleichungP'' 
erster  Ordnung  integriert  werden  und  liefert 
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Aas  diesem  ersten  Integral  folgt  nach  Einführung  von  t^  ffir  y : 


dx 


^^      =dx 


and  hieraus  darch  Integration  das  allgemeine  Integral 


x  + 


Beispiel: 

Welche  Curre  hat  die  Eigenschaft,  dass  der  Erttmmangsradis< 
und  das  NormalstUck  ein  constantes  Verhältnis  haben? 
Bekanntlich  ist  der  Krümmungsradius 

and  das  Normalstück 

n  =  y  (1  +  y  V. 

Demnach  gibt  die  Bedingung 

P        «i 

—  =  A        (X.  ist  das  constante  Verhältnis 

n 
oder 

p  =  )wn 

die  Differentialgleichung  der  Curve: 

8  £ 

—^  =^y(i  +  y''^) 


oder 


^  ~    >^y   ■ 


Um  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  mnss  man  diese  Diff^ 
rentialgleichung  integrieren. 
Setzt  man  hierin: 

M_   ,dy 

y  -y-dy' 
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585 


so  geht  sie  in 


oder 


dy'^l  1+y'' 
•^    dy        X        y 


1  +  y''  ~  ^'  y 

über.     Die  Integration  derselben  gibt: 


^l(l  +  y'2)  =  ily-ilc, 


oder 


2 


d.  h. 


'<'+^"'=i'(^)='fö'' 


2 


daher 


1 

y  = 


1  2 


2 


Nachdem  nun  c^  ^  ebenso  willkürlich  wie  c^  selbst,  so  kann  man 
auch  schreiben: 

Ersetzt  man  nun  y'  durch  ^^ -,  so  erhält  man: 

''  dx' 


dy       iV  { 

dx       yci 


also  nach  Integration: 


Ky'-c, 


yX— ci 


X  -)-C2. 


Um  die  angezeigte  Integration  durchführen  zu  können,  mr 
für   X   einen   bestimmten   W6rt   festsetzen.    Denn    den    versc' 
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Werten  ^von  X  entsprechen  Curven  von  ganz  verschiedenem  Charakter 
in  unendlicher  Mannigfaltigkeit. 

So  ist  beispielsweise  ftlr  den  Kreis  X  =  —  1,  für  die  Ketten- 
Knie  X  =  -f"  1>  ^^^  ^'®  ^^^  ^^®  -^^^  ^"^^  Leitlinie  bezogene  Parabel 
X  =  -|-  2,  für  die  Cykloide  X  =  —  2  etc.,  wovon  man  sich  durcli 
Vergleich  der  für  den  Krümmungsradius  und  für  das  Normalstück  bei 
Untersuchung  der  Curven  gefundenen  Werte  überzeugen  kann. 

Nimmt  man  also  X  =  2  an,  so  muss  sich  als  Integralgleichim? 
die  Gleichung  der  Parabel  ergeben. 

In  der  That  geht  das  eben  gefundene  Integral  für  X  =  2  über  in 


rf    dy     _ 


also 


oder 


Kc7j 


ly 


X  +  0-2' 


2  Kci  yV  —  Ci  =  X  -f  Cj 
4  Ci  (y  —  c,)  =  (x  +  c^y. 

Setzt  man  darin  c,  =  ~^,  c^  =  a,  so  nimmt  diese  Integralgleichang 


die  Form  an: 


(x-a)»  =  2p(y-|), 


welche  erkennen   lässt,   dass   die   durch   sie   dargestellte  Curvenschar 

eine  Schar  von  Para- 
beln ist. 

Um  die  Lage  der 
Parabeln  zu  erkennen, 
hat  man  nur  die 
Gleichung  auf  ein  pa- 
ralleles Coordinaten- 
system  zu  transformie- 
ren, dessen  Ursprung 
(Fig.  142)  die    Coordi- 

naten  a  und  ^  hat  Be- 

zeichnet  man  die  neuen 
Coordinaten  mit  i  und  t,. 
so  sind  die  Transforma- 


(y) 

Fig.  142. 

\ 

(y) 

/ 

> 

V 

« 

"&/ 

r 

(f) 

0 

a 

p 

2 

« 

tionsgleichungen : 


a  +  S;     ^  —  \^r\ 


F 
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Zufolge  dieser  geht  die  Gleichung  über  in 

stellt   somit  eine  Parabel   vor,   welche  die  £-Axe   im  Scheitel  berührt 
und  deren  Leitlinie  mit  der  x-Axe  zusammenfällt. 

Da  die  Coordinaten  a  und  -^  des  Scheitelpunktes  ganz  willkür- 

lieh  sind,  so  stellt  die  Integralgleichung 


(x-a)^  =  2p(y-|-) 


die  Schar  aller  Parabeln  vor,   welche  die  x-Axe   zur  Leitlinie  haben. 
Demzufolge  erfüllt  jede  Parabel,  deren  Leitlinie  mit  der  Abscissen- 
axe  zufiammenfällt,  die  in  der  Aufgabe  gestellte  Bedingung. 

§  81  Integration  linearer  Differentialgleichangen  zweiter 
Ordnnng. 

Eine  Diflferentialgleichung  von  der  Form: 

worin  p,  q,  r  und  s  Functionen  von  x  allein  sind,  wird  eine  lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genannt,  weil  sie  bezüg- 
lich y  und  der  beiden  Diflferentialquotienten  y'  und  y''  linear  ist. 

Man  kann  derselben  stets  durch  eine  leicht  einzusehende  Ope- 
ration die  einfachere  Form  geben: 

in  welcher  wieder  P,  Q  und  R  Functionen  von  x  allein  bedeuten. 
Ist  speciell  R  =  0,  so  geht  diese  Differentialgleichung  in 

y"'  +  Py'  +  Qy  =  o 

über  und  wird  eine  reducierte  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  genannt,  während  die  nicht  reducierte 

y"  +  Py'  +  Qy  =  R, 

in  welcher  R  von  Null  verschieden  ist,  als  complete  lineare  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  bezeichnet  wird. 

Das  Integral  der  letzteren  kann  aus  dem  Integral  der  ersteren 
abgeleitet  werden,  und  aus  diesem  Grunde  sollen  beide  Formen  nach 
einander  untersucht  werden. 
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1.  Sind  y  =  cp  (x)  und  y  =  ^  (x)  zwei  particuläre  Integrale  de: 
reducierten  DiflFerentialgleichung,  nämlich  solche  Functionen  von  x. 
welche  der  gegebenen  reducierten  Differentialgleichung 

genügen,  so  ist 

y  =  Cicp(x)  +  C2^(x), 

worin   c,  und  C2   willkürliche  Constante  sind,  das  allgemeine  Integnl 
der  Differentialgleichung. 

Denn  setzt  man  diesen  Wert  von  y.und  ebenso  auch  für  y* 
und  y"  die  diesem  Werte  entsprechenden  Differentialqüotienten 

y'  =Ci?'(x)  +  C2^'(x), 

r  =  ci  r  (X)  +  C2  r  w, 

in  die  Differentialgleichung,  so  erhält  man: 

c,  ?"  (X)  +  C.J  r  (x)  +  P  [c,  ?'  W  +  c,  f  (X)]  4-  Q  [c.  •?  (X)  +  C2  <{»  (xi] = 0 
oder 
c,  l'f "  (X)  +  P  cp'  (X)  +  Q  (p  (X)]  +  c,  [r  (X)  +  P  <[.'  (X)  +  Q  ^  (X)]  =  0. 

Da  nun  9  (x)  und  ^  (x)  particuläre  Integrale  sind,  müssen  die 
Klammerausdrücke  verschwinden,  der  Ausdruck  links  vom  Gleich- 
heitszeichen ist  Null,   also  wird  die  Gleichung  befriedigt. 

Da  die  Gleichung 

y  =  Ci'p(x)-f  c^i^Cx) 

die  Differentialgleichung  befriedigt  und  überdies  zwei  willkürliche  Con- 
stante enthält,  so  ist  sie  das  allgemeine  Integral  derselben. 

2.  Kennt  man  ein  particuläres  Integral  der  reducierten  GleiehuDg. 
so  kann  man  ein  zweites,  mithin  auch  das  allgemeine  Integral  de^ 
selben  finden. 

Hiezu  ist  folgender  Vorgang  einzuhalten. 

Es  sei 

y  =  ff  (x) 

das  bekannte  particuläre  Integral.     Man  setzt: 

y  =  U  cp  (x) 

und  bestimmt  u,  welches  wieder  eine  Function  von  x  ist,  derart,  dass 
=  u  'f  (x)  auch  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  wird. 
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Das  allgemeine  Integral  ist  dann  zufolge  des  in  1.  ausgesprochenen 
Satzes 

y  =  Ctcp(x)-|-c.2U?p(x). 
Soll 

y  =  u9(x) 

ein  particuläres  Integral   der  Differentialgleichung   sein,   so   muss   die 
DiflFerentialgleichung  durch  die  aus  demselben  abgeleiteten  Werte: 

y   =ücp(x), 

y'  =u'cp(x)  +  ucp'(x), 

*  y"  =  u"cp(x)  +  2u'cp'(x)  +  ucp"(x) 

befriedigt  werden. 

Setzt   man  also  diese  Werte   in  die   gegebene  Gleichung,   so  er- 
hält man: 

u''  ?(x)  +  2u'9'(x)  +  ucp"(x)  -{-  P[u'cp(x)  +  ucp'(x)]  +  Qcp  (x)  =  0 

oder 

u[<p-(x)  +  Pcp'(x)  +  Qcp(x)]  +  u'  [2cp'(x)  +  P?(x)]  +  u''cp(x)  =  0. 

Zufolge   der  Voraussetzung,   dass  ?p(x)  ein   particuläres  Integral 
ist,  verschwindet  der  Factor  von  u,  und  es  bleibt  nur  die  Gleichung 

u'[2cp'(x)  +  Pcp(x)]  +  ?(x)u"  =  0 
oder 

^"  =  -;^[2cp'(x)  +  P9(x)]. 

Nun  ist  f  (x)  eine  bekannte  Function  von  x,  mithin  ist  durch  diese 
Gleichung  u"  als  Function  von  x  und  u'  gegeben. 
Sie  hat  die  Form: 

u"  =  (!^(x,u') 

und  kann   nach  der  im  §  80,  Pkt.  4  angegebenen  Methode   integriert 
werden,  wodurch  u  als  Function  von  x  erhalten  wird. 

Ist  u  bekannt,    dann    ist    auch    das  zweite  particuläre  Integral 
y  =  u  cp  (x)  bestimmt. 

Beispiele: 

1.   Es   soll   die   reducierte   lineare   Differentialgleichung    zweiter 
Ordnung  mit  Constanten  Coefficienten  integriert  werden. 


aV 
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Diese  Gleichung  ist 

y"  +  ay'  +  by  =  0. 

Die  particalären  Integrale  derselben  kann  man  sich  dnrcli  des 
Versuch  verschaffen. 

Zu  diesem  Zwecke  soll  untersucht  werden,  ob 

ein  particuläres  Integral  dieser  Gleichung  ist. 
Bildet  man: 

und 

y"=X»e^% 

SO  müssen,  wenn  y  =  e       ein  Integral  sein  soll,  die  drei  zusammen- 
gehörigen Werte  von  y,  y'  und  y''  die  gegebene  Gleichung  befriedigen 
Durch  Einführen  dieser  Werte  in  die  Gleichung  erhält  man: 

X2e^^+aXe^^  +  be^^=0 
oder 

X2  +  aX  +  b  =  0. 

Daraus  ist  zu  ersehen,  dass  y  =  e^*  nicht  für  jeden  beliebigen 
Wert  von  X  ein  Integral  der  Gleichung  ist,  sondern  nur  für  solcie 
Werte  von  X,  welche  aus  der  Gleichung 


resultieren. 
Ist  also 


X2  4-aX  +  b  =  0 


.  _  —  a  +  |/^a^  —  4b 

»^  2 

siso  ist 

y  =  e^^' 

1  particuläres  Integral. 

Nun  sind  aber  drei  Fälle  möglich,  und  zwar: 

a)  a2  >  4  b. 
}ei 

^eide  Wurzeln  Xj  und  X2  sind  real,  demnach  sind 
. .  y  =  eXi «     und     y  =  eXj » 


^/ 


'e  Integrale:  und 
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_  — a  +  fa^  — 4b      .    _— a— ]^a2— 4b 
^\  —  2  '    ^  ~  2 

das  allgemeine  Integral. 

b)  a2>4b. 

Beide  Wurzeln  \  and  X^  sind  imaginär  und  können  knrz  gesetzt 


werden : 


X,  =a-l-ßi|  a  1    , 


Das  allgemeine  Integral  ist  dann: 

y  =  C,  e<a+POx  -f  C2  e'a-ßOx, 

kann  jedoch   durch   Umformung  von  den   imaginären  Bestandtheilen 
befreit  werden. 

Zunächst  kann  man  nämlich  rechts  vom  Gleichheitszeichen  e" 
zum  Factor  herausheben  und  erhält: 

y  =  ea»(c,  e«  ßx  4"  ^2  e-*ß»). 
Nun  ist  aber  zufolge  Eulers  Formel: 

e»  ß  »  =  cos  p  X  -}-  i  sin  ß  X, 
e— « ß»  =  cos  ß  X  —  i  sin  ß  X, 
mitbin  auch: 

y  =  e«*  [Ci  (cos  ß  X  4"  i sin  ß  x)  -}-  C5  (cos  ß  x  —  i sin  ß x)], 
y  =  e«*  [(Ci  4"  c^i)  <^os  ß  ^  4"  i  (^i  ~"  C2)  sin  ß  x]. 

Setzt  man  statt  der  ganz  willkürlichen  Größen  c^  -|-  C2  und 
i(Ci  — C2)  die  ebenso  willkürlichen  k|,  beziehungsweise  kj,  so  erhält 
man  schließlich  das  allgemeine  Integral  in  der  üblichen  Form: 

y  =  e«»(ki  cos  ß  x  -[-  kj  sin  ß  x). 

c)  a2  =  4b. 

In   diesem  Falle   sind   beide  Wurzeln  \  und  Xj  gleich,   nämlich 

a 
Xj.j  =  —  oj  weshalb  nur  ein  particuläres  Integral 


8 


bestimmt  ist. 
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Das   zweite   particaläre  Integral   kann   nun  nach    der  im  Pkt.  2 
angegebenen  Regel  gefunden  werden. 

Setzt  man  in  die  Differentialgleichung 


ax 


also 


y  =  ue     % 


ax  EX 

y'  =  — ^ne    «  +e    «  n', 


2 


2         ax  Ax  ax 

y"  =  — e     ^u  —  ae     *  u' -|- e     ^  u'\ 


so  erhält  man  nach  Weglassen   des   in  allen  Gliedern  vorkommenden 


AX 


Factors  e     ^  : 


oder 


/^u  — au'-hu^^)+a(— |u  +  u)  +bu  =  0 

u(b-^)  +  u-  =  0, 
lu(4b-a^)  +  n-  =  0, 


und  weil 


schließlich: 


Daraus  folgt 


also 


4b  — a2  =  0, 


u'  =  0. 


u  =  ^-  =  c, 
dx 


u  =  ex  4-  Cp 


Wählt  man,  da  es  sich  nur  um  ein  particuläres  Integral  han<^elt 
c  =  1  und  C(  =  0,  so  findet  man: 


u  =  X. 
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Demnach  ist  das  zweite  particuläre  Integral 


EX 

~2~ 


y  =  xe 
Das  allgemeine  Integral  ergibt  sich  jetzt  zufolge  Pkt.  1 

ax  ax 

y  =  c,e     ^-[-Cjxe     ^ 
oder 

EX 

y  =  e     ^Ci  +  C2  x). 
2.  Es  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

anzugeben. 

Wäre  ein  particnläres  Integral  dieser  Gleichung  bekannt,  so 
könnte  auch  das  allgemeine  auf  die  in  Pkt.  2  angegebene  Weise  gefunden 
werden. 

An  diesem  Beispiele  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  es  manchmal 
gelingt,  ein  particulftres  Integral  durch  Anwendung  der  Reihe  von 
Maclaurin  zu  bekommen. 

Die  Reihe  von  Maclaurin  ist  bekanntlich: 

y  =/W  =/(0)  +  x/  (0)  +  Ij  /"  (0)  + 1!  f '  (0)  + . . . 

oder,  wenn  man  /(O),  /'(O), /"(O) .  . .  mit  yo,  yV  y'o  bezeichnet, 

x^  x^ 

^yo-4- 2[y  0  +  3!^   <>  +  ••• 

Durch  Differentiation  der  gegebenen  Gleichung  erhält  man: 

^7"'  +  y"  +  2y"  +  X^xy'  +  X^y  =  0 
oder 

xy"'  +  3y"  +  X»xy'  +  X2y  =  0. 

Eine  zweite  Differentiation  gibt: 

^7'''  +  y'"  +  3y"'  +  >.*xy"  +  X^y'  +  X  V  =  0 
oder 

xyiT  +  4y'"  +  X^xy"  +  2X2y'  =  0. 

BDdiiETlJttTiö  n.  MikntE,  L«ltf.  d.  höher.  MEthemEt.  II.  Bd.  38 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  wieder: 

u.  s.  w. 

In  dieser  Weise  gelangt  man  also  zu  dem  Gleichungssystem: 

xy"+2y-   +X2xy    =0, 

xy"'  +  3y"+X-^xy'   +X2y  =  0, 

xyiY4-4y"'  +  X2xy"4-2X2y'  =0, 

xy^  +5y»^-|-X»xy'"  +  3X2y"  =0, 
X  y VI  4- 6  y V -1- X2  X  yiv  +  4  X2  y'-' =  0, 


Setzt    man    in     diesem     Gleichungsaystem    x  =  0,    so    geh» 
y»  y  >  y  )  •  •  •  t^^c  ^  Joj  y«  y  «  •  •  •  ^^^  ^^n  erBält: 

2y',  =0, 

3y"o  +  >'*y,  =  0, 

4y"o+2X^yo=0, 

5y'\+3X'y",  =  0, 

6y\-f4X2y'",  =  0, 


woraus  direct  zu  erkennen  ist,  dass 

yo  =  y  o^=yo=^-''^"7 


ferner 


yo     -  3    , 


^,v  _      3X»        _/     3Xn/     X»y„\_X^yo 

/^  '^2l\  ^y?  _  _  ?^'  y? 

V       7^    5    ~         7    ' 


y%  =  -^-y'\ 
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Da  nun  Jq  irgend  einen  Constanten  Wert  haben  kann  (es  ist 
Dämlich  ganz  willkürlich,  siehe  Einleitung)  und  es  sich  nur  um  ein 
particaläres  Integral  handelt,  so  kann  man  Jq  =\  annehmen  und 
hat  dann: 

Nachdem  jetzt  die  Werte  von  y  und  aller  Differentialquotienten 
dieser  Function  für  den  Wert  des  x  =  0  bekannt  sind,  kann  sie 
clurch  Maclaurins  Reihe  dargestellt  werden: 

^~  2!  3+4!  5        6!   7  "*"    '• 

y-xr''  3!    ^    5!  7!    ^      i 

Die  Summe  der  Reihe  in  der  Klammer  ist  aber  sin  X  x,  mithin  ist 

sin  Xx 

dn  particuläres  Integral  der  Gleichung. 

Das  zweite  particuläre  Integral  könnte  wieder  nach  b)  durch  die 

sin  X  X 
Substitution  y  =^  u gefunden  werden.  Man  kann  sich  aber  leicht 

iberzeugen,  dass  auch 

cos  Xx 

in  particuläres  Integral  ist. 

Demzufolge  hat  man  als  allgemeines  Integral  der  gegebenen 
rleichung 

y  ^  —  (Ci  sin  Xx  -}-  C2  cosXx). 

3.  Sind  ^  (x)  und  ^  (x)  zwei  particuläre  Integrale  der  reducierten 
rleichung 

)  ist 

y  =  U'f(x)  +  v^(x), 

38* 
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worin  u  und  vnoch  zu  bestimmendeFanctionen  von  xbedeuten.  von  welchen 
jede  eine  willkürliche  Constante  enthält,  das  allgemeine  Integral  der 
completen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

y"  +  Py'  +  Qy  =  R. 

Die  beiden  Functionen  u  und  v  können  auf  folgende  Weise  tr- 
mittelt  werden. 

Differenziert  man  die  Integralgleichung 

7  =  u9(x)  +  vtKx), 
so  erhält  man: 

f  =  uXx)  +  v'^(x)  -f  ucp^(x)  +  vcJ/Xx), 

und  kann  nun  den  willkürlichen  Functionen  u  und  v  die  Bedingung' 
auferlegen: 

U9(x)  +  v^(j)(x)  =  0, 

welche 

y'  =  u9^(x)-f  vf  (x) 

zur  Folge  hat.  (Es  ist  dies  der  verbleibende  Theil  der  Gleichung.) 

Durch  nochmalige  Differentiation  erhält  man  aus  der  letzteL 
Gleichung: 

7^'  =  u?^^(x)  +  vf  \x)  +  u>^(x)  +  v^^x). 

Legt  man  nun  den  beiden  Functionen  u  und  v  die  zweite  Be 
'dingung  auf: 

u>^(x)  +  Vf(x)  =  R, 

so  sind  diese  vollkommen  bestimmt,  und  zwar  derart,   dass  der  Aor 
•druck 

y  =  ucp(x)-4-vtKx) 

das  allgemeine  Integral  der  .completen  Gleichung  ist. 

Denn  die  zweite  Bedingungsgleichung  hat  zur  Folge: 

y"  =  u  cp''  (X)  -f  V  tj>"  (x)  +  R. 

Setzt  man  also  die  Werte  y,  y'  und  y"  des  Integrals  in  die  cor»- 
plete  Differentialgleichung,  so  erhält  man  auf  der  linken  Seite  de^ 
selben: 

[u?'Xx)  +  vrW-|-R]+P[u?'(x)  +  v^'(x)]  +  Q[u?(x)+v<^(x:^=R 

\ 

\ 
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oder 

Hierin  verschwinden  die  Ausdrücke  in  den  Klammem,  denn  sie 
sind  Resultate  der  Substitution  von  cp(x)  und  <|>(x)  in  die  reducierte 
Gleichung,  deren  particuläre  Integrale  sie  repräsentieren.  Die  linke 
Seite  der  Diflferentialgleichung  wird  zu  R,  also  gleich  der  rechten 
Seite,  d.  h.  die  Differentialgleichung  wird  befriedigt,  wodurch  die  ausge- 
sprochene Behauptung  erwiesen  erscheint. 

Aus  den  beiden  Bedingungsgleichungen 

U>(X)  +  T'(KX)  =  0, 

u>\x)  +  v' 4*' (x)  —  R  =  0 


erhält  man: 


u 


4.(x) 


0 
—  R 


R<Kx) 


fW 
?'(^) 


«Kx) 

<l.'(x) 


<p(x).l.Hx)-?"(x)4.Cx)' 


fW      0 

?'(x)  -R 


j  ?  (x)    «l»  (x) 
|(pVx)  (jiXx) 


=  + 


R?(3C) 


<p(x)f(x)-(p'Wl'(x)' 


wodurch  n'  und  v"  als  Functionen  von  x  dargestellt  erscheinen. 

Durch  Integrationen  dieser  Gleichungen  findet  man   u  und  v, 
und  mithin  auch  die  Lösung  der  Aufgabe. 

Beispiele: 

1.  Es  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

anzugeben. 

Dieser  Gleichung  entspricht  die  reducierte  Gleichung 

y"+ß2y  =  0 


oder 


Diese  hat  (Beispiel  2,  ad  2  des  §  80)  das  allgemeine  Integral 

y  =  Ci  sin  P  X  -|-  C.2  cos  ß  X, 
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aas   welchem   durch   Specialisierung  der  Constanten   die   particnlarec 
Integrale  abgeleitet  werden  können. 

Setzt  man  einmal  C|  =  1,  C2  =  0,  das  anderemal  c,  =0,  c,  =  L 
so  erhält  man  die  beiden  particulären  Integrale 

9  (x)  =  sin  ß  x;       ^  (x)  =  cos  ß  x. 

Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  wird  somit  sein: 

y  =  u  sin  ß  X  -}-  V  cos  ß  x. 

Aus  den  Gleichungen 

cp  (x)  =  sin  ß  x;      ^  (x)  =  cos  ß  x 
folgt: 

^'(x)  =  ßcosßx;       tp'(x)  =  —  ßsinßx, 

so   dass   für   die   Functionen  u  und  v  die  Bedingungsgleichungen  be 
stehen: 

u'sinßx  -j-  v'cosßx  =  0 

u'  cos  ß  x  —  v'  sin  ß  X r-  =  0. 

Die  Auflösungen  dieser  Gleichungen  sind: 

ea^cosßx 

—  e«*  sinßx 


aus  welchen  durch  Integration 


. ,              ß      ,          e«»  ocosßx  4- ß  sinßx    , 
.-\e«x cos  ß  X  d X  =  -p !l_ni_J,^_r_  _^  c, 


e«*  ß  cos  ß  X  —  a  sin  ß  X 

ß  ä^'+P 


e«»  sm  ß  X  d  X  =       - 51-  — f [_  c^ 


folgt.  (Formel  102.) 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  ist  somit: 

(e«^  a cos  ßx -f- ßsinßx    ,       \   .    «       1 
T V  +  ß^ +  c,jsmßx  + 

,    /e«»  ß cos ßx  —  asinßx,       \        ^ 
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oder 


e** 


y  =  Ci  sin  ß  X  +  c^  cos  ß  x  -[-  -ö-qTßr 

2.  Es  soll  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

y"  — X^y  =  x 
ermittelt  werden. 

Die  entsprechende  redacierte  Gleichung  ist: 

y''  —  X^  y  =  0    oder    y''  =  X-  y 
und  hat  (siehe  Beispiel  1  zu  §  80.  2)  das  allgemeine  Integral 

y  =  Cie^'+C2e-^% 
mithin  die  particulären  Integrale 

cp(x)  =  e^';    ^(x)  =  e-^*. 

Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  wird  somit  sein : 

y  =  ue*'*+  V  e^*. 
Differenziert  man: 

(p  (x)  =  e'^*  und  <J  (x)  =  e-^% 
so  erhalt  man:  , 

Mithin  bestehen  zur  Bestimmung   der  Functionen   u  und  t  die 
Gleichungen 

u'e^''  +  v'e-'''  =  0, 

X  n'  e^"  —  X  v'  e-^*—  x  =  0, 
aus  welchen 

2X~' 


U'  =  H 


V  =  -^^ 


2X 

erhalten  wird. 

Durch  Integration  der  letzten  Gleichungen  findet  man: 
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Das  allgemeine  Integral   der  gegebenen  DifferentialgleicliiiDg  i^ 
demnach: 

oder 

y  =  c,  e^^  +  Cje-'^^  —  ~. 


3.  Abschnitt- 

§  82.  Einige  einfache  Fälle  der  Differentialgleichungen  tob 
als  der  zweiten  Ordnnng. 


1.  Eine  Diflferentialgleichnng  n**'  Ordnung  von  der  Form: 

in   welcher   der    n**  Differentialquotient  als  Function  von  x  allein  ge- 
geben erscheint,  ist  theoretisch  immer  integrierbar. 

Setzt  man  nämlich: 

A     (n— 1) 

so  geht  sie  in: 

ttber  und  kann  direct  integriert  werden. 

Die    Integration    gibt    eine    Differentialgleichung    von   (n— !)''' 
Ordnung: 

Wird   diese  analog  wie  die  frühere  behandelt,   so  folgt  aus  ihr* 


Differentialgleichungen  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung.  gQl 

Durch  fortgesetzte  Wiederholung  des  Verfahrens  wird  schließlich 
y  als  Function  von  x,  welche  n  willkürliche  Constante  enthält,  also 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  erhalten. 

Beispiel: 
Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

IV 

j     =  X  cos  X. 

Dann  ist: 

dy"'  =  X  cos  X  dx, 

y'''  =  f  X  cosx  dx  =  X  sinx  -[-  cosx  -[-  c,, 
also 

d  y ''  =  [x  sin  X  -|-  cos  x  -}-  cj  d  x, 

y''  =  f  X  sinx  dx  -|-J  cosx  dx  -f-  Ci  x  -|-  Cj, 

y "  =  —  X  cos  X  -|-  sin  X  -f-  sin  x  -}~  Ci  X  -f-  C2  = 

=  —  X  cos  X  -f-  2  sin  X  -|-  Cj  X  -j-  ©2? 
mithin 

d  y '  =  [ —  X  cos  X  -|-  2  sin  X  4"  Ci  X  -f-  C2]  d  X, 

y*  =  —  fx  cosx  dx  -}-  2  Jsinx  -|-  c^  fx  dx  -j-  ^2  x  -f-  ^3, 

x^ 
y'  =  —  X  sin  X  —  cos  x  —  2  cos  x  4"  ©i  V  "^  ^2  ^  4"  ®3  =^ 

=  —  X  sin  X  —  3  cos  x-j-W"^^"!"^^"!"^ 
und  schließlich: 

d  y  =  [ —  X  sin  X  —  3  cos  x  -|-  -^  x^  -|"  ^  ^  ~("  ^]  ^  ^5 
y  =  —  ixsinxdx  —  3\cosx  dx  -j— ^  Vx^dx  -\-  CjVxdx  +  CjX+c^, 

c    x^  X. 

y  =  X  COSX  —  sinx  —  3  sinx  +  ^  ^  +  C2  -g  +  ^3  x  +  C4. 

Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  ist  somit: 

y  =  X  cos  X  —  4  sin  X  -|-  a  x'  -[-  b  x^  -j"  c  ^  ~l"  ^? 
wobei  a,  b,  c  und  d  willkürliche  Constante  bedeuten. 
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Anmerkung:  Die  Differentialgleichung 

y'"=/(y), 

in  welcher  der  nt«  Differentialquotient  als  Function  der  zu  bestimmenden  Function  j 
dargestellt  ist,  kann  nur  in  den  bereits  behandelten  zwei  Fällen,  n&mlich  für  n  =  1 
und  n  =  2,  durch  einfache  Integrale  integriert  werden. 

2.  Die  DifierentialgleichüDg  enthalte  nur  zwei  um  eine  Einheit 
in  ihrer  Ordnung  verschiedene  Differentialqaotienten  und  außer  diesen 
keine  anderen  Variablen. 

Eine  derartige  Differentialgleichung  kann  immei;  auf  die  Form 
gebracht  werden: 

und  kann  in  sehr  einfacher  Weise  integriert  werden. 
Setzt  man  nämlich: 


(n  —  l) 


also 


d 


so  erhält  man: 


oder 


y<->  =  ^  =  Z', 

"'  dx 


z'=/(z) 


,  dz 

dx  =: 


eine  DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  Integral 

"+^=X^) ^* 

ermittelt  werden  kann. 

Ist  dieses  Integral  nach  z  auflösbar,  so  erhält  man: 

z  =  ?  (x,  C), 
also 

y(-')  =  9(x,C), 

eine  Diflferentialgleichung   (n  —  1)**'  Ordnung   von   der   sub  1)  behan> 
delten  Form,  welche  integriert  werden  kann. 

Sollte    die    Auflösung   nach   z   nicht  möglich   sein,   dann    führt 
folgendes  Verfahren  zum  Ziele. 
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Man  setzt  wieder  wie  früher: 

(n— 1) 

y  =Z 

und  erhält  aus 

y^">dx=/(z)dx, 
weil  v^''Mx  =  dy'""      und    znfolge  der   gefundenen  Gleichung   (a 


z  +  e4 


dz 


-  dz 

dx  =  7;^, 


ist.  findet  man: 


y^"       dx  =  z  dx, 

1      (n-2)  dz 

(0-2)  r  dz 

und  nach  nochmaliger  Multiplication  mit  dx: 


mithin 

dz 


,  (11-8)     dz  r 

'y    =/(z)r 


(n-8)_  rd_z^r 

~J/(z)J 


z 


/(z)J    /(z)" 

Auf  diese  Art  erhält  man  schließlich  y  als  Function  von  z,   und 
nachdem  x  bereits  als  Function  von  z  durch 

dargestellt   ist,    auch   y    als    Function   von  x,    somit    das    allgemeine 
Integral,  wenn  man  aus  den  bezüglichen  Gleichungen  z  eliminiert. 
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Beispiel: 

Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 


y    =  H  —  y  ^• 

dz 
Setzt  man  y"  =  z,  also  y"'  =  ,-  ,  so  erhält  man 

dz 


dx        '  ' 

dz  . 


yi^ 


z 


2 


arc  sin  z  =  X  -f-  Cp 
Diese  Gleichung  ist  nach  z  auflösbar  und  gibt: 

z  =  sin  (x  4"  ^i)- 

dy' 
Nun  ist  aber  z  =  y"  =  y^-,  es  ist  also  weiters: 

•^  dx  ' 

dy'         .    ,      , 
^  =  sm  (X  +  Ci), 

dy'  =  sin(x  -(-  c,)  dx, 

y'  =  —  cos  (X  +  Ci)  +  C2, 

und  weil  y'  =  --^. 
•^         dx' 

dy  =  [—  COS  (x  +  Ci)  +  Cj]  d x, 

mithin  schließlich: 

y  =  —  jcos  (x  +  Ci)  d  X  +Jc2  d  x  +  C3, 

y  =  —  sin  (x  +  cO  +  C2  X  +  Cg, 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung. 

3.  Die  Differentialgleichung  enthalte,  außer  zwei  um  zwei  Ein- 
heiten in  der  Ordnung  verschiedene  Differentialquotienten,  keine  andere 
Variable. 

Etpe  derartige  Gleichung  kann  auf  die  Form  gebracht 

y(»>=/(y(-*)) 
und  auf  folgende  Art  integriert  werden: 
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Man  setzt: 

(n— 2) 

a.lso 

dadarcli  geht  sie  in: 

über. 

Diese  Gleichung  wurde  bereits  bei  Besprechung  der  einfachen 
Fälle  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  integriert  und  hat 
das  allgemeine  Integral 

3^c,  +  2J/(z)dz 

Kann  nun  diese  Integralgleichung  nach  Ausführung  der  angezeigten 

Integration   bezüglich   z  aufgelöst  werden,   so  gibt  sie  z  als  Function 

der  Variablen  x 

z  =  cp  (x), 
also 

(n  — 2)         _  /    N 

und  diese  Gleichung  kann,   weil   sie  die  sub  1)  behandelte  Form  hat, 
bereits  integriert  werden. 

Sollte  die  Integralgleichung 

Jlc2  +  2f/(z)dz  ^ 


nach  z  nicht  auflösbar  sein,  dann  ist  folgender  Vorgang  einzuschlagen. 
Man  multipliciert  die  Substitutionsgleichung 

(n— «) 

y        =z 

mit  dx  und  erhält  aus 

(n  — 2)j  j      (n— 8)  i 

y'^       'dx  =  dy        ^  =  zax 

wegen  der  Gleichung  (a: 

dy(n-3)^  zdz 


Kc,  +  2j/(z)dz' 
mithin: 


,<-..= j 


dz 


/ 


]'c,  +  2j/(z)dz" 
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Aus  dieser  folgt: 

y        *  dx  =  dv  == 


"=^1 


l^C2  +  2j/(z)dz' 


j      (n— 4)  zdz  f»  Zdz 


also 


Kc,  +  2j/(z)'dzjKc.  +  2j/(zydz' 
(n— 4) r*  zdz  r»  zdz 


u.  s.  w. 


Auf  diese  Weise  erhält  man  schließUcIi  y  als  Function  von  z, 
und  weil  x  bereits  als  Function  von  z  durch  (a  ausgedrückt  ist,  auch 
y  als  Function  von  x,  wenn  man  z  aus  beiden  Gleichungen  eliminiert. 

Beispiel: 

Die  gegebene  Diflferentialgleichung  sei: 

Setzt  man: 

y"  =  z,  also  y^^  =  z'', 

so  erhält  man: 

z 

Z      =-2. 

a^ 
Diese  Gleichung  gibt  integriert: 

,        r    dz 

X  +  Ci  = 


r. + .^' 


also 

r 


±-°^='[i+^+(:-)'] 


oder  nach  Umformung  (siehe  Beispiel  1  zu  2  Integration  der  einfachen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung): 


X 

a 


z  =  Gl  e  •  +  C2  e 

Die^leichung  ist  bereits  nach  z  aufgelöst  und  gibt,  weil  z  =  y  ', 
y''  als  Funytion  von  x. 
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Hieraas  folgt: 

X  X 

dy'  =  [Gl  e  •  +  C,  e~  •]  dx, 

X  X 

y^  =  aCie*  +  aC2e"*  +  C3, 
ferner 

X  X 

dy  =  [aCi  e»"+aC2e""  *+  Cgjdx, 
uiid    schließlich 

X  X 

als   allgemeines  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichang. 


"^ 


w 


/ 
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